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Prefacio

O site notaspedrok.com.br é uma plataforma que construi para o comparti-
lhamento de minhas notas de aula. Essas anotagoes feitas como preparacao
de aulas é uma pratica comum de professoras/es. Muitas vezes feitas a ra-
biscos em rascunhos com validade tao curta quanto o momento em que sao
concebidas, outras vezes, com capricho de um diario guardado a sete cha-
ves. Notas de aula também sao feitas por estudantes - sdo anotagoes, fotos,
prints, entre outras formas de registros de partes dessas mesmas aulas. Essa
dispersao de material didatico sempre me intrigou e foi o que me motivou a
iniciar o site.

Com inicio em 2018, o site contava com apenas trés notas incipientes. De 14
para ca, conforme fui expandido e revisando os materais, o site foi ganhando
acessos de varios locais do mundo, em especial, de paises de lingua portugusa.
No momento, conta com 13 notas de aula, além de minicursos e uma colecao
de videos e audios.

As notas de Vetores abordam topicos introdutérios sobre vetores no espaco
euclidiano.

Aproveito para agradecer a todas/os que de forma assidua ou esporadica
contribuem com corregoes, sugestoes e criticas! ;)

Pedro H A Konzen

https://www.notaspedrok.com.br
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Capitulo 1

Fundamentos

Neste capitulo, seguimos uma abordagem geométrica para introduzir os con-
ceitos fundamentais e as operagoes basicas envolvendo vetores.

1.1 Segmentos Orientados

O conceito de segmento orientado ¢ fundamental na definicao de vetores.
Como o préprio nome indica, trata-se de definir uma orientagdo a um dado
segmento de reta. Antes, portanto, vamos definir o que entendemos por
um segmento.

1.1.1 Segmento

Sejam dados dois pontos A e B sobre uma reta r. O conjunto de todos os
pontos de r entre A e B é chamado de segmento e denotado por AB. A
reta r é chamada de reta suporte e os pontos A e B de pontos extremos.
Consulte a Figura 1.1.

Comprimento e Direcao

O comprimento de um segmento AB é denotado por |AB| e definido como
a distancia entre seus pontos extremos A e B. Em outras palavras, é o
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Figura 1.1: Um segmento AB de uma reta (diregao) r.

tamanho do segmento!. Consulte a Figura 1.2

|AB|
AB

Figura 1.2: Comprimento de um segmento AB.

i

A direcao de um segmento AB ¢é a direcao de sua reta suporte, i.e. a dire¢ao
da reta que fica determinada pelos pontos A e B. Logo, dois segmentos AB
e CD tém a mesma direcao, quando suas retas suportes sao paralelas ou
coincidentes (ou seja, elas tém a mesma diregao).

Figura 1.3: Segmentos de mesma dire¢ao r || s.

Exemplo 1.1.1. Consideramos os segmentos representados na Figura 1.4.
Observamos que AB e C'D tém as mesmas dire¢oes, mas comprimentos dife-
rentes. J4, o segmento EF tem o mesmo comprimento que AB (verifique!),
mas tem diregao diferente dos segmentos AB e C'D.

'Em aplicacdes, o comprimento é medido em unidades de comprimento, metro (m), no
sistema internacional de unidades (SI).
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 3

Figura 1.4: Segmentos de diferentes comprimentos e diregoes.

Segmento Nulo

Se A e B sao pontos coincidentes, entao chamamos AB de segmento nulo e
temos |AB| = 0. Observamos que a representagao geométrica de um segmento
nulo ¢ um ponto, tendo em vista que seus pontos extremos sao coincidentes.
Como existem infinitas retas de diferentes dire¢oes que passam por um tnico
ponto, temos que segmentos nulos nao tém direcao definida.

1.1.2 Segmento Orientado

Observamos que um dado segmento AB ¢é igual ao segmento BA. Agora, po-
demos associar a nogao de sentido a um segmento, escolhendo um dos pontos
como sua origem (ou ponto de partida) e o outro como sua extremidade
(ou ponto de chegada). Ao fazermos isso, definimos um segmento ori-
entado.

Mais precisamente, um segmento orientado ﬁ é o segmento definido pelos
pontos A e B, sendo A o ponto de partida (origem) e B o ponto de chegada
(extremidade). Consulte a Figura 1.5.

Comprimento e Direcao

As nogoes de comprimento e de direcao para segmentos estendem-se direta-
mente a segmentos orientados. Dizemos que dois segmentos orientados nao

nulos 1@ e @ tém a mesma diregao, quando as retas AB e C'D sao
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1.1. SEGMENTOS ORIENTADOS 4

Figura 1.5: Um segmento orientado Jﬁ

paralelas ou coincidentes. Em outras palavras, dois segmentos orientados
nao nulos tém a mesma direcao quando suas retas suporte sao paralelas ou
coincidentes.

O comprimento de um segmento orientado 1@ ¢ a norma do segmento
—
AB, ie. ‘E ‘ = |ABJ. O segmento orientado nulo AA tem comprimento

—
‘AA‘ = (0 e nao tem direcao definida.

Sentido

O sentido de um segmento orientado é o do ponto de partida (origem) para

o ponto de chegada (extremo). Por exemplo, o segmento orientado f@ tem
sentido do ponto A ao B.

Segmentos orientados /@ e C’-IS de mesma direcdo podem ter o mesmo sen-
tido ou sentidos opostos. No caso de suas retas suportes nao serem coinci-
dentes, os segmentos orientados E e C'D tém o mesmo sentido, quando os
segmentos AC' e BD nao se interceptam. No contrario, caso estes se inter-

ceptam, os segmentos orientados 1@ e @ tém sentidos opostos.

Exemplo 1.1.2. Na Figura 1.6, temos que os segmentos zﬁ e @ tém o
mesmo sentido. De fato, observamos que eles tém a mesma direcao e que os
segmentos AC' e BD tém intersecao vazia.

Na mesma Figura 1.6, temos que os segmentos orientados ﬁ e Cjﬁ tém

sentidos opostos, pois tém a mesma direcdo e os segmentos EG e FH se
interceptam.
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 5

Figura 1.6: Segmentos orientados 1@ e @ de mesmo sentido. Segmentos
orientados FF' e GH de sentidos opostos.

Observacgao 1.1.1. (Transitividade do sentido.) A propriedade de segmen-
tos orientados terem o mesmo sentido é transitiva. Ou seja, se zﬁ e C? tém
o mesmo sentido e @ e ﬁ tém o mesmo sentido, entao /@ e E—I)T' tém o

mesmo sentido.

Com base na Observacao 1.1.1, analisamos o sentido de dois segmentos orien-
tados e colineares escolhendo um deles e construindo um segmento orientado
de mesmo sentido e nao colinear. Entao, analisamos o sentido dos segmentos
orientados originais com respeito ao introduzido.

Equipoléncia

Um segmento orientado nao nulo A§ ¢ equipolente a um segmento orien-
tado C' 13, quando A§ tem o mesmo comprimento, a mesma diregao e o

mesmo sentido de CD (consulte a Figura 1.7). Segmentos nulos também
sao considerados equipolentes entre si.

Usamos a notagao f@ ~ @ para indicar que 1@ é equipolente a @ Caso
contréario, escrevemos 1@ b @

Figura 1.7: Dois segmentos orientados equipolentes.
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A relagao de equipoléncia é uma relagao de equivaléncia. De fato, temos:

» relacao reflexiva: 1@ ~ /@;
» relacao simétrica: AB ~ @ = @ ~ /@;
» relagao transitiva: B ~ @ e C@ ~ ﬁ = /@ ~ ﬁ

Com isso, dado um segmento orientado B, definimos a classe de equi-
poléncia de E como o conjunto de todos os seus segmentos equipolentes.

O segmento 1@ ¢ um representante desta classe, a qual é denotada por
[ﬁ} .
1.1.3 Exercicios Resolvidos

ER 1.1.1. Sejam dados trés pontos nao colineares A, B e D. Escreva a area
do paralelogramo determinado pelos segmentos AB e AD com respeito aos
comprimentos deles e ao angulo determinado por eles.

Solugao. Comecamos desenhando um paralelogramo determinado por seg-
mentos AB e AD. Consulte a Figura 1.8.

o/ o/

/A AB /B

Figura 1.8: Paralelogramo determinado por segmentos AB e AD.

Denotando por a o angulo determinado pelos segmentos AB e AD, temos
que a area deste paralelogramo pode ser escrita por

A= |AB|-|AD|sen . (1.1)
O
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 7

o
ER 1.1.2. Mostre que @ ~ C/TB se, e somente se, BA ~ 175

Solucgao. Para mostrar que

AB ~CD & BA ~ DC, (1.2)

vamos primeiro mostrar a implicacao, i.e. que

AB ~CD = BA~ DC. (1.3)

Logo, assumimos que xﬁ ~ (73, mostramos que

a)

]

De fato, temos

B4 = [4B| = oD = [pC]. (14

—
BAe ﬁ tém as mesmas diregoes.

—
A direcao de BA é a mesma de f@ , pois suas retas suportes sao coinci-
dentes. Pela equipoléncia, essa também é a direcao de C'D. Por fim, C

e DC' tém a mesma direcao, pois suas retas suportes sao coincidentes. O
resultado segue por transitividade.

—
BA e lﬁ tém os mesmos sentidos.

Como, por hipotese, zﬁ tem o mesmo sentido de C?, temos que os
segmentos AC' e BD nao se interceptam. Isto, por sua vez, mostra que
BAe lﬁ tém o mesmo sentido.

Dos items, a), b) e ¢), concluimos que

AB ~CD = BA~ DC. (1.5)

Para mostrar a reciproca, i.e. que

AB ~CD < BA~ DC. (1.6)
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basta substituir AB (Ezl) por BA (ﬁ) e CD (58) por DC (53) nos

itens a), b) e ¢) demonstrados acima. Em outras palavras, a demonstragao é
analoga. Verifique!

1.1.4 Exercicios

E.1.1.1. Complete as lacunas.

a) Seja r a reta determinada pelos pontos A e B. O segmento AB é o
conjunto de pertencentes a r e que estao A e B (inclusive).

b) O comprimento de um segmento AB ¢é definido como a entre A
e B e é denotada por

¢) Chamamos de de um dado segmento AB, a reta determinada
pelos pontos A e B.

d) AB é dito ser um segmento nulo, quando A e B sdo pontos .

E.1.1.2. Complete as lacunas.

a) Segmento orientado é um segmento com definido.

b) Em um segmento orientado f@, A é chamado de e

c) Se as retas AB e C'D sao paralelas ou coincidentes, entao zﬁ e @ tém
a mesma

d) O comprimento de um segmento orientado f@ é definido como o compri-
mento do segmento

e) f@ e @ téem quando os segmentos
AC e BD nao se interceptam (se interceptam).
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E.1.1.3. Complete as lacunas.

a) 1@ e @ sao se, e somente se, 1@ e @ tém a mesma

, 0 Mesmo e 0 mesmo
b) Pela reflexividade da relagdo de equipoléncia, @ ~
c¢) Pela simetria da relagao de equipoléncia, se ﬁ ~ E , entao

d) Pela transitividade da relagdo de equipoléncia, se @ ~ zﬁ e ,
entao @ ~ ﬁ .

E.1.1.4. Faga o esbogo de dois segmentos AB e CD com |AB| # |CD| e
cujas retas determinadas por eles sejam coincidentes.

E.1.1.5. Faca o esboco de dois segmentos orientados AB ¢ C'D e de mesmo
sentido.

E.1.1.6. Faca o esboco de dois segmentos orientados colineares, de compri-
mentos iguais e sentidos opostos.

E.1.1.7. Mostre que segmentos terem o mesmo comprimento ¢ uma:
a) relagao reflexiva.

b) relagao simétrica.

¢) relagao transitiva.

d) relacao de equivaléncia.

E.1.1.8. Mostre que 1@ ~ C/Tﬁ, entao /@ ~ Eﬁ

E.1.1.9. Mostre que se AC ~ CB, entao C é ponto médio do segmento
AB.

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR
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E.1.1.10. Mostre que se 1@ e (713 sao equipolentes, entao os pontos médios
de AD e BC sao coincidentes.

Respostas
E.1.1.1. a) pontos; entre; ¢) distdncia; |AB|; d) reta suporte; e) coincidentes;

E.1.1.2. a) sentido; b) ponto de origem; ponto de extremidade; ¢) diregao;
d) |AB|; e) o mesmo sentido (sentidos opostos); ndo se interceptam (se in-
terceptam)

E.1.1.3. a) equipolentes; dire¢ao; comprimento; sentido; b) @; c) E ~
EF ;d) AB ~ EF

E.1.1.4.

E.1.1.5.

E.1.1.6.
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E.1.1.7. a) Por ébvio, que AB tem o mesmo comprimento que si préprio. b)
Se AB tem o mesmo comprimento de CD, |AB| = |CD|, entao ¢ dizer que
CD tem o mesmo comprimento de AB. ¢) Se |AB| = |CD| e |CD| = |EF|,
entdo |AB| = |EF|. d) Por definigao, segue dos itens a), b) e ¢).

E.1.1.8. Dica: Se ﬁ e @ nao sao coincidentes, entao ABCD determina

um paralelogramo.

, conclui-se

E.1.1.9. AC ~ CB implica que C € AB. Como ‘1@’ = ‘C@
que C' é o ponto médio de AB.

E.1.1.10. Dica: as diagonais de um paralelogramo interceptam-se em seus
pontos médios.

1.2 Definicao de Vetor

Um vetor i ¢ definido como a classe de equipoléncia®? dos segmentos
orientados 1@ de dado comprimento, dada direcao e dado sentido, i.e.
U = [1@} . Qualquer E € {B} é uma representacao do vetor u

~

como um segmento orientado. Consulte a Figura 1.9.

Figura 1.9: Duas representagoes de dado vetor .

Observacao 1.2.1. (Notagao.) Para simplificar a notacdo, usualmente, es-

2Consulte a Secdo 1.1 para a definicdo de classe de equipoléncia.
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1.2. DEFINICAO DE VETOR 12

crevemos U = /@ no lugar de v = [@}

~

A norma de um vetor 4 é denotada por ||| e definida como o comprimento
de qualquer uma de suas representagoes. Mais precisamente, se o segmento

orientado 1@ é uma representacao de u, i.e. U = E, entao
|@| := |AB| := |AB. (1.7)

Consulte a Figura 1.10.

Figura 1.10: Norma de um vetor .

/
=L
ss}

O vetor nulo é aquele que tem como representante um segmento orientado
nulo. E denotado por 0 e geometricamente representado por um ponto.

Proposigio 1.2.1. (Vetor Nulo.) ||| = 0 se, e somente se, @ = 0.

Demonstragcao. Primeiramente, vamos mostrar a implicagdo. Por hipotese,
temos que ||| = 0. Seja, AB uma representagiao de @. Entao, por defini¢ao
da norma de vetor, ||| := ’A ’ = 0. Logo, AB é um segmento nulo, i.e. A

é coincidente a B e, portanto, © = 0.

Agora, mostramos a reciproca, i.e., se i = 0, entdo ||i|| = 0. Como @ = 0,

temos que u pode ser representado por qualquer segmento orientado AA.
— - =

Temos que ‘AA‘ = 0 e, portanto, ||| := ‘AA’ = 0. O

Usualmente, escolhemos um ponto O como origem do espago. A seguinte
proposicao, garante que todo o vetor admite uma tinica representacao a par-
tir dessa origem.

Proposigao 1.2.2. (Representagao de Vetor a partir da Origem) Seja dado
—

um ponto O no espago. Todo vetor @ admite uma tnica representagao OA.
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 13

Demonstracdo. Seja dado um ponto O e um vetor u. Comecamos por mos-
trar a existéncia, i.e. que existe A tal que @ = OA. Seja BC' uma repre-
sentacao de 1 e r sua reta suporte. Seja, entao, s a reta que passa pelo ponto
O e é paralela (ou coincidente) a r. Consulte a Figura 1.11.

Figura 1.11: Representacao de um vetor a partir da origem do espaco.

—
Escolhemos, entao, A € p tal que |OA| = ‘B? ‘ e tal que OA tenha o mesmo

—
sentido de B? . Logo, B? é equipolente a O A, que é a representacao desejada
de u.

Agora, vamos mostrar a unicidade, i.e. que se A e B sdo pontos tais

que © = OA ~ @, entdo A e B sao coincidentes. Por negagao, se A

e B nao forem coincidentes, entdao O, A e B sdo pontos colineares ou nao,

exclusivamente. Neste caso, OA e O@ nao tem a mesma direcao. Noutro
54| £ 0B on OA 0 OB tom sents

caso, |%’ # |OB| ou OA e OB tém sentidos opostos. Em qualquer um dos

casos OA o O@ . ]

Dois vetores nao nulos determinam um tnico angulo®.

Proposigdo 1.2.3. (Angulo entre Vetores.) Dois vetores ndo nulos determi-
nam uma unica classe de angulos congruentes.

Demonstragdo. Existéncia. Sejam dados os vetores ¢ e ¢ ndo nulos e suas
representacoes © = OA e v = OB. Logo, OA e OB determinam duas semi-
retas de angulo O (consulte a Figura 1.12).

Unicidade. Sejam dois angulos O ¢ O’ determinados pelos vetores @ e .
: 4 ~ — I AT A 35
Sejam, também, as representagoes © = OA = O'A" e v = O§ = O'B’. Logo,

3Mais precisamente, uma classe de angulos congruentes
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A

Figura 1.12: Dois vetores determinam um angulo.

as semi-retas OA e O’A’ tém as mesmas direcoes. Bem como, as semi-retas
OB e O'B’ tém as mesmas dire¢oes. Concluimos que os angulos O e O’ sao
congruentes. O

Dois vetores sao ditos paralelos quando admitem representacoes paralelas.
De forma analoga, definem-se vetores coplanares, vetores nao coplana-
res, vetores ortogonais, etc.

Exemplo 1.2.1. Na Figura 1.13, temos u vetor paralelo a v, enquanto que
X é ortogonal a /.

Figura 1.13: Vetores paralelos @ || ' e vetores ortogonais Z | .

Agora, na Figura 1.14, temos que os vetores @, b e ¢ sdo coplanares.

1.2.1 Exercicios Resolvidos

ER 1.2.1. Mostre que um plano fica unicamente determinado por um ponto
e dois vetores nao nulos de diferentes diregoes.

Solugao. Primeiramente, vamos mostrar a existéncia de um plano « tal que
O, 1,V € « (consulte a Figura 1.15). Sejam um ponto O e dois vetores i e
v' nao nulos e de diferentes dire¢oes. Escolhemos, entao, suas representagoes
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Figura 1.14: Vetores coplanares.

— _> — — — ~ A . . ~
Uu=0Aev = Og. Como « e ¥ nao nulos e tém diferentes direcoes, temos
que os pontos O, A e B sao nao colineares. Logo, estes pontos determinam
um plano «, tal que O, 4, v € a.

O

=1

Figura 1.15: Vetores e planos.

A unicidade segue imediatamente do fato de que trés pontos nao colineares
determinam unicamente um plano.

O

ER 1.2.2. Mostre que dois vetores nao nulos e de diferentes direcoes deter-
minam unicamente uma classe de paralelogramos congruentes?.

Solugao. Existéncia. Sejam 4 e ¢ dois vetores nao nulos e de diferentes

4Dois poligonos sao congruentes, quando seus lados e dngulos correspondentes tém a
mesma medida.
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diregoes. Sejam, entdo, suas representacoes U = @ e v = ﬁ (consulte a
Figura 1.16). Sejam, agora, as retas r e s tais que B € r, r || 7, D € s e
s || 4. Seja, C' o ponto de interse¢do de r e s. Por construcao, temos que
AB || DC e AD || BC, o que mostra que ABC'D é um paralelogramo.

Figura 1.16: Paralelogramo determinado por vetores nao nulos de diferentes
diregoes.

Unicidade. Falta mostrar que, dados « e ¢ vetores nao nulos e de diferentes
direcoes, entao sao congruentes quaisquer dois paralelogramos determinados
por u e v. Consulte o exercicio E.1.2.9.

1.2.2 Exercicios

E.1.2.1. Complete as lacunas.

a) Um vetor é definido por sua , direcao e

b) Se u tem representagao 1@, entao ||u]| =

c) Se ||v]| = 0, entao ¥ é um

d) Vetores paralelos sdo vetores de mesma/o

E.1.2.2. Diga se ¢ verdadeira ou falsa cada uma das seguintes afirmacgoes:

a) Todos os vetores podem ser representados a partir de um mesmo ponto
de origem.
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b) Dois vetores de mesma norma sao vetores paralelos.

¢) Dois vetores sdo sempre coplanares entre si.

E.1.2.3. Diga se é verdadeira ou falsa cada uma das seguintes afirmagoes:

a) Dois vetores nao nulos determinam uma tnica classe de dngulos congru-
entes.

b) Dois vetores nao nulos de diferentes diregoes determinam um tnico plano.
¢) Dois vetores nao nulos de diferentes diregoes determinam uma tnica classe

de paralelogramos congruentes.

E.1.2.4. Com base na figura abaixo, qual(is) dos vetores indicados sao
iguais ao vetor 1@

E.1.2.5. Sejam A, B e C pontos dois a dois distintos. Se b 6 um vetor nulo,
entao b ¢é igual a:

—

a) 0
b) AB
C)C@
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d) CA

e)@

E.1.2.6. Com base na figura abaixo, qual(is) dos vetores indicados sdo
paralelos entre si.

E.1.2.7. Com base na figura abaixo, qual(is) dos vetores indicados sdo
ortogonais (perpendiculares) entre si.

E.1.2.8. Mostre que uma reta fica unicamente determinada por um ponto
O e um vetor nao nulo .

E.1.2.9. No ER.1.2.2, mostrou-se que dados @ e U vetores nao nulos e de
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diferentes direcoes, entdo existe um paralelogramo associado de lados con-
)

gruentes a u e v. Mostre que sdo congruentes quaisquer dois paralelogramos

determinados por u e 7.

Respostas

E.1.2.1. a) norma; sentido. b) ‘ﬁ‘ ¢) vetor nulo. d) diregao.

E.1.2.2.a) V. b) F. ¢) V.
E.1.2.3.a) V.b) F. ¢) V.
E.1.2.4. @, ¢

E.1.2.5. a), ¢), )
E.1.2.6.d || & &|| 7 || w
E.1.2.7.¢ 1L m.

— N
E.1.2.8. Seja A tal que w = OA. Como u # 0, temos que O e A sdo nao
coincidentes. Temos entao, uma tunica reta r tal que O, A € r.

E.1.2.9. Sejam as representacoes u = 1@ = ﬁ e v = E = W
Do demonstrado no ER 1.2.2; temos os paralelogramos associados ABC D
e AB'C'D'. Por construcao, AB é congruente a A’B’, bem como, sao con-
gruentes AD e A'D’. Também, sdo congruentes os angulos A e A’. Logo,
conclui-se que os paralelogramos ABCD e A'B'C'D’ sao congruentes.
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1.3 Operacoes Elementares com Vetores

Vamos introduzir operagoes vetoriais de adicao e multiplicacao por escalar.

1.3.1 Adicao de Vetores

Sejam dados dois vetores @ e ¥. Sejam, ainda, suas representacoes @ = A§ e
U= B(z Entao, definimos o vetor soma u + ¢ como o vetor que admite a

representacao u + ¥ = 1@ . Consulte a Figura 1.17.

A

Figura 1.17: Vetor soma resultante da adi¢cdo entre dois vetores.

Propriedades

A operacao de adi¢ao tem as seguintes propriedades notaveis.

e Elemento neutro da adigao

i+ 0=1. (1.8)

De fato, seja a representacao do vetor u = 1@ . Observamos que pode-
mos representar 0 = BB. Por definicdo da adicdo de vetores, temos

i+ 0=AB+ BB (1.9)
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_AD -4 (1.10)
o Associatividade da adicao
(4 +7) + W = d+ (v + W). (1.11)

De fato, sejam as representacoes o = 1@, U= B? ew = @ Entao,

segue
(i +7) + @ = (4B + BC) + CD (1.12)
— AC +CD (1.13)
— AD, (1.14)
bem como,

ﬁ+@+ﬂU:Z§+(§8+Eﬁ) (1.15)
_ AB+BD (1.16)
— AD. (1.17)

o« Comutatividade da adigcao

T+0=7+14. (1.18)

Para vetores u e v de mesma dire¢do, a comutatividade de adi¢ao é
direta. Noutro caso, podemos usar a regra do paralelogramo, que intro-
duziremos logo mais. Consulte, também, o exercicio resolvido ER.1.3.2.

1.3.2 Vetor oposto

Definimos o vetor oposto a u, pelo vetor —u que tem o mesmo comprimento
e a mesma direcao de u, mas tem sentido oposto a @. Consulte a Figura 1.18.

Observagao 1.3.1. (Oposto do Vetor Nulo.) Por completude, definimos
~0=0.
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—
Figura 1.18: Vetor oposto —u = BA do vetor u = zﬁ

Propriedade

« Elemento oposto da adicao

i+ (—i) = 0. (1.19)

e

Dado um vetor e sua representacao u = 1@ . Por definicdo, —u = BA
e, entao,

—

7+ (—@) = AB + BA (1.20)

— A4 (1.21)

= 0. (1.22)

Consulte a Figura 1.18.

1.3.3 Subtracao de vetores
A subtracao do vetor @ pelo vetor v é denotada por @ — v e definida por
U—v:=1u+ (—0). (1.23)

Consultamos a Figura 1.19.

Regra do Paralelogramo

—
Sejam @ = OA e U = O? vetores nao nulos e de diferentes direcoes. Seja,
entdo o paralelogramo OABC' determinado por eles (consulte o exercicio

resolvido ER.1.2.2). Por observagao direta, temos que 4 +9v = OB e i — ¥ =
— .
CA. Consulte a Figura 1.20.
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Figura 1.20: Regra do paralelogramo. u + v = O? u—v=CA.

1.3.4 Multiplicacao de Vetor por Escalar

A multiplicagdo de um niimero real a > 0 (escalar) por um vetor @ é
denotado por au e é definido pelo vetor de mesma direcdo e mesmo sentido

de @ e com norma all@|]. Quando a = 0, definimos a# = 0. Consulte a
Figura 1.21.

Observagao 1.3.2. (a < 0.) No caso de a < 0, definimos

atl = —(—ai). (1.24)
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;1/ 24
s} u

2

Figura 1.21: Multiplicacao vetor-escalar.

Proposicao 1.3.1. Para quaisquer nimero real o e vetor U, temos

lai]] = |e Ja] . (1.25)

Demonstragio. De fato, se a > 0, temos |a| = a e o resultado segue imedia-
tamente. Agora, se a < 0, entdao’

lotl]] = || — ad] (1.26)
= —alld| (1.27)

= |afl[a]- (1.28)

O

Propriedades

o Elemento neutro da multiplicacao por escalar

17 = . (1.29)

De fato, como 1 > 0, temos que 1% e @ tém a mesma direcao e o mesmo
sentido. Também, tém a mesma norma, pois

[[Lal| = [1] f|a] (1.30)
= ||d| . (1.31)
Por defini¢do, |a| = a para a > 0, e |a| = —a para a < 0.
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« Compatibilidade da multiplicacao
a(Bi) = (aB)il (1.32)
De fato, dados «, § nimeros reais e @ vetor, é direto que a(fu) e (af)u
tém a mesma dire¢do e o mesmo sentido. Por fim, temos
la(BE)|| = laf ||5d] (1.33)
= laf [B] ||4] (1.34)
= a4 (1.35)
= [(aB)]. (1.36)
« Distributividade
(a+ P)u = ati + Pu 1.37)
a(d+7) =au+ at (1.38)

A primeira, segue diretamente da nocao de comprimento de segmentos
orientados. A segunda, segue da semelhanca de tridngulos. Consulte a

Figura 1.22.

Figura 1.22: Distributividade da multiplicagao vetor por escalar.
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1.3.5 Resumo das Propriedades

Para quaisquer vetores u, ¥ e 1 e quaisquer escalares « e 3, valem as seguintes
propriedades:

» Associatividade da adigao

U+ (T+w) = (u+0)+w (1.39)

Comutatividade da adicao

+7=0+1 (1.40)

Elemento neutro da adugao

U+ vec) = U (1.41)

Compatibilidade da multiplicagao por escalar

a(fu) = (af)u (1.42)

Elemento neutro da multiplicagao por escalar

i =@ (1.43)

« Distributividade
(a+ P)u = at + Pu 1.44)
a(u+7) = ald + av 1.45)
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@ o - @ @ @
!
G Ll
@ @
M R
O O
8 Z
@ @

Figura 1.23: Representagdo dos vetores para o exercicio resolvido ER.1.3.1.

Exercicios resolvidos

ER 1.3.1. Com base na Figura 1.23, forneca o vetor w como resultado de
operacoes basicas envolvendo os vetores u e .

Solugao. Vamos construir dois vetores auxiliares ﬁ e 17[) a partir de
operacoes envolvendo os vetores 4 e v. Notamos que ﬁg =HIl+ HB.

Comecamos buscando formar o vetor PT} . Para tanto, observamos que u =
NG e, portanto, v+ u = ﬁ Com isso, obtemos que

HI = —;@ (1.46)

— (T4 1) (1.47)

Agora, vamos formar o vetor Iﬁ . Isso pode ser feito da seguinte forma

HB = W0 (1.48)

i+ PO (1.49)
i+ Hl (1.50)
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I
=u— g(v+u) (1.51)
2 1
Por tudo isso, concluimos que
HC =HI+ HE (1.53)
1
= —g(ﬁ—i— W) (1.54)
2 1
—U—=v 1.55
+gu-3 (1.55)
1 2
=—u— =0 1.
30— 30 (1.56)
O

ER 1.3.2. Mostre que 4 + 7 = U + 4.

Solugao. Seja ABC'D o paralelogramo com 4 = zﬁ = ﬁ ev = E = B?

Logo, pela regra do paralelogramo temos

Exercicios

E.1.3.1. Complete as lacunas.
a) Se ﬁ:ﬁe@’:ﬁ, entdio U + U =___.
b) 204 @ =

c¢) Pela associatividade da adi¢ao de vetores, temos
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d) Pela , temos W + U = U + .

E.1.3.2. Complete as lacunas.

—
a) O vetor oposto de t =HA é —u=___
b) _ +iw=0.
¢) Pela defini¢io de vetor oposto, ||—v]| =

d) Seﬁzﬁeﬁz@,entéoﬁ—ﬁzi

E.1.3.3. Complete as lacunas.

a) O vetor 3w tem o sentido do vetor .

b) O vetor —7¥ tem o sentido do vetor v.

c) || =24 =

d) Pela por escalar, temos (at)) = (fa)U

para quaisquer escalares «, 3 e vetor v.

e) Pela distributividade, temos = [U+ pu para quaisquer escalar (3
e vetores 1, U.

f) Outra forma de , fornece (f+ o)W = S+ aw para quais-
quer escalares «, 8 e vetor .

E.1.3.4. Com base na figura abaixo, forneca uma representacao de cada
um dos seguintes vetores:

a) U+ .
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E.1.3.6. Com base na figura abaixo, escreva os seguintes vetores como
resultado de operagdes envolvendo u ou v.

a) QR
b) Ki
¢) TO
d) PE
o) FT

E.1.3.7. Seja dado um vetor @ # 0. Calcule a norma do vetor® ¢ = /|u].
E.1.3.8. Diga se é verdadeira ou falsa cada uma das seguintes afirmacoes.
Justifique sua resposta.

L. d+u=2u

2. = —-tdeid=0.

64i/|i| é chamado de vetor i normalizado, ou a normalizacdo do vetor .
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Respostas

E.1.3.1. a) FC. b) @. ¢) (W + ¥) + @. d) comutatividade da adicao.

E.1.3.2. ) AH. b) —d. ¢) |[7]. d) CB.

E.1.3.3. a) mesmo; -x-. b) -x-; oposto. ¢) 2||w||. d) compatibilidade da
multiplicagdo. e) 5(7 + «). f) distributividade.

—

E.1.3.4. 2) JC. b) WE. ¢) JE. d) NC. ¢) CN. f) KA

E.1.3.5. MJ.

E.1.3.6. a) 37; b) —2@; ¢) 50+ 3u; d) T+

E.1.3.7. 7] = 1.

E.1.3.8. a) verdadeira; b) verdadeira.
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Capitulo 2

Bases e Coordenadas

2.1 Combinacao Linear

Dados vetores iy, ua, ..., U, € nimeros reais ci, ca, ..., C,, COM n inteiro
positivo, chamamos de

U= Uy + cotly + - -+ + cp iy, (2.1)
uma combinacao linear de uy, us, ..., 4,. Neste caso, também dizemos
que 4 é gerado pelos vetores w1, s, ..., U, ou, equivalentemente, que estes

vetores geram o vetor u.

Exemplo 2.1.1. Sejam dados os vetores u, ¥, w e 2. Entao, temos:

l—»

a) U = 5U + V27 é uma combinacao linear dos vetores ¥ e 7.

b) Uy = @ — 22 é uma outra combinacao linear dos vetores u e 2.

¢) U3 = 20 — W + 72 é uma combinagao linear dos vetores u, W e 2.

Z é uma combinagao linear do vetor Z.

o,
N—
Sl

I
[NV

33
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2.1.1 Interpretacao Geométrica
Combinacao Linear e Vetores Paralelos

Se @ é combinagao linear nao nula de ¢ apenas, entao @ é paralelo a v. De
fato, se
U= av, (2.2)

com « # 0, entao, por definicao da multiplicacao por escalar, @ tem a mesma
dire¢do de ¥. Em outras palavras, temos a seguinte proposicao. Consulte a
Figura 2.1.

Figura 2.1: Combinacao linear de vetores paralelos.

—

Proposicao 2.1.1. (Combinacao Linear entre Vetores Paralelos.) Se i,
sao vetores nao nulos tais que

il 4 BT = 0, (2.3)

com escalares «, § nao simultaneamente nulos, entéo @ || v.

Demonstragcdo. Sem perda de generalidade, vamos assumir que a # 0. Logo,
temos que

— 5 —
U= ——1, 2.4
X (2.4)
o que mostra que i tém a mesma direcao de v. O

Observacao 2.1.1. (Vetores Paralelos Tém Combinacdo Nao Trivial.) A
reciproca da Proposigao 2.1.1 é vélida, i.e., se @ || ¥ e ndo nulos, entao
existem escalares «, 8 ndo simultaneamente nulos tais que

il + B = 0. (2.5)

Consulte o exercicio E.2.1.8.
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Combinacao Linear e Vetores Coplanares

Se w é combinacao linear nao nula de w e U, entdo w é coplanar a estes

vetores. De fato, temos
W= ad + P, (2.6)

com escalares «, 3. Se pelo menos um dos u, U, a ou § é nulo, entao, é
certo, que u, U e W sdao coplanares. Caso sejam todos nao nulos, ati = OA e
£v = OC determinam um plano v e um paralelogramo OABC € . Segue
que

@ = aii + B 2.7)
— O—1>4 + O? (2.8)
— 0L en. (2.9)

Concluimos que 4, ¥ e W sdo coplanares.

Figura 2.2: Combinacao linear de um vetor.
Proposicgao 2.1.2. (Combinacao Linear entre Vetores Coplanares.) Vetores

i, U e W nao nulos tém combinacao linear nao trivial se, e somente se, sao
coplanares.

Demonstracio. Consulte o E.2.1.9. O

2.1.2 Exercicios Resolvidos

ER 2.1.1. Com base na Figura 2.3, escreva o vetor @ como combinagao
linear dos vetores 7 e j.
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—
J
—

1

Figura 2.3: Vetor 4 como combinacgao linear de ie j

Solucgao. Para escrevermos o vetor # como combinacao linear dos vetores ¢
e J, devemos determinar niimeros c; e ¢y tais que

0= cri+ . (2.10)

Com base na Figura 2.3, podemos tomar ¢; = 3 e ¢; = 2, i.e. temos
@ =31 +27. (2.11)
O

ER 2.1.2. Sabendo que © = 2v, forneca trés maneiras de escrever o vetor
nulo 0 como combinacao linear dos vetores 4 e v.

Solugao. Dado que
U =20 (2.12)

podemos escrever () como combinagao linear de e ¥ das seguintes formas:

a) subtraindo .

U—i=20—1 (2.13
0=20—1 (2.14)
b) subtraindo 2.
@ — 20 =20 — 20 (2.15)
@—20=0 (2.16)
0= — 20 (2.17)
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¢) multiplicando por 1/2 e subtraindo —(1/2).

Li—Lop (2.18)
SU= 520 :
Si—u=v-5 (2.19)

— ]_
0=d— i (2.20)
2
O

2.1.3 Exercicios

E.2.1.1. Com base na figura abaixo, escreva cada um dos seguintes vetores
como combinagao linear de 7 e j.

lon o]
S~— SN—
ey I~

@]
~—
&1

E.2.1.2. Com base na figura abaixo, escreva os seguintes vetores como
combinacao linear de 7 e /.
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@) o o
SN— SN— SN—
g ==

Q.
N~—
8y

E.2.1.3. Sabendo que 4 = 3w + v, escreva W como combinacao linear de o
e .

E.2.1.4. Sejam u e ¥ vetores de mesma direcao e w um vetor nao paralelo
a i, todos nao nulos. Pode-se escrever w como combinagao linear de u e v?
Justifique sua resposta.

E.2.1.5. Sejam @ e ¥ ambos nao nulos e de mesma dire¢ao. Pode-se afirmar
que u gera 7 Justifique sua resposta.

E.2.1.6. Sejam « e v vetores nao paralelos entre si e w um vetor nao
coplanar a @ e ¥, todos nao nulos. E possivel gerar « com o e v7

E.2.1.7. Sejam « e ¥ ndo nulos, coplanares e com diregoes distintas. Se w
é um vetor também coplanar a u e ¥, entdo u e v geram w? Justifique sua
resposta.
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E.2.1.8. Mostre que se i, U sdo vetores nao nulos e paralelos entre si, entao
existem escalares «, f nao simultaneamente nulos tais que

ai + B = 0. (2.21)

E.2.1.9. Faca a demonstracao da Proposicao 2.1.2.
Respostas
E.2.1.1.2)@=2+3]. b) =-2+2j. ¢)W=—-2—j. d) F=3i—J.

E.2.1.2.a) @ =-2T+27. b) 0 =2T+§. )W =27—1y. d) 7= 37— 1y

E.2.1.3. @ =

E.2.1.4. Nao.
E.2.1.5. Sim.
E.2.1.6. Nao.
E.2.1.7. Sim.

E.2.1.8. Sem perda de generalidade, existe v # 0 tal que @ = . Logo,
escolhendo o = 1 e f = —, temos que au + v = 0.

E.2.1.9. Implicacao. Sem perda de generalidade, assumimos que v # 0, logo

g=-23-5% (2.22)

v v

0 que mostra que w é coplanar aos vetores 4 e .
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Reciproca. Se dois dos vetores forem paralelos entre si, o resultado segue da

Proposicao 2.1.1. Caso contrario, sejam @ = OA e r a reta paralela a v que
passa por A. Seja, entao, P a intersecao entre r e a reta suporte de w que

passa por O. Logo, existem v, 3 tal que vio = OP e v = AP. Segue que
U+ fU = yw.
2.2 Dependéncia Linear

Dois ou mais vetores dados sao linearmente dependentes (1.d.) quando um
deles for combinagao linear dos demais. Mais precisamente, {1, Us, ..., U, }
¢ um conjunto de vetores l.d. quando

0161 + Cgﬁg + -+ Cnﬁn = 6, (223)

para escalares ci, cs, ..., ¢, nao todos nulos. Caso contrario, dizemos tra-
tar-se de um conjunto de vetores linearmente independentes (1.i.).

Exemplo 2.2.1. Estudamos cada caso:
a) Sejam u; e Uy = —2u;. Temos que U e Uy sdo linearmente dependentes,

pois
2ty + 1uy = 0. (2.24)

b) Sejam u, ¥ e W = @ — ¢. Temos que {u, ¥, W} é um conjunto l.d., pois

Il
=1

. (2.25)

U—vU—w

Observacgao 2.2.1. (Vetor Nulo.) Todo conjunto de vetores que contenha o
vetor nulo é um conjunto l.d.. De fato, para quaisquer 1, s, ..., i,, tem-se
que

0+ 0ify + Oidy + - - - + Oid, = 0. (2.26)

2.2.1 Dois Vetores no Espaco

Dois vetores de mesma dire¢ao sdo linearmente dependentes (1.d.).

Proposicao 2.2.1. Dois vetores ndo nulos @ e v sdo Il.d. se, e somente se,
qualquer uma das sequinte condicoes é satisfeita:
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a) um deles é combinagao linear do outro, i.e.

(2.27)

S
<y

=

Ou (2.28)

Sl

=

<y

b) eles tém a mesma dire¢io;

c) eles sao paralelos.

Demonstragao. De fato, a afirmacdo a) é a defini¢do de dependéncia linear.
A afirmagao b) é consequéncia imediata da a), bem como a c) é equivalente
a b). Por fim, se @ e ¥ sdo vetores paralelos, entdo um é miltiplo por escalar
do outro. Ou seja, ¢) implica a). O

Esta proposicao também mostra que dois vetores nao nulos sao linearmente
independentes (L.i.) se, e somente se, eles tém diregdes diferentes.

Exemplo 2.2.2. Considere dois vetores nao nulos @ e v de mesma direcao.
Entao, no caso de terem sentidos opostos, segue que

1 1

— i+ =0. (2.29)
i@t e
noutro caso, temos que
Lt =3 (2.30)
—U+ —U = 0. .
[l [I7]]

Consulte a Figura 2.2.

2.2.2 Trés Vetores no Espaco

Trés vetores quaisquer u, v e w sao l.d., quando um deles pode ser escrito
como combinacao linear dos outros dois. Sem perda de generalidade, isto
significa que existem constantes « e [ tais que

il = af + . (2.31)
ou, equivalentemente,

i+ (—a)7 4 (=B)w = 0. (2.32)
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=i

Figura 2.4: Dois vetores linearmente dependentes.

Afirmamos que se @, U e w sdo l.d., entdo @, ¥ e w sdo coplanares. Do fato
de que dois vetores quaisquer sdo sempre coplanares, temos que i, U e W Sao
coplanares caso qualquer um deles seja o vetor nulo. Suponhamos, agora,
que u, ¥ e W sdao nao nulos e seja ™ o plano determinado pelos vetores v e
wW. Se a = 0, entdo © = P e terlamos uma representacao de « no plano .
Analogamente, se § = 0, entdo @ = atv e terlamos uma representagao de o
no plano 7. Por fim, observamos que se «, 8 # 0, entao ot tem a mesma
diregdo de U e fw tem a mesma direcao de w. Isto é, av e fw admitem
representacoes no plano m. Sejam AB e B7>' representagoes dos vetores ot/
e i, respectivamente. Os pontos A, B e C pertencem a m, assim como o
segmento AC. Como AC = u = av + pw, concluimos que u, U e W sao
coplanares.

Reciprocamente, se #, ¥ e w sao coplanares, entao u, v e w sao l.d.. Consulte
a Figura 2.5.

—

De fato, se um deles for nulo, por exemplo, @ = 0, entdao @ pode ser escrito
como a seguinte combinacao linear dos vetores v e W

i = 07 + 0if. (2.33)

Neste caso, i, U e w sao l.d.. Também, se dois dos vetores forem paralelos,
por exemplo, 4 || ¥, entdo temos a combinagao linear

il = o + 0. (2.34)

E, entao, 4, v e w sao 1.d.. Agora, suponhamos que , ¥ e w sdo nao nulos
e dois a dois concorrentes (i.e. todos com diregoes distintas). Sejam, entao
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Figura 2.5: Trés vetores coplanares sao l.d..

f)—1>4 =, ﬁ =de ﬁ = o representagoes sobre um plano w. Sejam r e
s as retas determinadas por PA e PC| respectivamente. Seja, entdo, D o
ponto de intersecao da reta s com a reta paralela a r que passa pelo ponto
B. Seja, também, E o ponto de intersecao da reta r com a reta paralela a s
que passa pelo ponto B. Sejam, entdo, « e (3 tais que au = PE e fuw = P
Como v = PB = PE+ PD = «au + p, temos que ¢ é combinacao linear de
uew,ie. u,vewsao ld..

2.2.3 Quatro ou Mais Vetores no Espaco

Quatro ou mais vetores sao sempre l.d.!. De fato, sejam dados quatro
vetores a, 5, ¢ e d. Se dois ou trés destes forem l.d.entre si, entdo, por
definicao, os quatro sao l.d.. Assim sendo, suponhamos que trés dos vetores
sejam Li. e provaremos que, entdo, o outro vetor é combinacao linear desses
trés.

Sem perda de generalidade, suponhamos que @, b e ¢ sdo Li.. Logo, eles nao
sao coplanares. Seja, ainda, m o plano determinado pelos vetores @, b e as
representacoes @ = PA, b= PB, ¢ = ﬁ ed= ﬁ

INo espaco euclidiano tridimensional.
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Figura 2.6: Quatro vetores sao l.d..

Tomamos a reta r paralela a 1@ que passa pelo ponto D. Entao, seja
E o ponto de intersecdo de r com o plano w. Consultamos a Figura 2.6.

) >
Observamos que o vetor PE é coplanar aos vetores PA e PB e, portanto,
exitem numeros reais « e 3 tal que

—
PE = aPA + 8PB. (2.35)
Além disso, como b‘?ﬁ tem a mesma dire¢ao e sentido de }% = ¢, temos que
ED = ~PC (2.36)

para algum ntimero real v. Por fim, observamos que

FB = P2+ BD

:aﬁ4+5ﬁ+7m

— ad + b+ ¢

2.2.4 Exercicios Resolvidos
ER 2.2.1. Set# e ¥sao li. e

i = 2i — 37, (2.37)
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b=+ 27, (2.38)
entdo @ e b sdo 1.d.?

Solucao. Os vetores d e b sao li. se, e somente se,

ai+pb=0=a=p8=0. (2.39)

Observemos que
0= ad + (b (2.40)
= a(2u — 30) + B(u + 20) (2.41)
= 2a+ p)u+ (—3a +25)v (2.42)

implica

20+ =0 (2.43)
—3a+26=0 (2.44)

Resolvendo este sistema, vemos que o = 3 = 0. Logo, concluimos que @ e b
sao Li..

O

ER 2.2.2. Sejam 4, U e W trés vetores. Verifique a seguinte afirmacao de
que se u e U sao 1.d., entao u, ¥ e w sao l.d.. Justifique sua resposta.

Solugao. A afirmacao é verdadeira. De fato, se u e ¢ sdo 1.d., entdo existe
um escalar « tal que
U= Qu. (2.45)

Segue que
U= ot + 0w. (2.46)

Isto é, 4 é combinagao linear de v e w. Entao, por definicdo, 4, v e w sao

l.d..

¢

ER 2.2.3. Sejam © = 1@ ev= 1@ Mostre que A, B e C' sao colineares
se, e somente se, U e U sao 1.d..
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Solucao. Primeiramente, vamos verificar a implicacdo. Se A, B e C sao
colineares, entdo os segmentos AB e AC tém a mesma dire¢do. Logo, sao

l.d. os vetores i = ABev=A

Agora, verificamos a reciproca. Se U = Ag e v = A(2 sao l.d., entdo os
segmentos AB e AC tém a mesma direcdo. Como eles sdo concorrentes,
segue que A, B e C sao colineares.

2.2.5 Exercicios

. N
E.2.2.1. Sendo Ag + 238 = 0, mostre que PA, Pg e P(% sao l.d. para
qualquer ponto P.

E.2.2.2. Sejam dados trés vetores quaisquer a, be & Mostre que os vetores
Uu=2d—b, v=—d—2Cew =0b+4csao 1.d..

E.2.2.3. Sejam 4 = ﬁ, U= 1@ e w = ﬁ Mostre que A, B, C e D sao

coplanares se, e somente se, u, U e w sao l.d..

E.2.2.4. Seidevsaoli. e

<

a=2u—

b=20—4

: (2.47)

&
Do
e~
0]

~—

entao a@ e b sao 1.i.7 Justifique sua resposta.

E.2.2.5. Verifique se é verdadeira ou falsa cada uma das seguintes afirma-
¢oes. Justifique sua resposta.

a) o, U, wld = @, v 1d..
b) i, 0, & sao Ld..

c) U, v1li. = u, e li..

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 2. BASES E COORDENADAS 47

d) u, v, W 1.d. = —u, 20, -3 1.d..
Respostas

E.2.2.1. Dica: os vetores 1@ e B? sao 1.d..

E.2.2.2. Dica: Escreva um dos vetores como combinacao linear dos outros.
E.2.2.3. Trés vetores sao 1.d. se, e somente se, eles sao coplanares.
E.2.2.4. Nao.

E.2.2.5. a) falsa; b) verdadeira; ¢) falsa; d) verdadeira.

2.3 Bases e Coordenadas

Seja V' o conjunto de todos os vetores no espago tridimensional. Conforme

discutido na Secao 2.2, se da, be € sio Li., entdo qualquer vetor « € V pode
ser escrito como uma combinagao linear destes vetores, i.e. existem escalares
a, B e tal que

@ = ad+ b+ ¢ (2.49)

Isso motiva a seguinte definicao: uma base de V' é uma sequéncia de trés
vetores 1.i. de V.

A seguinte proposic¢ao vai nos fornecer a nogao de coordenadas no espaco.

Proposicao 2.3.1. Seja B = (6, 5, 5) uma dada base de V. FEntdo, dado
qualquer @ € V', existe uma unica tripla de escalares (o, 3,7) tais que

@ = i + Bb+ ¢ (2.50)

Demonstracio. A existéncia dos escalares o, e v segue imediatamente do
fato de que @, b e ¢ sdo 1.i. e, portanto, @ pode ser escrito como uma combi-
nacao linear destes vetores (Consulte a Subsecao 2.2.3).
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Agora, para verificar a unicidade de («, 3,), suponhamos que existam
B e~ tais que
u=dd+ p'b+A7¢ (2.51)
Subtraindo (2.51) de (2.50), obtemos
0=(a—a)i+(B—B)b+(y—7)e (2.52)
Como a, be ¢ sio Li., segue que?

a—ao =0, -=0~v—7 =0, (2.53)

ie.a=d,=0evy=7. ]

U = (u1,ug, uz) g

gl

Uli_f

Figura 2.7: Representagdo de um vetor & = (u, uz, u3)p em uma dada base
B = (ad,b,?).

Desta tltima proposicao, fixada uma base B = ((Z, b, 5), cada vetor u é repre-
sentado de forma tnica como combinagao linear dos vetores da base, digamos

2Pela definicao de vetores linearmente independentes, consulte Secdo 2.2.
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onde a sequéncia de escalares (ug,us,us) é chamada de coordenadas do
vetor ¢ na base B e escrevemos

U= (Ul,UQ,Ug)B, (255)

para expressar o vetor u nas suas coordenadas na base B. Consulte a Figura
2.7.

Exemplo 2.3.1. Fixada uma base B = (d, b, c), o vetor 4 de coordenadas
i =(—2,v2,-3)p (2.56)
é o vetor .
il = —2d +\/2b — 3¢. (2.57)
2.3.1 Operacgoes de Vetores com Coordenadas

Na Secao 1.2, definimos as operagoes de adi¢ao, subtragao e multiplicacao por
escalar do ponto de vista geométrico. Aqui, estudamos como estas operagoes
sao definidas a partir das coordenadas de vetores.

A partir daqui, assumimos dada uma base de vetores B = (a, l;, 0).

Adicao

Dados vetores @ = (uy, us, u3)p € U = (vq,v2,03)p, i.e.
T = @ + ugb + usC, (2.58)
T = 013 + vab + V3¢, (2.59)

a adigao de 4 com ¥ é a soma

U+17:u15+u2b+u35

u

+ vlc_i + ’Ugg—f— Ugg (260)
= (uy +v1)d + (ug + vg)g—ir (us + v3)cC. (2.61)

Ou seja,
U+ U= (uy + vy, us + vo, uz + v3) g. (2.62)
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Exemplo 2.3.2. A adicao do vetor
u=(2,—-1,-3)p (2.63)
com o vetor
v=(-1,4,-5)p (2.64)
resulta no vetor
T4+7=02+(-1),-14+4,-34(-5))p (2.65)
=(1,3,-8)5. (2.66)
Vetor Oposto
O vetor oposto ao vetor u é
= (—w)@ + (—ua)b + (—uz)é, (2.68)
ou seja,
—u = (—Ul, U2, —Ug)B (269)
Exemplo 2.3.3. Dado o vetor ¢ = (2, -1, —3) g, temos
—U=(-2,1,3)5. (2.70)
Subtracao de Vetores
Lembrando que subtracao de 4 com v é definida por
U—v:=1u+ (=0), (2.71)
temos que
U — U= (u1,u2,u3)p
— (Ul,Ug,Ug)B (272)

= (U1>U2;U3)B
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+ (—vi, —v2, —v3)B (2.73)
= (u1 + (—v1),ug + (—v2),us + (—v3)) (2.74)
= (w1 — v1, u2 — V2, uz — V3). (2.75)

Em resumo, a subtragao de @ com ¥ é o vetor

U—U= (Ul — V1,Uy — Vg, U3 — 1}3). (276)

u—1U= (u1 —’Ul,UQ—Ug,Ug—’Ug)B. (277)

Exemplo 2.3.4. Sejam os vetores

iu=(2,—1,-3)p (2.78)
e
U= (-1,4,-5)p, (2.79)
temos que
6—17:(2—(—1),—1—4,—3—(—5))B 2.80)
= (3,-5,2)5. 2.81)

Multiplicagao por Escalar

Dado um escalar a e um vetor u, temos a multiplicacao por escalar

at = a(uyd@ + usb + usé) (2.82)
= (auy)d + (auz)b + (qus)é, (2.83)

ou seja,
at = (aquy, cug, cug). (2.84)
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Exemplo 2.3.5. Dado o vetor v = (2, —1, —3) 5, temos

1

T= 22 -1-3); (2.85)
1

525 (-1, -3 (-3)) (2:36)

1
2 21) . 2.87
"3 )B ( )

2.3.2 Dependéncia linear

Vamos estudar como podemos estudar a dependéncia linear de vetores a
partir de suas coordenadas. Assumimos fixada uma base B = (FL, b, E’).

Dois vetores

Na Proposicao 2.2.1, provamos que dois vetores u, ¥ sao linearmente depen-
dentes (1.d.) se, e somente se, um for multiplo do outro, i.e. existe um nimero
real o tal que

U= av, (2.88)

sem perda de generalidade®. Em coordenadas, temos

(u17u27u3)3 = Oé(Ul,Ug,Ug)B (289)
= (auy, Quy, av3) B, 2.90)
donde
u = avy, (2.91)
s = vy, (29
Uz = Qus. (2.93)

Concluimos que dois vetores sao 1.d. se, e somente se, as coordenadas de um
deles forem, respectivamente, multiplas (de mesmo fator) das coordenadas
do outro.

Exemplo 2.3.6. Estudamos os seguintes casos:

3Formalmente, pode ocorrer ¥ = 1.
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a) Dois vetores 1.d..
Sejam
u=(2,-1,-3)p (2.94)
© 1 3
vr=(1,—=,—=] . 2.95
! ( T2 2)3 ( )
Ao buscarmos por um escalar « tal que
U= at, (2.96)
temos
1
(2,-1,-3) = a (1, . (2.97)
ﬁ —:_/
«
= - =, —— 2.98
(a-3 (298)
donde segue que
_1:_%:,a:2 (2.100)
3
_3_ _70‘ EN—Y (2.101)
Concluimos que @ = 27, logo 4 e ¥ sao L.d..
b) Dois vetores 1.i..
Sejam, agora, os vetores
u=(2,-1,-3) (2.102)
© 1 3
0r=(2,—=,—= ). 2.103
! ( Ty 2) (2:103)
Buscando por « tal que
U= av, (2.104)
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chegamos no sistema de equagoes

2 =2«

1=_2 (2.105)
2
3a

—_3=_"
2

que nao tem solugao. De fato, na primeira equagdo o = 1, mas na segunda
a = 2, logo nao existe a tal que ¥ = av. Concluimos que @ e ¥ sdo Li..

Trés Vetores

Na Subsecao 2.2.2, estudamos que trés vetores @, v e w sdo linearmente
independentes (1.i.), quando

(2.106)

Assumimos fixada uma base B = (@, g, ¢) no espago. Entao, temos que
ot + BT+ =0 (2.107)
é equivalente a

a(uy, ug, uz)p

+ B(v1,v2,v3)B

+ (w1, wa, w3) B

= (0,0,0)p. (2.108)

ou, ainda,

(auy + By + ywy,
aug + Bug + yws,
aug + Buz +yws) g
=(0,0,0)5. (2.109)
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Esta, por sua vez, nos leva ao seguinte sistema linear

U+ Ulﬁ +wyry = 0
Ugar + Vo3 + wyy = 0 (2.110)
usa + v3f8 + wsyy =0

Agora, lembremos que um tal sistema tem solucdo tnica* se, e somente se, o

determinante de sua matriz dos coeficientes é nao nulo, i.e.
Uy U1 Wy
Ug Vg W2 # 0. (2111)

us V3 Ws

Neste caso, concluimos que {u, ¥,w} é um conjunto de vetores Li. e, noutro
caso, ¢ 1.d..

Exemplo 2.3.7. Os vetores
i=(2,1,-3)p,0 = (1,-1,2)p, @ = (=2,1,1)5, (2.112)

formam um conjunto l.d., pois

u;y vV wy 2 1 —2
Ug Vg Wo| = 1 —1 1 (2113)
Us Vs Ws -3 2 1
—2-4-34+6-4—1 (2.114)
= —8£0. (2.115)

2.3.3 Bases Ortonormais

Uma base B = (i, ], k) é dita ser ortonormal®, quando
e 1, j e k sao dois a dois ortogonais, e

o il = sl = [kl = 1.

4Neste caso, a solucio trivial o = = v
U

=0
5Quando % ortogonal a ¥, denotamos @ L 7.
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Figura 2.8: Representacao grafica de uma base ortonormal de vetores.

Lema 2.3.1. (Pitdgoras®.) Se @ L ¥, entdo

1@+ o)) = |lal|* + |12 (2.116)
Demonstragdo. Consulte o Exercicio 2.3.7. O

Proposicio 2.3.1. Seja B = (i, j, k) uma base ortonormal e @ = (uy, us, u3) 5.
Entao,
@l = v/ u? + u3 + uj. (2.117)

Demonstragio. Temos ||i]|? = Hulz + u2j + u3kH2 Seja 7 um plano determi-
nado por dadas representacoes de i e j Como 1, j e k sao ortogonais, temos
que ké ortogonal ao plano 7. Alem dlSSO o vetor uii + uzj também admite
uma representacao em m, logo wi + u2j ¢ ortogonal a k. Do Lema 2.3. 1,

temos .
@)% = lui + uaj||* + [lusk])*. (2.118)

SPitagoras de Samos, ¢.570, c. 495 a.C., matemético grego jonico. Fonte: Wikipé-
dia:Pitagoras.

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://pt.wikipedia.org/wiki/Pit%C3%A1goras
https://pt.wikipedia.org/wiki/Pit%C3%A1goras
https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 2. BASES E COORDENADAS 57

Analogamente, como uq7 L us7, temos

1712 = [Jwad]]® + fJuzj || + usk]? (2.119)
= Jua P2 + Jua P51+ |us| 1+ (2.120)
= uf + uj + uj. (2.121)

Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados da tltima equacao, obtemos o
resultado desejado. ]

A partir daqui, salvo dito o contrario, vamos assumir dada uma base orto-
normal B = (i, 7, k) e, por simplicidade, escrevemos

U= ('Lbl, U2, Ug) (2122)
= uyi + usj + usk. (2.123)

Exemplo 2.3.8. A norma de i = (—1, 2, —\/5), é

7 = /(12 + 22+ (~v3)’ (2.124)
= V7 (2.125)

2.3.4 Exercicios Resolvidos

ER 2.3.1. Considere a base B = (i, ], k) ortonormal conforme dada na
Figura 2.8. Faca uma representagao do vetor
. 1
U= (2, =, 1) : (2.126)
2 /B

Solugao. Primeiramente, observamos que

B 1
= <2,, 1) (2.127)
2 /B
Dol -
=20+ Jj+F (2.128)

Assim sendo, podemos construir uma representacao de @ como dada na figura
abaixo. Primeiramente, representamos os vetores 2i e % j (cinza). Entao,
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representamos o vetor 2 + %; (cinza). Por fim, temos a representacao de i
(vermelho).

O

ER 2.3.2. Fixada uma base qualquer B e dados @ = (1,—1,2)p e ¥ =
(—2,1,—1)p, encontre o vetor ¥ que satisfaca

U+28=0— (X4 ). (2.129)

Solugao. Primeiramente, podemos manipular a equacao de forma a isolar-
mos T como segue

U+28=0— (¥ + 1) (2.130)

20F = —ii+ 0 — T — il (2.131)

3% = i — 24 (2.132)
1 2

U= U0— U 2.133

T 31} 3u ( )

Agora, sabendo que 4 = (1,—1,2)p e ¥ = (=2,1,—1)p, temos

L1 2
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H_( 2 1 1) <2 2 4) (2.135)
TT\T3373), 377373/, ‘

ﬁ_< 2 21 2 1 4) (2.156)
T=\"37 33737373 ‘

45

o (=21 -2 . 2.137

. ( 300 3>B (2.137)

O

ER 2.3.3. Fixada uma base B qualquer, verifique se os vetores @ = (1, —1,2)p,
U= (-2,1,—-1)p e W = (—4,3,—5) também formam um base para o espago
de vetores.

Solucao. Uma base para o espaco tridimensional V' é uma sequéncia de trés
vetores l.i.. Logo, para resolver a questdo, basta verificar se (u, v, ) é Li..
Com base na Subsecao 2.3.2, basta calcularmos o determinante da matriz
cujas colunas sao formadas pelas coordenadas dos vetores da sequéncia, i.e.

Uy vV Wy
Uy Uy W (2.138)
Uz V3 Ws
1 -2 —4
-1 1 3 (2.139)
2 -1 -5
=-5-4—12— (-8 —3—10) (2.140)
= 21421 =0. (2.141)

—

Como este determinando é nulo, concluimos que (@, ¥, @) é 1.d. e, portanto,
nao forma uma base para V.

2.3.5 Exercicios

E.2.3.1. Considere a base B = (;, f, l;) conforme dada na Figura 2.8. Faca
1

um esboco do vetor u = (1, -1, 5)3.
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-

E.2.3.2. Fixada uma base B = (1,7,
escreva U como combinagao linear de i, j

ﬁ) e sabendo que ¥ = (2,0,—3)p,
e k.

E.2.3.3. Fixada uma base B qualquer e @ = (0,—1,1), b= (2,0,-1)z e
c , 1>B, calcule:

E.2.3.4. Faxada uma base B qualquer, verifique se os seguintes conjuntos
de vetores sao 1.i. ou l.d..

a) ;: (]"070).87 j: (07 170)3

b) @=(1,2,0)5, b= (-2,—4,1)5
¢) @=(1,2,0)p, ¢=(-2,-4,0)p
d) i=(1,0,0)p, k= (0,0,1)5

e) ;: (07170)37 g: (0a071)B
f) @=(1,2,-1)p, d=(1,1,-1)5

E.2.3.5. Faxada uma base B qualquer, verifique se os seguintes conjuntos
de vetores sao Li. ou l.d..

a) 1= (1,0,0)p, j = (0,1,0)5, k= (0,0,1)p
b) @=(0,—1,1)p, b=(2,0,-1), 8= (}, -1 1)

¢) @=(0,-1,1)p, 7= (2,0,-1), & = (2, -1,0)p
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E.2.3.6. Seja B = (a, I;, ¢) uma base ortogonal, i.e. @, be ¢sdo Li. e dois a
dois ortogonais. Mostre que C' = (d/|al, b/|b|, c/|c]) é uma base ortonormal.

E.2.3.7. Demostre o Lema 2.3.1.

Respostas

E.2.3.2. 7= 2i +0j — 3k

S
Il
—~
|
}\D
\_O
—
S~—
%
o
SN—
o
|
S
Il
—~
|
|wo
|
=
[\
S~—
%

E.2.3.3. a) 6¢ =

d) 26— (@ - b)

(3,=2,6)5; b) —
(3,%,0)

)39
E.2.3.4. a) Li,; b) Li,; ¢) 1.d.; d) Li.; e) Li; ) Ld.

E.2.3.5. a) Li,; b) Li; ¢) 1.d.

E.2.3.6. Segue imediatamente do fato de que |i/|u|| = 1 para qualquer vetor

740,

E.2.3.7.

Sejam as representacoes U = E, U= B? e, portanto, 4 + U = z@ Como
u L v, temo%ue o tridngulo ABC é retangulo e, pelo Teorema de Pitagoras,

segue que |[AC|” = | AB|? + | BCIP. Logo, [ld+ 7> = [[7]> + 7]
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2.4 Mudanca de base

Em revisao
Sejam B = (i, 7,w) e C = (7,5,t) bases do espaco V. Conhecendo as

coordenadas de um vetor na base C', queremos determinar suas coordenadas
na base B. Mais especificamente, seja

Z: (Zl, 29, Zg)c (2142)
= 217+ 25 + 2. (2.143)

Agora, tendo ¥ = (r1,7,73)p, § = (s1,52,83)p e T = (t1,t2,t3)p, entdo

(21,22, 23)c = 21(r1,72,73) B (2.144)
+ 22(51, 52, 83) B (2.145)
+ z3(t1,t2,t3) (2.146)
= (7”121 + S122 +t123)ﬁ (2147)
2
+ (ro21 + 8220 + to23) U (2.148)
)
+ (r3z1 + S320 + t323) W (2.149)
23
0 que é equivalente a
2 re st ti| |21
Zé = |T2 82 tg 221, (2150)
2 r3 Sz t3]| |23
N—

Mcp
onde Z' = (21, 2, %) B.

A matriz Mcp é chamada de matriz de mudanca de base de C' para B. Como
os vetores 7, § e t sdo Li., temos que a matriz de mudanga de base Mpc tem
determinante nao nulo e, portanto é invertivel. Portanto, multiplicando por
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Mgt pela esquerda em (2.150), temos

21 r S 1 ! 2]
29| = |19 S9 t9 2h (2.151)
23 r3 S3 i3 24
Mpc
ou seja
Mpo = (Mep) ™ (2.152)

Exemplo 2.4.1. Sejam dadas as bases B = (a, 5,5) e C = (4,v,w), com
u = (1,2,0)p, ¥ = (2,0,—1)p e W = (—1,-3,1)5. Seja, ainda, o vetor
7= (1,-2,1)p. Vamos encontrar as coordenadas de z na base C.

Héa duas formas de proceder.

Método 1.

A primeira consiste em resolver, de forma direta, a seguinte equacao
(17_271)3 - (x7y7z)0' (2153)

Esta é equivalente a

@—2b+C=xi+ yi + 2 (2.154)
=2(1,2,0)p (2.155)
+9y(2,0,-1)p (2.156)
+2(-1,-3,1)p (2.157)
= z(d + 2b) (2.158)
+ y(2d — ©) (2.159)
+ 2(—@ —3b+ @) (2.160)
= (x+2y—z)d (2.161)
+ (22 — 32)b (2.162)
+ (—y + 2)¢ (2.163)

Isto nos leva ao seguinte sistema linear
r+2y—z=1
20 — 3z = -2 (2.164)
—y+z=1
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Resolvendo este sistema, obtemos x = 7/5, y = 3/5 e z = 8/5, i.e.

738
- (L2%) 2.1
: (5’5’5)0 (2.165)

Método 2.

Outra maneira de se obter as coordenadas de 2 na base C' é usando a matriz
de mudanca de base. A matriz de mudanca da base C para a base B é

Uy v wy
Mcp = |us vy wo (2.166)
Uz vz wWs
1 2 -1
=12 0 -=3]|. (2.167)
0 -1 1

Entretanto, neste exemplo, queremos fazer a mudanca de B para C'. Por-
tanto, calculamos a matriz de mudanga de base Mpc. Segue:

Mpc = Mgy (2.168)
12 -1
Mpe=12 0 =3 (2.169)
0 —1 1
3 1 6
5 5
Mpc = g -3 —3 (2.170)
2 _1 4
5 5 5
Com esta matriz e denotando 2z’ = (x,y, 2)¢, temos
3 1 6
y 351 %y !
2 5 5 5411
Mpc
x 7/5
y| = |3/5 (2.172)
|z 8/5
Logo, temos
738
7=(=,=,=] . 2.173
: (5’5’5>o (2.173)
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Exercicios resolvidos

ER 2.4.1. Sejam B e C bases dadas do espacgo V. Sabendo que a matriz de
mudanga de base de B para C' é

1 0 —1
M=|-11 0], (2.174)
2 3 1

calcule a matriz de mudancga de base de C' para B.

Solugao. Sejam Mpe = M a matriz de mudanga de base de B para C' e
Mcp a matriz de mudanca de base de C' para B. Temos

Mcp = Mph (2.175)
Mepg = M~ (2.176)
1 0 —1]""
Mep=|-11 0 (2.177)
2 3 1
r _1 1
A
Meg=1|3% 3 3§ (2.178)
_5 1 1
6 2 6
O

ER 2.4.2. Fixadas as mesmas bases do ER 2.4.1, determine as coordenadas
do vetor 4 na base C, sabendo que @ = (2, —1,—3)p.

Solugao. Denotando @ = (uq, ug, uz)p, temos

e = Mpcip (2.179)
Uy 1 0 -1 2
ul =1{-11 0]|-1 (2.180)
Us 2 3 1 -3
U1 5
uy| = -3 (2.181)
Us -2
¢

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

2.4. MUDANCA DE BASE 66

ER 2.4.3. Considere dadas as bases A, B e C'. Sejam, também, M,p a
matriz de mudanca de base de A para B e Mpc a matriz de mudancga de
base de B para C'. Determine a matriz de mudanca de base de A para C' em
funcao das matrizes Mg e Mpc.

Solugao. Para um vetor @ qualquer, temos

Uip = Mapta (2.182)
Uc = Mpcip (2.183)
Logo, temos
ic = Mpc (Mapiia) (2.184)
= (MpcMap)ta. (2.185)

Concluimos que Mac = MpcMap.

Exercicios

E.2.4.1. Sejam A e B bases dadas de V (espago tridimensional). Sabendo
que U = (—2,0,1)4 e que a matriz de mudanga de base

1 0 -1
Map= 0 2 -1, (2.186)
-1 1 0

determine v, i.e. as coordenadas de v na base B.

E.2.4.2. Sejam A e B bases dadas de V' (espaco tridimensional). Sabendo
que ¥ = (—2,0,1)p e que a matriz de mudanca de base

1 0 -1
Mup= 0 2 —1, (2.187)
~11 0

determine vy, i.e. as coordenadas de ¢ na base A.
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E.2.4.3. Sejam B = (a,b,¢) ¢ C = (i, 7, @) bases de V com
i=(0,1,1)5 (2.188)
7=(1,0,1)5 (2.189)
w=(21,-1)p (2.190)
Forneca a matriz de mudanca de base M¢p.
E.2.4.4. Sejam B = (d, 5,5) e C' = (u,v,w) bases de V' com
i=(0,1,1)c (2.191)
b= (1,0,1)¢ (2.192)
c=(2,1,-1)¢ (2.193)
Forneca a matriz de mudanca de base M¢p.
E.2.4.5. Sejam B = (a,b,¢) e C = (i, 7, @) bases de V com
i=(0,1,1)p (2.194)
v=(1,0,1)p (2.195)
W=(2,1,-1)p (2.196)

Sabendo que d= (0,—1,2)¢, forneca CZB, i.e. as coordenadas do vetor d na

base B.

E.2.4.6. Sejam B = (d, 5,5) e C' = (u,v,w) bases de V' com

i=(0,1,1)z (2.197)
7=(1,0,1)p (2.198)
W= (2,1,-1)p (2.199)

Sabendo que d= (1,-2,1)p, fornega d}, i.e. as coordenadas do vetor d na
base C.

E.2.4.7. Considere dadas as bases A, B e C' do espago tridimensional V.
Sejam, também, M,p a matriz de mudanca de base de A para B e M¢cp a
matriz de mudanca de base de C' para B. Determine a matriz de mudanca
de base de A para C' em fun¢ao das matrizes Mg e M¢p.
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Capitulo 3

Produtos

Em revisao

3.1 Produto Escalar

Em revisao

Ao longo desta secdo, assumiremos B = (i, j, k) uma base ortonormal no
espaco’. Por simplicidade de notacdo, vamos denotar as coordenas de um
vetor u na base B por

ﬂ:: (Ul,UQ,U,g), (31)
ie U= uJ—i— ugf+ u31§.

O produto escalar dos vetores @ = (uy, us, u3) e ¥ = (v, vg,v3) é 0 nimero
real
U= ULV + UV + usvs. (32)

)

Exemplo 3.1.1. Se 4 = (2,—1,3) e ¥ = (—3,—4,2), entao

T-T=2-(=3)+(=1)-(—4)+3-2=4. (3.3)

- = =

Y, 7, k) é 1., |Z| =1, |j| =1, |I;| =1 e dois a dois ortogonais. Veja Subsecao ?77.

68
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3.1.1 Propriedades do Produto Escalar
Quaisquer que sejam , U, w e qualquer nimero real «, temos:
« Comutatividade:
U-v=7-1u (3.4)
Dem.:
U-U= (Ul,UQ,Ug) : (’Ul,UQ,Ug) (35)
= U1V + UgVy + U3V3 (36)
= V1U1 + VaUs + VsUs (37)
=vU-U. (3.8)
o Associatividade com a multiplicacao por escalar:
(o) - U =1u- (a?) = a(u - V) (3.9)
Dem.:
(o) - U = (quy, qus, aug) - (v1, V2, v3) (3.10)
= (auq)vy + (auz)vy + (ug)vs (3.11)
= a(uyv1) + a(ugve) + a(ugvs) (3.12)
= a(u1v; + ugvy + uzv3) = (U - V) (3.13)
= uy(avy) + ug(avs) + us(aws) (3.14)
= (uy,ug, u3) - (v, avy, avs) (3.15)
=4 - (ab). (3.16)
e Distributividade com a adigao:
u-(U+w)=u-v+u- -0 (3.17)
Dem.:
U - (17+ U7) = (Ul, Usg, Ug) . ((’Ul, Vo, Ug) + (U]l, Wa, wg)) 318)
= (uy, ug, ug) - [(v1 + wy, vy + we, v3 + w3)] 3.19)
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= ul(vl + U)l) + UQ(UQ + wg) + UQ(UQ + ’UJQ) (320)
= ULV1 + UTW1 + UV + UsW2 + U3V3 + U3Ws3 (321)
= UV + UgVg + U3V3 + U1W1 + UW2 + U3W3 (3.22)
=U-U+u- 0. (3.23)
e Sinal:
i-7>0, e 3.24)
i i=0e10=0 3.25)
Dem.:
-0 =ul +us+uz > 0. (3.26)

Além disso, observamos que a soma de ntimeros nao negativos é nula

se, e somente se, os numeros forem zeros.

e Norma:

lu|?> =i -

(3.27)

Dem.: Como fixamos uma base ortonormal B, a Proposicao 7?7 nos

garante que

lul? = uf +uj +uj = i - .

Exemplo 3.1.2. Sejam 4@ = (—1,2,1), 7 = (2,-1,3) e W =
Vejamos se as propriedades se verificam para estes vetores.

o Comutatividade:

G- 7=-1-24+2-(-1)+1-3=—1
A=2-(-1)+(-1)-243-1=-1¢

<y

o Associatividade com a multiplicagdo por escalar:
2U-0)=2(-2-2+3)=-2V
- (20) = (-1,2,1)- (4,-2,6) = =2 v
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o Distributividade com a adicao:

u-(V+w)=(-1,2,1)-(3,-1,2) = -3-2+2=-3 (3.34)
- v+u-wv=(-2-24+3)+(-1+0-1)=-3V (3.35)

e Sinal:
w-w=1404+1=2>0V (3.36)

e Norma:
lul* = (=12 +2*+1*=6 (3.37)
d-i=(-1)-(-1)+2-24+1-1=6V (3.38)

3.1.2 Exercicios Resolvidos

ER 3.1.1. Sejam

i=(-1,0,1) (3.39)
7=(0,2,1) (3.40)
W= (2,-1,-1) (3.41)

calcule W - (20 — W) — 24 - .
Solugao. Vamos comegar calculando o ultimo termo.

@ - (20 — @) — 2 - @ (3.42)

= - (20 — @) — 2(—1,0,1) - (2,1, 1) (3.43)

Calculamos 2(—1,0,1) = (=2,0,2), logo, temos

@ - (20 — @) — (=2,0,2) - (2,—1, 1) (3.44)
=B (20— ) — (2240 (=1)+2-(~1)) (3.45)
— @ (20— F) — (—4 — 2) (3.46)

Agora, para o primeiro termo, podemos usar a propriedade distributiva, como
segue

20 i — - B+ 6 (3.47)
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=2(2,—1,-1)-(=1,0,1) — |@|> + 6 (3.48)
=2(=2+0—-1)— (22 + (=1)* + (=1)*) +6 (3.49)
= —6-6+6 (3.50)
— 6 (3.51)
Com isso, concluimos que @ - (2d — Wf) — 24 - W = —6.
O

ER 3.1.2. Sendo B = (Z, 7, /;) uma base ortonormal, mostre que o produto
interno entre vetores distintos de B é igual a zero. Ainda, o produto interno
de um vetor de B por ele mesmo ¢ igual a 1.

Solugao. Calculamos o produto interno entre vetores diferentes:

=1-040-14+0-0 (3.53)
=0V (3.54)
=77 (3.55)
i-k=(1,0,0)-(0,0,1) (3.56)
=1-04+0-0+0-1 (3.57)
=0V (3.58)
N (3.59)
=1-040-0+0-1 (3.61)
=0V (3.62)
=k-j (3.63)

Por fim, verificamos os casos do produto interno de um vetor por ele mesmo:
i i=12404+0=1v (3.64)
J =024+12402=1V (3.65)
kk=02402+12=1v (3.66)
O
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3.1.3 Exercicios

E.3.1.1. Sendo @ = (2,—-1,1) e ¥ = (1,—3,2), calcule:
a) .U

b) i

d) @-(20)

E.3.1.2. Sendo @ = (2,—1,1), calcule:

E.3.1.3. Sendo 4 = (2,—1,1), 7= (1,-3,2) e W = (=2, —1,—3), calcule:
a) U- (0 + 7)

b) 7 (7 — 24)

E.3.1.4. Sendo 4 = (2,—1,1), 7= (1,-3,2) e W = (=2, —1,—3), calcule:

b) |4+ v

E.3.1.5. Sendo @ = (2,-1,1), ¥ = (1,-3,2) e W = (=2, —1,—3), encontre
o vetor ¥ que satisfaz as seguintes condigoes:

i-7=-1 (3.67)
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voT=2 (3.68)
WeT=—4 (3.69)
(3.70)

E.3.1.6. Sendo @ = (2,—1,1) e ¥ = (1,—3,2), encontre o vetor & que

satisfaz as seguintes condigoes:

i-&=0 (3.71
T-F=0 (3.72)

E.3.1.7. Sendo u = (2,-1,1), ¥ = (1,-3,2) e & = (—2,—1,—3), encontre

o vetor T que satisfaz as seguintes condigoes:

i-F=0 (3.73)
77E=0 (3.74)
W F=0 (3.75)

(3.76)

3.2 Angulo entre Vetores

Em revisao

O angulo formado entre dois vetores « e ¢’ nao nulos, é definido como o

menor angulo determinado entre quaisquer representagoes @ = OAe v = O
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A

Figura 3.1: Angulo entre dois vetores.

Proposicao 3.2.1. Dados 4 e v, temos
- U = |u]]v] cos o, (3.77)

onde o € o angulo entre os vetores U e U.

—
Demonstrag¢io. Tomamos as representagoes © = OA e ¥ = O? . Observamos
que ¥ — v = BA. Entao, aplicando a lei dos cossenos no triangulo AOAB,
obtemos

IBAP? = |OA? + |OBJ? — 2|04||0B| cos a, (3.78)

ou, equivalentemente,

i — 0 = |@|* + |0]* — 2|a||7] cos a
(

(3.79)
(@ — ) - (6 — ) = |]* + |v]* — 2|i]|7] cos (3.80)
-1 — 20 -0+ -0 = |d]* + |v]* — 2|d||v] cos a (3.81)
i + |0)? — 2@ - T = |i]* + |7]* — 2|i]|7] cos a (3.82)
donde
- U = |u]|v] cos a. (3.83)
O
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)

v3
2 )

DN | —

Exemplo 3.2.1. Vamos determinar angulo entre os vetores = (

ea:<1 Vs

O). Da Proposicao 3.2.1, temos

20 27
u-v
cos v = (3.84)
Juf - [v]
V114
cosa = - - 22 22 (3.85)
T =+ O+ () =
V3
5= 3
cosa = 1—21 = \é_ (3.86)

Portanto, temos o = 7/6.

Observacao 3.2.1. O angulo entre dois vetores @ e ¥ é:
« agudo se, e somente se, U - U > 0;
e obtuso se, e somente se, u - U < 0.

De fato, de (3.77), temos que o sinal de @ - ¥ é igual ao sinal de cosa (o
cosseno do angulo entre os vetores). Também, por defini¢io, 0 < a < 7.
Logo, se cosa > 0, entdo 0 < a < w/2 (dngulo agudo) e, se cosa < 0, entdo
/2 < a < 7 (angulo obtuso).

Observacao 3.2.2. (Vetores ortogonais) Se @, 7 # 0, entio:
e U 1 ¥ se, e somente se, u-v = 0.

De fato, seja « o dngulo entre @ e ¥. Se @ L ¥, entdo o = 7/2 e

U - U = |u]|v] cos (
— |@]|7] cos (g) (3.88

= [a] - |v]- 0 (

(

=0.
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Reciprocamente, se u - v = 0, entao

-V
COS QO = === (3.91)
]| 7]
0
- (3.92)
||
0. (3.93)

Lembrando que 0 < o < 7, segue que o = /2, i.e. 4 L ¥.
Exemplo 3.2.2. Os vetores { = (1,0,0) e @ = (0,1, 1) sao ortogonais. De
fato, temos

1-0+0-1+0-1 (3.94)
0, (3.95)

i

3.2.1 Desigualdade Triangular
Dados dois vetores @ e U temos
@+ 7] < || + |7, (3.96)

esta é conhecida como a desigualdade triangular. Para demonstra-la,
comegamos observando que

@+ 0> = (@ + ) - (@ + D) (3.97)
=0T+ T+T-T+T U (3.98)
= |@|* + |7]* + 2@ - ¥ (3.99)

Agora, vamos estimar u - . Pela Proposicao 3.2.1, temos
- U = |u]]V] cos a, (3.100)

onde « é o angulo entre u e ¥. Mas, entao:

£y

- < |d||7]| cos . (3.101)
Dai, como | cosa| < 1, temos
u-v < |u)|v], (3.102)

a qual é chamada de desigualdade de Cauchy-Schwarz?.

2 Augustin-Louis Cauchy, 1798-1857, matematico francés. Fonte: Wikipeida. Hermann
Schwarz, 1843-1921, matematico alemao. Fonte: Wikipedia.
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3.2.2 Exercicios Resolvidos
ER 3.2.1. Sejam @ = (z,—1,2) e U = (2,2, —3). Determine x tal que

1
7= (3.103)

Solugao. Da definicao do produto escalar, temos

U - U = ujvy + Uglse + Uz (3.104)
;—Zx—x—fi (3.105)
x—6:; (3.106)

v = ; +6 (3.107)
o= (3.108)

O

ER 3.2.2. Determine z tal que @ = (—1, 0, x) seja ortogonal a v = (1,2, —1).

Solucao. Para que « L v devemos ter

G-7=0 (3.109)
~140—2=0 (3.110)
z=—1. (3.111)

O

3.2.3 Exercicios

E.3.2.1. Determine o angulo entre os vetores @ = (1,0,1) e ¥ = (0,0, 2).

E.3.2.2. Seja v = (

2,—1). Determine a norma do vetor «# de mesma
direcao de v e tal que = 2.

1,
u-
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E.3.2.3. Se @ e ¥ sdo vetores unitarios e @ - v = 1, entdo u e ¥ tém a mesma
dire¢do e o mesmo sentido? Justifique sua resposta.

E.3.2.4. Se u e U sdo vetores tais que u - v = —1, entdo ¥ e ¥ tém a mesma
direcao e sentidos opostos? Justifique sua resposta.

E.3.2.5. Encontre o vetor « ortogonal a @ = (1,—2,0) e ¥ = (2,—1,1) tal
que - (0,-1,2) = 1.

3.3 Projecao Ortogonal

Em revisao

_) =
Sejam dados os vetores © = OA, ¥ = O? # 0. Seja, ainda, P a intersecao
da reta perpendicular a OB que passa pelo ponto A. Observemos a Figura
3.2. Com isso, definimos a projecao ortogonal de @ na diregao de ¥ por

OP. Denotamos

OP = proj, . (3.112)
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Figura 3.2: Ilustragdo da definicdo da projecao ortogonal.

Da definicdo, temos que®

projzu = -0 (3.113)

para algum numero real 5. Além disso, temos
proj, @ = @ + AP. (3.114)

Portanto

87 = i+ AP. (3.115)
Tomando o produto escalar com ¥ em ambos os lados desta equagao, obtemos
B5-G=a T+ AP -7 (3.116)
=1u-U, (3.117)

pois AP 1 4. Daf, lembrando que 7 - ¢ = |v|?, temos

u-v

3proj; @ é um vetor multiplo por escalar de .
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e concluimos que
i
|72

i~

proj; u = v. (3.119)

Exemplo 3.3.1. Sejam 4 = (—1,1,—1) e ¥ = (2,1, —2). Usando a equagao
(3.119), obtemos

(—1,1,-1)- (2,1, -2)

proj; i = 21 —2)p (2,1,-2) (3.120)
24142
21 =2
-(G33): 122

3.3.1 Exercicios Resolvidos

ER 3.3.1. Determine z tal que a projecao de @ = (1,z,x) em ¥ = (1,1,0)
tenha o dobro da norma de v.

Solugao. De (3.119), a projecao de 4 em ¥ é

proj; i = IITUIQU 7, (3.123)
proie = [z |17 (3.124)
|projg i = ﬁwf (3.125)
|projg i = |1’1§|$| (3.126)

Queremos que
| projz u| = 2|9]. (3.127)

Segue que

Rl (3128)
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11+ 2| = 2|7 (3.129)
1+2|=2-2 (3.130)
l+x=—-4 ou l+x=4 (3.131)
r=-5 ou x=3. (3.132)
O

ER 3.3.2. Verifique que se @ L ¥, entao proj;u = 0. Justifique sua resposta.

Solugao. Temos que

proj; i = —0. (3.133)
Tendo em vista que @ L v, temos « - v = 0. Logo,

7 (3.134)
(3.135)

O
3.3.2 Exercicios

E.3.3.1. Sejam @ = (—1,1,2) e ¥ = (1,—2,0). Calcule proj, .

E.3.3.2. Sejam « e ¥ vetores unitérios e seja o = m/6 o dngulo entre eles.
Calcule a norma da projegao ortogonal de # na direcao de 7.

E.3.3.3. Determine x tal que proj;u = (1/6,—1/3,1/6), sendo @ = (z, 1, 2)
ed=(1,-21).

E.3.3.4. Verifique se a proj;« tem o mesmo sentido de ¢ para quaisquer
vetores u e ¥ dados. Justifique sua resposta.

E.3.3.5. Determine as coordenadas de todos os vetores 4 tais que proj;u =
U, sendo que ¥ = (1,0,0).
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3.4 Produto Vetorial

Em revisao

= (i,] ‘}
dita com orientagao positiva, i.e. os vetores i = 5_[), j: 07 k=O0OK
estao dispostos em sentido anti-horario, veja Figura ?7?.

l

De agora em diante, vamos trabalhar com um base ortonormal B

N
T

%
e

Figura 3.3: Base ortonormal com orientacao positiva.

Dados vetores u e U, definimos o produto vetorial de « com v, por
w x U= ||d||||v]| sen(c)7, (3.136)

onde 0 é angulo entre u e v, e 77 é o vetor unitario ortogonal ao plano deter-
minado por @ e ¥, e com sentido tal que (4, U, 1) tem orientacao positiva.

Em outras palavras, temos que:
e se e ¥Usao ld., entdo u x v = 0.

e se U e ¥ sao li., entao

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

3.4. PRODUTO VETORIAL 84

a) ||@ x v]| = ||u||||7]| sen «r, onde « é o angulo entre 4 e U,

—

b) @ x U é ortogonal a @ e ¥, e

¢) U, Ue @ x ¢ formam uma base positiva.

3.4.1 Interpretacao Geométrica

Sejam dados @ e ¥ Li.. Estes vetores determinam um paralelogramo (consulte
Figura 3.4 (esquerda)). Seja, entdo, h a altura deste paralelogramo tendo @
como sua base. Logo, a area do paralelogramo ¢ o produto do comprimento
da base com sua altura, neste caso

[allh = |ull]| 7] sen(c) (3.137)
= ||@ x 7 (3.138)

Ou seja, o produto vetorial @ x ¥ tem norma igual a area do paralelogramo
determinado por @ e .

Ainda, por definicao, 4 x ¥ é ortogonal a @ e U. Isto nos da a direcao de
i x ¥. O sentido é, entdo, determinado pela defini¢ao de que (i, ¥, 4 X U) tem
orientagao positiva. Consulte a Figura 3.4 (direita).

<y

Figura 3.4: Interpretacao geométrica do produto vetorial.
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3.4.2 Produto Vetorial por Coordenadas

Dados @ = (uy,us,u3) e U = (v1,v9,v3) em uma base ortonormal positiva,
entao

- - Ug U3| > uy usg| = uy Uy
UXU= i— J k. (3.139)
V2 U3 V1 U U1 U2
Observacao 3.4.1. Uma regra mnemonica, é
gk
'l_[ X 17 — U1 Uz U3Z|- (3140)
V1 Uy U3

Exemplo 3.4.1. Dados os vetores @ = (1,—2,1) e ¥ = (0,2, —1), temos

ik
UX U= U1 Uz Us (3141)
V1 Vg Vs
=1 -2 1 (3.142)
0 2 -1
— 07+ ]+ 2k (3.143)
=(0,1,2). (3.144)

3.4.3 Exercicios Resolvidos
ER 3.4.1. Calcule 7 tal que (0,2, —1) x ¥ = (=3, -1, —2).

Solugao. Denotando ¥ = (z1, x5, x3), temos

(0,2,—1) x & = (=3, —1,—2) (3.145)
i j ok
0 2 —1]=(-3-1,-2) (3.146)
r1 To XT3
(23 + 223)i — 1) — 221k = (3.147)
—3i—j—2k (3.148)
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Segue que
To + 2$3 = -3
—T1 = -1
—2.131 = -2
Logo, 1 = 1, x9 = —3 — 2x3 e z3 é arbitrario. Concluimos que ¥ = (1,—-3 —

2x3,x3) com x3 € R.

O

ER 3.4.2. Determine a area do paralelogramo determinado pelos vetores
u=(-1,2,3) e v=(1,-2,1).

—
Solugao. Tomando representacoes © = OA e v = O?, temos que 4 e U

determinam um paralelogramo OABC, onde C é tal que @ + v = OB*. Da
definicao do produto vetorial, temos que

[a > @l = [|al][| o] sen a, (3.149)

o que é igual a area do paralelogramo OABC', onde « é o dngulo entre os
vetores U e . Logo, a area do paralelogramo é

i ]k
lixd=|-1 2 3 (3.150)
1 -2 1
la > 7| = [/(8,4,0) (3.151)
|7 x 7| = 45 (3.152)
O

3.4.4 Exercicios

E.3.4.1. Sejam @ = (2,-3,1) ¢ ¥ = (1,—2,—1). Calcule:

a) U x .

4Veja a regra do paralelogramo na Observacao 77.

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 3. PRODUTOS 87

b) U x .

c) U x (24).

E.3.4.2. Sejam # e ¥ tais que @ X ¥ = (2, —1,0). Forneca ¥ x 4. Justifique
sua resposta.

E.3.4.3. Seja @ um vetor qualquer. Calcule @ x .

E.3.4.4. Sejam 4 e U tais que (24) x U = (2, —1,0). Fornega v x u. Justifique
sua resposta.

E.3.4.5. Calcule 7 tal que 7 x (2,-2,3) = (11,8,2).

E.3.4.6. Seja B = (;, 7, E) uma base ortonormal positiva. Calcule:

Sy

a) i x

T

b) j x

c)

()

N.l

T

X

3.5 Propriedades do Produto Vetorial

Em revisao
Nesta secao, discutiremos sobre algumas propriedades do produto vetorial.
Para tanto, sejam dados os vetores u = (uy,us,uz), v = (v1,v9,03), W =

(wy, Wy, w3) € o nimero real 7.

Da defini¢ao do produto vetorial, temos @ L (@ x ¢) e ¥ L (4 x ), logo

@ (i x 0) =0 (3.153)
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- (@ 7) = 0. (3.154)

Exemplo 3.5.1. Sejam @ = (1,—1,2), ¥ = (2, —1, —2). Temos

i j Kk
uxv=|1 -1 2 (3.155)
2 -1 -2
= (4,6,1) (3.156)
Segue, que
- (uxv)=(1,-1,2)-(4,6,1) (3.157)
=4—-6+2 (3.158)
=0. (3.159)
Em relagao a multiplicagao por escalar, temos
YU x ¥) = (yu) x U (3.160)
=1 X (v0). (3.161)
De fato,
i ]k
(YU) X U= |yu; yus ~yus (3.162)
(% (%) V3
i j k
=7|u1 up ug|=y(ux ) (3.163)
V1 Uy U3
ik
—lw wy ws|=dx (y9) (3.164)
YU vz YU3
Exemplo 3.5.2. Sejam @ = (1,—1,2) e ¥ = (2,—1, —2). Temos
ik
20U xv)=2]1 -1 2 (3.165)
2 -1 =2

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 3. PRODUTOS 89

—2(4,6,1) (3.166)
= (8,12,2) (3.167)
i 7k
Qi) xT=[2 -2 4 (3.168)
2 —1 -2
= (8,12,2) (3.169)
i j Ok
ix(20)=1]1 -1 2 (3.170)
4 -2 —4
=(8,12,2) (3.171)

Também, vale a propriedade distributiva com a operacao de soma, i.e.

UX (U+ W) =ux U+ U x 0. (3.172)
De fato, temos
U X (U + W) (3.173)
i i k
- U1l U2 us (3174)

V1 +wp V2 +ws uz+ ws

A A I A A

= Uy Uy U3 + Uy Uz U3 (3175)
U1 V2 U3 w; w2 Ws
— 0 X T+ 1 x 0 (3.176)

Exemplo 3.5.3. Sejam @ = (1,—1,2), ¥ = (2,—1,-2) e @ = (0,—1,—1).
Temos

@ x (7 + @) (3.177)
= ax[(2,-1,-2)+ (0,—1,—=1)] = (1,-1,2) x (2,-2,-3)  (3.178)
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ik
=11 -1 2 (3.179)
2 -2 -3
=(7,7,0) (3.180)
(U x U) + (4 x W) (3.181)
i 7 k| |i 7k
=1 -1 2|+{1 -1 2 (3.182)
2 -1 =2 0 -1 —1
=(4,6,1)+(3,1,—-1) (3.183)
=(7,7,0) (3.184)
Observamos que o produto vetorial nao é comutativo, entretanto
UXU=—UX1. (3.185)
De fato, temos
UXvU (3.186)
i j ok
= Uy Uy U3 (3187)
V1 Vg Us
i j k
=—|v1 v v (3.188)
U U Us
= —U XU (3.189)
Exemplo 3.5.4. Sejam @ = (1,—1,2) e ¥ = (2, —1, —2). Temos
UxXv (3.190)
ik
=11 -1 2 (3.191)
2 -1 =2
= (4,6,1) (3.192)
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7 x i (3.193)
ik

=2 -1 -2 (3.194)
1 -1 2

= (—4,—6,—1) (3.195)

Também, o produto vetorial nao é associativo sendo (& x ¥') x o, em geral,
é diferente de @ x (¢ x ). Com efeito, temos

(ixi)xj=0, (3.196)
ix(ixj))=ixk=—J (3.197)

Por outro lado, suponhamos que u, v e w sao l.i. e seja 7 um plano determi-
nado por 4 e ¥. Entéo, @ X ' é ortogonal a . Como (i X ¥) X @ é ortogonal
a U X veaw, temos que (4 x U) X w também pertence a 7. Logo, 4, U e
(U x U) x @ sao 1.d. e existem « e [ tais que

(il x ¥) x @ = avil + B7. (3.198)

Vamos determinar o e . Para tanto, consideremos uma base ortonormal
B = (i,7,k) tal que i || @ e 7 € m. Nesta base, temos

@ = (uy,0,0) (3.199)
U= (Ul, Vo, 0) (3200)
W= (wl,wg,U)g). (3201)
Também, temos
i ]k
GxT=lu; 0 0 (3.202)
vy vy O
= (0,0, uyvs) (3.203)
e
ik

wy W2 W3
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= (—u1v9ws, uyvowy, 0).

Dali, temos
(—u1v9ws, uyvowy, 0) = a(uy, 0,0) + S(v1, v2,0),
(@x V) xw ot+pU
donde
auy + fv; = —uqvws,

/BUQ = U1W1 V2.

Resolvendo para « e /3, obtemos

O = —ViW, — VoWsy = —V - W
B = i
Portanto, temos
(U X ) x W = —(U-wW)d + (4 - W)U

UX (Uxw)=—(Uxw) xu
= (W-u)v— (V- u)w
= (4 - W)v — (d- V)W

ou seja,

3.5.1 Exercicios Resolvidos

(3.205)

(3.206)

(3.207)
(3.208)

(3.209)
(3.210)

(3.211)

(3.212)
(3.213)
(3.214)

(3.215)

ER 3.5.1. Sejam @ = (—3,—-2,—1), ¥ =(0,1,2) e W = (—1,0,1). Calcule

—

(U X V) x 0.

Solugao. Seguindo a identidade (3.212), segue

(

—

X V) X

gy
g
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—(U-w)u+ (- w)v (3.218)
(0+0+2) +(B+0-1)7 (3.219)
= —2(—3, —2,-1)+2(0,1,2) (3.220)
= (6,4,2) + (0,2,4) (3.221)
— (6,6,6) (3.222)
0
ER 3.5.2. Sejam ¢ = (2,z,1), v = (—2,3,1) e W = (—3,—1,1). Calcule z
tal que
U (d x W) = —16. (3.223)
Solucgao. Por célculo direto, temos
7 (@ x @) = —16 (3.224)
i ]k
v-12 x 1]=-16 (3.225)
-3 -1 1
(=2,3,1) - (x+1,-5,3z — 2) = —16 (3.226)
xr—19=-16 (3.227)
x = 3. (3.228)
0

3.5.2 Exercicios

E.3.5.1. Sejam @ = (2,-3,1) e ¥ = (3,—2,1). Calcule 4 - (U x @). Se W é
um vetor qualquer, forneca o valor de @ - (& x ). Justifique sua resposta.

E.3.5.2. Sabendo que @ x ¥ = (1,1,1), calcule 4 x (27).

E.3.5.3. Sabendo que @ x ¥ = (1,1,1) e ¢ x & = (—1,—1,—1), calcule

E.3.5.4. Sendo @ = (3,—1,2), b= (2,—1,—1), calcule (- k)(i x b).
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E.3.5.5. Calcule W x (4 x ¥), sendo 4 = (1,—1,2), ¥ = (0,—1,1) e &J =
(1,0, —1).

3.6 Produto Misto

Em revisao

O produto misto de trés vetores u, v e w, nesta ordem, é definido por

[if, U, W) =1 X T - 0. (3.229)
Em coordenadas, temos

(@, 0, ] := (i x ¥) - & (3.230)

i j ok
=|um up g/ W (3.231)

V1 Uy Us

_ (w2 usjz |ur us| =z jur ug|p\
N (Uz U3 ! vy Vs J vy Uy k) (w1, wa, ws) (3.232)
e P T I E P S (3.233)
Vg Vs U1 U3 V1 Vg

w; W2 W3
=|uy uy us (3.234)
U1 Vg Vs
Uy Uz U3
=|v; vy U3 (3.235)
wy w2 w3

Ou seja, temos

Uu; Uz U
[17:, 17, U_j] = (V1 U2 Vs (3236)

Wy W2 w3

Exemplo 3.6.1. Dados os vetores @ = (1,—1,0), v = (1,0,2) e @ =
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(1,—1,1), temos

Uy Uz U3
[ﬁ, ’17, 117] = |U1 Uy Vs (3237)
w; W2 W3
1 -1 0
=1 0 2 (3.238)
1 -1 1
=1 (3.239)

3.6.1 Interpretacao Geométrica

Seja (u, U, w) uma sequéncia de vetores Li. e com orientagao positiva. Assu-

mindo as representacgoes U = B , U= B ew = ﬁ temos a determinacao
de um paralelepipedo (consulte a Figura 3.5).

Figura 3.5: Interpretacao geométrica do produto misto.

A base do paralelepipedo é o paralelogramo ABCD de area ||u x ¥/]|. Assim
sendo, o volume do paralelepipedo é

V = ||u x 9| - h, (3.240)
onde h é a altura do prisma. Por sua vez,
h = [proja | (3.241)
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_ ‘ Z‘[lé(: ;Hg)ﬁ X @ (3.242)
@ (@< o), -
_ @ (@x o) (3.244)
[ < o '
Logo, retornando a (3.240), obtemos
= ||u x v :
V 7 h 3.245
_lax g B Ex 0l (3.246)
[ > a
= |- (4 x D) (3.247)
= |ux v . (3.248)

Ou seja, o volume do paralelepipedo formado pelos vetores u, v e w é
igual a norma do produto misto destes vetores, i.e.

V = |[@, 7. (3.249)

Exemplo 3.6.2. Vamos calcular o volume do paralelepipedo determinado
pelos vetores « = (1,1,0), ¥ = (—1,2,0) e W = (0,1,1). De (3.249), temos

V = |[@, 7, | (3.250)
1 10

—=|l-1 2 0 (3.251)
0 1 1

=13 =3. (3.252)

3.6.2 Propriedades

Valem as seguintes propriedades:
a) [u, v, W] = —[¥, u, W]

Demonstracao. De fato, quando permutamos duas linhas em uma matriz,
seu determinante troca de sinal.
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<y,

]

Demonstra¢io. Mesmo argumento da letra a).

b) [, 7, 4] = —[ii, ¥,

o) [it, 5, = [, 7] = [0, i

Demonstracao. De fato, cada caso acima corresponde a duas consecutivas
permutacoes de linha na matriz associada ao produto misto.

d) [@,5,0) =G x -0 =@ -7 x @

Demonstragdo. Isto segue de c), i.e.

(i@, 5, ) = [0, @, i (3.253)
X T =0x -1 (3.254)
=07 x . (3.255)
e) o, 5, = [if, o, @] = [, ¥, o] = o[, ¥, ]

Determinagdo. De fato, ao multiplicarmos uma linha de uma matriz por
um escalar «, seu determinante fica multiplicado por «.

£) [i+ Z, 7, = [i, 5,] + |2, 7, 0]

Determinante. Também segue da propriedade analoga do determinante
de matrizes.

—

Exemplo 3.6.3. Sabendo que [, 2w, 0] = 2, vamos calcular [@, ¢, w@]. Do
item e) acima, temos

2 = [, 247, 7] (3.256)
= 2[u, W, 7], (3.257)
donde
(@45, 7] = 1. (3.258)
Agora, do item b), temos
[t, W, V] = —[u, U, d]. (3.259)
Ou seja, concluimos que [, U, W] = —1.
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Também, temos as seguinte propriedades envolvendo o produto misto:
a) Se [u,v,w] = 0, entdo (u, ¥, W) ndo é base.

Demonstragdio. Seja [u, v, W] = 0, i.e. @ x ¥-w = 0. No caso de um dos
vetores serem nulos, entdao (@, ¥, W) nao é base. Suponhamos, entao, que
i, U e W sao vetores nao nulos. Isso implica que @ x ¥ = 0 ou (¢ X ¥) L 0.
No primeiro caso, @ e ¢ sao l.d. e, portanto, (@, ¥, w) nao é base. No
segundo caso, (4 x ¥) L @, temos que @ é coplanar aos vetores u e U, logo
(i, ¥, ) ndo é base.

— —

b) Se [u, ¥, W] > 0, entdo (#, ¥, ) é uma base positiva.

Demonstragio. Se [u, U, > 0, implica que o dngulo entre @ X ¥/ e W é

agudo, o que garante que (i, ¥, ) seja uma base positiva.

— = =

c) Se [u, v, W] < 0, entdo (@, U,w) é uma base negativa.

—

Demonstragio. Se [u, U, %] < 0, implica que o dngulo entre @ X ¥ e W é
obtuso, o que garante que (u, U, W) seja uma base negativa.

3.6.3 Exercicios Resolvidos

ER 3.6.1. Calcule a area do paralelogramo determinado pelos vetores v =
(1,0,-2), W = (1,—2,1) e i = (0,2, 1).

Solugao. Da Subsecao 3.6.1, temos que o volume do paralelogramo é
v =[], (3.260)

nao importando a ordem dos vetores®. Assim sendo, temos

V = |[@, 7, | (3.261)
0 2 1

=1 0o -2 (3.262)
1 -2 1

=| -8l =38. (3.263)

5A ordem dos vetores nio altera o médulo do valor do produto misto.
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O
ER 3.6.2. Sejam u, U e w vetores dados. Verifique a seguinte afirmagao:
[, U+ ati + [, W] = [u, U, 0], (3.264)
onde « e 3 sdo quaisquer escalares.
Solucgao. Das propriedades do produto misto®, temos
(@, U+ ail + [0, 0] (3.265)
= [u, ¥, W] + [U, ol + [, ). (3.266)

Agora, observamos que ai + i é combinagao linear de @ e v, logo (i, ol +
pw, ) é 1.d. e, portanto,

(@, ol + pd, w] = 0. (3.267)

Concluimos que
[, U+ ati + [, W] = [u, U, ). (3.268)
O

3.6.4 Exercicios

E.3.6.1. Calcule [¢, ¥, @] sendo @ = (—1,0,1),7 = (1,3,0) e = (1, -2, —1).
E.3.6.2. Scjam @ = (0,0,2), d = (=1,1,1) e €= (1,1,1). Calcule [d,@,é].
E.3.6.3. Sendo [u, ¥, W] = 2, calcule [2u, —37, ).

E.3.6.4. Sendo [u, ¥, ] = 2, calcule [2d — 5w, —30, w].

E.3.6.5. Sejam @ = (0,x,2), ¥ = (—1,1,1) e @ = (1,1,1). Calcule x de
forma que [u, U, W] = 2.

— =

6[1]"{)'4» g’ 'U_j] - [ﬁv 177 U_ﬂ + [u,z,w].
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