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Prefacio

O site notaspedrok.com.br é uma plataforma que construi para o comparti-
lhamento de minhas notas de aula. Essas anotacoes feitas como preparacao
de aulas é uma prética comum de professoras/es. Muitas vezes feitas a ra-
biscos em rascunhos com validade tao curta quanto o momento em que sao
concebidas, outras vezes, com capricho de um diario guardado a sete cha-
ves. Notas de aula também sao feitas por estudantes - sdo anotagoes, fotos,
prints, entre outras formas de registros de partes dessas mesmas aulas. Essa
dispersao de material didatico sempre me intrigou e foi o que me motivou a
iniciar o site.

Com inicio em 2018, o site contava com apenas trés notas incipientes. De 14
para ca, conforme fui expandido e revisando os materais, o site foi ganhando
acessos de varios locais do mundo, em especial, de paises de lingua portugusa.
No momento, conta com 13 notas de aula, além de minicursos e uma colegao
de videos e audios.

As notas de Pré-Calculo trazem uma revisao sobre matematica fundamen-
tal como pré-requisito para disciplinas de cdlculo diferencial e integral. Como
ferramento de apoio computacional, cédigos exemplos sao trabalhos em lin-
guagem Python, mais especificamente, com o pacote de mateméatica simbdlica
SymPy.

Aproveito para agradecer a todas/os que de forma assidua ou esporadica
contribuem com corregoes, sugestoes e criticas! ;)

Pedro H A Konzen
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CAPITULO 1. NUMEROS REAIS 1

Capitulo 1

Numeros reais

1.1 Conjuntos numéricos

[Video] | [Audio] | [Contatar]

1.1.1 Definicao de conjunto

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Um conjunto A é uma colecao de elementos ou objetos. Quando x é um
elemento do conjunto A, denotamos

x € A, (1.1)
lé-se x pertence ao conjunto A. Ja, a notagao
v A (1.2)
é usada para denotar que r nao pertence ao A.
Usualmente, um conjunto é descrito usando a notagao
A ={z: condigdo para z}, (1.3)

lé-se A é o conjunto dos elementos x tais que z satisfaz a condicao.
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1.1. CONJUNTOS NUMERICOS 2

Exemplo 1.1.1. O conjunto A formado por ntmeros positivos pode ser

denotado por
A={z:2>0}. (1.4)

Ainda, observamos que 2 € A, v2 € A, mas —1 &€ A. Vocé saberia escolher
mais elementos que pertencam ou que nao pertencam a A?
No Python, podemos definir este conjunto com

1 from sympy import x

2 x = Symbol('x')

3 A = ConditionSet(x, x>0)
4

o que nos fornece

In : 2 in A

1

2 Out: True

3 In : sqrt(2) in A
1 Out: True

5 In : -1 in A

6 Out: False

-

Conjunto finito

Conjunto finito é todo aquele que contém um nimero finito de elementos.
Tais conjuntos podem ser descritos de forma simplificada como segue

A=A{a,a9,...,a,}, (1.5)

neste caso, temos um conjunto com n elementos. Analogamente, um conjunto
que contenha infinitos elementos ¢ chamado de conjunto infinito.

Observacao 1.1.1.
A={-1,3,2} (1.6)

¢ o conjunto que contém apenas os nimeros —1, 3 e 2.

No Python, podemos definir tal conjunto com o seguinte codigo

1 from sympy import =x*
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CAPITULO 1. NUMEROS REAIS 3

2 A = FiniteSet(-1, 3, 2)

3

Com este, obtemos

In : -1 in A

OQut: True

In : sqrt(2) in A
OQut: False

=W N =

ot

Conjunto vazio

O conjunto que nao contém elemento algum é chamado de conjunto vazio
e é denotado por () ou por {}.

Exemplo 1.1.2. O conjunto A de todos os nimeros negativos e positivos é
vazio, i.e.

A={zr:2>0ex<0} =10 (1.7)

No Python, podemos definir o conjunto vazio com

1 >>> from sympy import x*
2 >>> A = EmptySet
3

Igualdade de conjuntos

Dois conjuntos A e B sao iguais, quando todos os elementos A pertencem
a B e vice-versa. Em notac¢ao matematica, escrevemos A = B quando

reAsxeB, (1.8)
lé-se x € A se, e somente se, v € B.

Exemplo 1.1.3. a) Sao iguais os conjuntos

A={-1,3,2} (1.9)
B={32 -1}, (1.10)

ie. A= B.
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1.1. CONJUNTOS NUMERICOS 4

No Python, temos

1 from sympy import *

2 A = FiniteSet(-1, 3, 2)
3 B = FiniteSet(3, 2, -1)
4

Com este, obtemos

In == B

W N =
o
o
ct
—
La}
o
®

b) Sao diferentes os conjuntos
C={-3,-2-1,0} (1.11)
D ={-3,-1,0,2}, (1.12)
ie. C# D.

No Python, temos
from sympy import x*
C = FiniteSet (-3, -2, -1, 0)
D = FiniteSet(-33, -1, 0, 2)

Com este, obtemos

1 In : C !'= D
2 Out: True

3

Subconjuntos

Dizemos que A é subconjunto de B, quando todos os elementos de A perten-
cem a B. Neste caso, denotamos

ACB (1.13)
e lemos “A esta contido em B”. Mais precisamente, A C B quando

reA=zebB, (1.14)
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CAPITULO 1. NUMEROS REAIS 5

lemos = € A implica x € B. O mesmo pode ser denotado por B D A, i.e. B
contém A.

Exemplo 1.1.4. Sejam os seguintes conjuntos

A=1{-1,32} (1.15)
B={2,3}. (1.16)

Temos que B é subconjunto de A, i.e. A C B (A esté contido em B).

No Python, temos

from sympy import *
A = FiniteSet(-1, 3, 2)
B = FiniteSet (2, 3)

A~ W N~

Com este, obtemos

1 In : B.is_subset (A)
2 Out: True

1.1.2 Operacoes entre conjuntos

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Uniao de conjuntos

Sejam A e B dois conjuntos dados. A uniao do conjunto A com o conjunto B
é o conjunto AU B que contém todos os elementos de A e todos os elementos
de B. Mais precisamente, temos

AUB={z: v € Aouzx € B}, (1.17)
lé-se o conjunto dos elementos x tais que x € A ou xz € B.
Exemplo 1.1.5. Se

A={-1,32} (1.18)
B={-2,0}, (1.19)
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entao
AUB = {—2,—1,0,2,3}. (1.20)

No Python, temos

from sympy import =x*

1

2 A = FiniteSet(-1, 3, 2)
3 B = FiniteSet (-2, 0)

4

1 In : Union(A, B)

2 OQut: FiniteSet(-2, -1, 0, 2, 3)

Intersecao de conjuntos

Sejam A e B dois conjuntos dados. A intersecdo do conjunto A com o
conjunto B é o conjunto A N B que contém os elementos que pertencem
simultaneamente a ambos os conjuntos A e B. Mais precisamente, temos

ANB={x: v€ Aex € B}, (1.21)
lé-se o conjunto dos elementos = tais que x € Aex € B.

Exemplo 1.1.6. Se
A={-1,3,2}B = {3,0}, (1.22)

entao

ANB={3}. (1.23)

No Python, temos

from sympy import =x*

1

2 A = FiniteSet (-1, 3, 2)
3 B = FiniteSet (3, 0)

4

1 In : Intersection(A, B)
2 Out: FiniteSet (3)

3
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Diferenca entre conjuntos

Sejam A e B dois conjuntos dados. A diferenga (ou complemento relativo)
do conjunto A com o conjunto B é o conjunto A\ B que contém os elementos
que pertencem ao A e nao pertencem ao conjunto B. Mais precisamente,
temos

A\B={z: z€ Aex ¢ B}, (1.24)

lé-se o conjunto dos elementos x tais que x € Aex & B.

Exemplo 1.1.7. Se

C={-3,-2,-1,0} (1.25)
D ={-3,-1,0,2,4}, (1.26)

entao
C\ D ={-2}. (1.27)

No Python, temos

1 from sympy import x*

2 C = FiniteSet(-3,-2,-1,0)
3 D = FiniteSet(-3,-1,0,2,4)
4

1 In : C - D

2 Out: FiniteSet (-2)

3

Produto cartesiano

Sejam A e B dois conjuntos. O produto cartesiano de A com B é o conjunto
A x B, cujos elementos sao os pares ordenados (z,y) comz € Aey € B.
Mais precisamente, temos

AxB={(z,y): € Aeye B}, (1.28)

1é-se o conjunto dos pares ordenados (x,y) tais que x € A e x € B.

Observagao 1.1.2. Um par ordenado (x,y) é um conjunto formado por z
e y, no qual a posi¢ao dos elementos importa. Por exemplo, temos

(37_1) 7é (_173)7 (1-29)
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enquanto que

{3,—-1} = {-1,3}. (1.30)
No Python, escrevemos
1 from sympy import x*
2 A = (3, -1)
3 B = (-1, 3)
4
entao
1 In : A = (3, -1)
2 In B = (-1, 3)
3 In A == B
4 Out: False
5
Exemplo 1.1.8. Se

A={-3,-2 -1} 1.31)

B =1{0,1}, 1.32)
entao
Ax B=1{(-3,0),(-2,0),(—1,0),

No Python, temos

1 from sympy import *

2 A = FiniteSet(-3,-2,-1)
3 B = FiniteSet (0, 1)

4 C = ProductSet (A, B)

5

entao

In : (-3, 1) in C
OQut: True

W N =
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CAPITULO 1. NUMEROS REAIS 9

Ainda, podemos imprimir todos os pares ordenados de C' com o seguinte
coddigo
for i,p in enumerate(C):

print (p)

W N =

Verifique!

Exercicios

E.1.1.1. Considere o seguinte conjunto
D={.,-3,-2-1,0,1,2,3,...}. (1.34)

Em cada item, diga se é verdadeira ou falsa a afirmacao. Justifique cada
resposta.

a) —1eD
b) 1¢ D
c) =5¢D

d) V100 € D
e) D é um conjunto finito

E.1.1.2. Dado A = {1,2,{3,4},5}, determine se as seguintes afirmacdes
sao verdadeiras ou falsas. Justifique sua resposta.

a) {2,5} C A
b) {2,3} ¢ A
c) {3,4} C A
d) {3,4} € A
e) {2,{3,4}} Cc A
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1.1. CONJUNTOS NUMERICOS 10

E.1.1.3. Determine todos os subconjuntos de

{1,-1,2,-3} (1.35)

E.1.1.4. Responda cada um dos seguintes itens:
a) Quantos subconjuntos tem um conjunto de 5 elementos.
b) Quantos elementos tem um conjunto que contém exatamente 16 subcon-

juntos.

E.1.1.5. Sejam os seguintes conjuntos

C ={-4,2,-1,0,3} (1.36)
D ={5-3,2,—4} (1.37)

Determine os seguintes conjuntos:
a) CUD

b) CND

c) C—-D

d) D-C

e) CUD

fy DNY

E.1.1.6. Seja A um conjunto com 10 elementos e B outro com 25. Sabendo

que AN B tem 5 elementos, determine o nimero de elementos do conjunto
AUB.

E.1.1.7. Sejam A e B conjuntos quaisquer. Diga se é verdadeira ou falsa
cada uma das seguintes afirmagoes. Justifique sua resposta.

a) ACAUB
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CAPITULO 1. NUMEROS REAIS 11

b) ANBDA
c) AUBDB
d) AnNBCA
¢) AUBCB

f) (AUB)NA=1

E.1.1.8. Sejam os seguintes conjuntos

C ={-4,2} (1.38)
D ={5,—3,2,—4}. (1.39)

Determine o conjunto C' x D.

E.1.1.9. Justificando sua resposta, diga se é verdadeira a seguinte afirmagao.
Sex € Aey€ B, entdo (y,z) € Ax B.

1.2 Conjunto dos niimeros racionais

Nesta secao, vamos estudar alguns aspectos fundamentais sobre o conjunto
dos ntimeros racionais.

1.2.1 Numeros naturais

Os nuimeros naturais sao os nimeros de contagem

N=1{0,1,2,3,...}, (1.40)
onde as reticéncias denotam a sequéncia dos niimeros.
O conjunto dos ntimeros naturais pode ser construido dos axiomas de Peano®

a) todo niimero natural m tem um sucessor m + 1;

1Giuseppe Peano, 1858 - 1932, matemético italiano. Fonte: Giuseppe Peano
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b) nimeros que tém o mesmo sucessor sao iguais;
¢) 0 é o tnico nimero natural que nao é sucessor de nenhum outro;

d) Se um subconjunto A de niimeros naturais contém o 0 e contém o sucessor
de cada um de seus elementos, entdao A = N2

Observacao 1.2.1. No Python, o conjunto dos niimeros naturais é definido
por S.Naturals0. Por exemplo,

In : from sympy import =
In : 10 in S.NaturalsO
Out: True

In : -1 in S.NaturalsO
Out: False

CU b W o

Operacgoes de adicao e multiplicacao

Nos niimeros naturais m,n € N estdo bem definidas as operacoes usuais de:

a) adigao
m+n=m+1+1+---41 (1.41)
| —
b) multiplicagao
m-n=m+m+---+m (1.42)

n vezes

Exemplo 1.2.1. Vejamos os seguintes casos:

a) 2+1=3
b) 1+2=3
¢) 10+5=15
d) 3-2=6

2 Axioma do Principio da Inducéo.
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CAPITULO 1. NUMEROS REAIS 13

e) 2-3=6

No Python, + é o operador de adi¢do e * é o operador de multiplicagao. Nos
casos acima, temos

1 In : 2 + 1
2 Qut: 3

3 In : 1 + 2
4 OQut: 3

5 In : 10 + 5
6 OQut: 15

7 In : 3 *x 2
8 Qut: 6

9 In : 2 x 3
10 OQut: 6

Observacao 1.2.2. No Python, podemos definir uma variavel simbélica no
conjunto dos niimeros naturais como, por exemplo

1 from sympy import x*
2 m = Symbol('m', naturalO=True)
3

Propriedades das operacoes

Sendo m,n,p € N, temos ainda as seguintes propriedades fundamentais:
e 0 ¢é o0 elemento neutro da adigao

m+0=m. (1.43)

« comutatividade da adicao

m+4+n=n+m (1.44)

« associatividade da adicao
m+(n+p)=(m+n)+p (1.45)
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1.2. CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS 14
e 1¢é o elemento neutro da multiplicacao
m-1=m. (1.46)
o comutatividade da multiplicagao
m-n=n-m (1.47)
o associatividade da multiplicacao
m-(n-p)=(m-n)-p (1.48)

Observacao 1.2.3. No Python, podemos checar as propriedades acima. Por

exemplo,

1 from sympy import =x*

2 m, n, p = symbols('m, n, p', naturals0O=True)

com o que obtemos

OQut: True

W N =

In : m + (n + p) == (m + n) + p

Exemplo 1.2.2. Verificamos as propriedades acima para casos especificos.

a) Elemento neutro da adigao
54+0=5

b) Comutatividade da adicao

2+3=3+2

c¢) Associatividade da adigao

24+ (34+4)=2+7=9
(2+3)+4=5+4=9
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d) Elemento neutro da multiplicagao

3-1=3 (1.53)

e) Comutatividade da multiplicagao

5.2=2-5=10 (1.54)

f) Associatividade da multiplicagao

2.(3-4)=2-12=24 (1.55)
(2:3)-4=6-4=24 (1.56)

1.2.2 Numeros inteiros

O conjuntos dos niimeros inteiros é

Z=1{.,-3-2-1,0123,...} (1.57)

(13 7

Os nimeros com sinal negativo “—” sao definidos como sendo opostos aos
respectivos niimeros naturais. Mais precisamente, o oposto de um niimero
m é denotado por —m e é tal que

m+ (—m) = 0. (1.58)

Os ntimeros inteiros podem ser representados geometricamente como pontos
sobre uma reta. No centro, coloca-se o zero, a direita colocam-se os ntimeros
positivos em ordem e igualmente espacados. A esquerda do zero, colocam-se
os nimeros negativos, opostos aos respectivos nimeros positivos. Consulte a
Figura 1.1.

Figura 1.1: Representacao geométrica dos niimeros inteiros.
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Exemplo 1.2.3. Consideramos os seguintes casos:

a) —1 é o oposto de 1:
14+ (=1)=0 (1.59)

b) 2 é o oposto de —2:
—242=0 (1.60)

Os numeros inteiros contém os niimeros naturais, i.e.
N C Z. (1.61)

Ainda, as operagoes de adigao e multiplicagao podem ser imediatamente
estendidas para os nimeros inteiros, assim como suas propriedades de ele-
mento neutro, comutatividade e associatividade.

Operacao de Subtracao

Com a definicao de oposto, podemos definir a operagao de subtracgao de
dois ntimeros inteiros da seguinte forma

m—n=m+ (—n) (1.62)
=-—-n+m, (1.63)

sendo a operacao de adi¢ao definida usualmente.

Exemplo 1.2.4.

2—3=2+(-3) (1.64)
= 3+2=-1 (1.65)

No Python, esta operagao pode ser feita de forma usual

In : 2 - 3
OQut: -1

W N =

Observacao 1.2.4. No SymPy, o conjunto dos nimeros inteiros é definido
por S.Integers e uma variavel simbélica inteira pode ser definida com
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from sympy import x*
m = Symbols('m', integer=True)

W N =

Valor absoluto
Dada um ntmero p € Z, definimos o seu valor absoluto® pelo nimero

inteiro
_Jp ,p=0,
| —{ p p<0 (1.66)

Exemplo 1.2.5. Estudemos os seguintes casos:
a) 3] =3

b) |2 = —(-2) =2

c) [0[=0

Com o SymPy, podemos computar estes casos como segue:

>>> from sympy import x*
>>> Abs (-3)

3

>>> Abs (3)

3

>>> Abs (0)

0

U = W N =

N O

oo

Para qualquer p € Z, a operacao de tomar o valor absoluto de um nimero
tem as seguintes propriedades:

a) [p| >0
b) Ipl=0&p=0

c) |pl=|—0pl

3Também, chamado de médulo ou norma.
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d) pl<qge —qg<p<gq

e) [p| >q& —p< —qoup>q

1.2.3 Numeros racionais

O conjunto dos niimeros racionais é
_)r. *
Q—{q.pEZquZ}, (1.67)

sendo Z* = Z\ {0}. O quociente p/q ¢ definido como sendo o resultado da
operacao de divisao de p por ¢q. Mais precisamente,

Bzx@p:xw]. (1.68)
q

Observacao 1.2.5. Nao esta definida a divisao por zero! Note que nao

existe x tal que

Mesmo, 0/0 nao estd bem definido. Neste caso, temos uma indeterminagao
matematica, de fato ndo existe um tnico ntimero = tal que

0
6:x(:>0:0-x. (1.70)

A operagao de adigao fica assim definida

a ¢ a-d+b-c
T S L g 1.71
b b-d (1.71)
Exemplo 1.2.6.
2 3 2-4+3-5
T Lt 1.72
5+4 5-4 (7)
8+15
. 1.
50 (1.73)
23
— 1.74
50 (1.74)
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No Python, as operacgoes sdo realizadas no conjunto dos nimeros reais45 or
) )
padréo. Por exemplo,

1 In : 2/3
2 Qut: 1.5
3

Com o SymPy, podemos restringir a aritmética aos niimeros racionais, com

1 In : from sympy import S
2 In : S(2)/3

3 OQut: 2/3

4

No caso do exemplo acima, temos

In : S(2)/5 + S(3)/4
2 Out: 23/20
3

A operacao de multiplicagao fica definida por

C .
6 * 8 —_— m. (1-75)
Exemplo 1.2.7.
2 3 2-3
S 1.
5 2 5-2 (1.76)
3
= 1.77
Y (1.77)

No Python, temos

In : from sympy import S
In : S(2)/5 * S(3)/2
OQut: 3/5

4Introduziremos os niimeros reais na sequéncia.
5Mais precisamente, as operacdes sio realizadas em ponto flutuante. Para mais infor-
magobes, consulte aritmética de maquina.
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Observacgao 1.2.6.

NCZcCQ (1.78)
Isso segue do fato de que se m € Z, entao
m = % (1.79)

Os ntmeros racionais também herdam as propriedades de elemento neu-
tro, comutatividade e associatividade nas operagoes de adicao e multi-
plicacgao.

Operacao de Potenciacao

Outra operagao fundamental é a operacao de potenciagdo. A potenciacao
de um ntmero racional p/q # 0 por um nimero natural n é definida por

<P> _rr_P (1.80)
q q 4 q
—

n vezes

sendo (p/q)? = 1. Ainda, definimos o inverso de um ntimero racional p/q

por »
(Z) - Z. (1.81)

Mais precisamente, o inverso de um nimero x # 0 é denotado por 27! e é

tal que

vt =1, (1.82)
Com a escolha acima, vemos que (p/q)~! = ¢/p, pois
P 2_0r4 (1.83)
q p q-p
q-p
= = 1.84
i (1.84)
q p
_4.r 1.85
. (1.85)
—1-1=1. (1.86)

Exemplo 1.2.8. Verifiquemos os seguintes casos:
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a)

3\ 3 3 3

(5) =233 (1.87)
9 3
=13 (1.88)
:287 (1.89)
b)

28=2.2.2 (1.90)
—4.92 (1.91)
=38 (1.92)

(3)_1 _2 (1.93)

No Python, o operador de potenciagdo é x*. Os casos acima podem ser
computados como segue

In : from sympy import S

]

2 In : (S(3)/2)*x%3
3 Out: 27/8

4 In : 2%x%3

5 Qut: 8

6 In : (S(3)/2)*x*-1
7 Qut: 2/3

8

Observacao 1.2.7. Enquanto que para x # 0 temos 2° = 1, 0° ndo estd
bem definida! Trata-se de uma indeterminagao, conceito normalmente
introduzido em um curso de Calculo. Por outro lado, ha situagoes em que se
adota-se a convencao de que 0° = 1. Este é o caso da linguagem Python e
véarias outras. Em Python, temos

1 >>> 0x**0
2 1
3
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Sendo a,b € Q e n,m € N, temos as seguintes propriedades fundamentais
da operacao de potenciacao®:

e a =a

Observacao 1.2.8. As seguintes potenciagoes nao estao bem definidas:

« 307!

07! = % (1.94)

O simbolo 3 1é-se existe e o # 1&-se ndo existe.

« A 0°

0° =0t (1.95)
=0"-0"! (1.96)
i

=0 %/ (1.97)

Sobre este ultimo caso, lembre-se da Observacao 1.2.7.
Observacao 1.2.9. No SymPy, o conjunto dos niimeros racionais é definido
por S.Rationals e uma variavel simbdlica racional pode ser definida com

1 from sympy import =x*
2 a = Symbols('a', rational=True)

6Estas propriedades sdo vélidas desde que as operacdes estejam bem definidas. Por
exemplo, a segunda propriedade elencada somente é valida no caso de a # 0.
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Observacao 1.2.10. A representatividade de niimeros racionais nao é unica.

Por exemplo,

2 4 14 (1.98)
3 6 21 '

Isto nos motiva a introduzir o conceito de razao irredutivel. Dizemos que
p/q ¢ uma razao irredutivel, quando p e ¢ nao tém divisor comum’. Por
exemplo, 2/3 é uma razao irredutivel, enquanto 4/6 nao é, pois 4 e 6 tém 2
como divisor comum.

Exercicios

E.1.2.1. Sejam m,n,p,q € N. Argumente se sao verdadeiras ou falsas as
seguintes afirmagcoes:

a) m=0+m
b) m+ (n+p)=(n+p)+m

¢c) m+n+p=(n+m)+p

d) (m+n)+(g+p)=(m+p)+(g+n)
e) 1-m#m-1

f) (m-n) p=(n-p)-m

E.1.2.2. Sejam m,n,p,q € Z. Argumente se sao verdadeiras ou falsas as
seguintes afirmagoes:

a) n—p=p—n
b) (m—n)+p=(m+p)—n

c) —(—m)=m

E.1.2.3. O minimo miltiplo comum dos niimeros de dois nimeros intei-

"Um ntimero m € N* é divisor de n € Z, quando m/n € Z.
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ros ¢, d é denotado por mmc(c, d) e é o menor inteiro positivo que é multiplo
simultaneamente de ¢ e d. Sendo, ainda, a,b € Z e ¢,d # 0, Mostre que

a b a - mmc(c,d) +b- rnmcd(c,d)
4= = c
c d mmc(c, d)
Qual a vantagem em usar o mmc para calcular a soma de fragoes? No SymPy,
pode-se utilizar o método sympy.ilcm. Verifique!

(1.99)

E.1.2.4. Sejam p,q € Q, ¢ # 0, m,n € Z. Argumente sobre a veracidade
das seguintes afirmacoes.

a) qun — 27

b) <p> _r
q q

C) qu-n — %

E.1.2.5. 141 =17 Encontre o erro nos seguintes calculos:

a=b (1.100)
a® = ab (1.101)
a® — b = ab — b* (1.102)
(a+b)(a—b) =bla—>b) (1.103)
a+b="b (1.104)
Escolhendo, por exemplo, a =1 e b = 1, esta ultima fornece 1 + 1 = 1!

E.1.2.6. Seja p,q € Q. Mostre as seguintes propriedades:
a) [p| =0

b) |pl = | —pl

) Ipl<qe —q<p<q

d) [pl>q& —p<—qoup>gq
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1.3 Conjunto dos nimeros reais

1.3.1 Existéncia de nuimeros irracionais

Para introduzirmos os numeros reais, vamos fazer a tentativa de estender
a operacao de potenciacao para poténcias racionais. Mais especificamente,
vamos tentar determinar v/2, a qual é definida por

V2 =23 (1.105)

Assumindo validas as propriedades de potenciacao vista para nimeros raci-
onais, teriamos

(27) = 282 (1.106)
=2 =2, (1.107)

Sera que 23 ¢ um ntmero racional? Se fosse, entao existiria uma razao
. . 1
irredutivel® p/q tal que 22 =p/q, p € Z e q € Z*, com

<p>2 - (1.108)

q
<~
p2
i 2 (1.109)
=4
p?=2-¢ (1.110)

Logo, p? é um ndmero par’ e, portanto, p ¢ um ntmero par'®. Ou seja,

existiria m € Z tal que p = 2m. Mas, entao

(2-m)*=2-¢* (1.111)
=
4-m*=2-¢ (1.112)

8Sobre razdo irredutivel, consulte a Observacao 1.2.10.

9Ntmero multiplo inteiro de 2.

190 quadrado de um ntimero impar ¢ um nimero impar. Nimero impar é um ntimero
inteiro nao divisivel por 2.
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=
2-m? = ¢* (1.113)

Com isso, ¢* seria par e, portanto, ¢ deveria ser par. Isso ¢ uma contradicao,
por p/q é uma razao irredutivel. Logo, concluimos que

V24 Q. (1.114)

Assim sendo, dizemos que /2 é um ntimero irracional. Ou seja, nio é
racional! :D

Observacao 1.3.1. Uma aplicacdo em geometria. Observamos que v/2 é o
comprimento do lado do quadrado de drea 1. Ou ainda, v/2 é a hipotenusa
do triangulo retdngulo de catetos com comprimento igual a 1!

1.3.2 Fecho dos niimeros racionais

Mas entdo, como podemos calcular o nimero v/2? Bem, podemos aproximé-
lo usando o método babilénico. Observamos que v/2 é um nimero entre 1 e
2, exclusivamente. Vamos, entao, escolher como aproximacao inicial

3
To =5 = 1.5 (1.115)
Dai, calculamos uma nova aproximacao como
! ( 42 ) (1.116)
== 2o+ — .
! 2 0 i
1/3 2
==(=+5 1.117
(53) D
1/3 4
==(=4+= 1.11
2 (2 + 3) (1.118)
1 /79+8
=—-(— 1.119
(55 (1119
1 17
=—.— 1.120
5 (1.120)
17 _
=—=1,416 1.121
5= b (1.121)
Entao, analogamente podemos calcular uma melhor aproximagao com
! ( + 2) (1.122)
Tog = B T o .
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1 /17 2

12

577

~ 408

e assim sucessivamente. Estes nimeros racionais estao de fato se aproxi-
mando do valor de v/2. Notamos que

= 1,414215686274509803921 (1.124)

3 2
Ty = (2) =2,25 (1.125)
17\2 -
r] = (12> = 2,00694 (1.126)
577\ 2
s=(2) =2 1.12
x5 ( 408> , 000006 (1.127)

O método babilénico, nos mostra que v/2 pode ser calculado como o limite
de uma sequéncia de niimeros racionais. Ou seja, é sempre possivel escolher
um nimero racional que aproxime do valor de v/2 tdo bem quanto se queira.
No caso, basta iterarmos o método babilonico um niimero suficiente de vezes.

Neste caso, ainda dizemos que /2 pertence ao fecho dos niimeros racionais,
escrevemos

V2eQ. (1.128)

Mais precisamente, € Q quando sempre é possivel escolher um niimero
racional p/q € Q que aproxima o valor de x tdo bem quanto se queira.

O conjunto dos niimeros reais ¢ denotado por R e é tal que
R =Q. (1.129)

Ou seja, é a uniao dos nuimeros racionais com os numeros irracionais que
podem ser arbitrariamente aproximados por niimeros racionais.

Observacgao 1.3.2.
NCZcQcR (1.130)

Além disso, os niimeros reais herdam as operacoes e suas propriedades dos
nimeros racionais.

Exemplo 1.3.1. Consideramos os seguintes casos:
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a) todo nimero inteiro é um nimero real.
b) todo nimero racional é um nimero real.
¢) V3,v5,V7,- -+ sdo niimeros reais.
d) m=3,141592... ¢ um ndmero real.

O 7 é a area da circunferéncia de raio 1.

No Python, estes exemplos podem ser verificados com

>>> from sympy import x*

1

2 >>> S.Integers.is_subset (S.Reals)
3 True

4 >>> S.Rationals.is_subset (S.Reals)
! True

6 >>> sqrt(3) in S.Reals

7 True

8 >>> sqrt(5) in S.Reals

9 True

10 >>> sqrt(7) in S.Reals

11 True

12 >>> pi in S.Reals

13 True

De posse dos niimeros reais, vamos definir m-ésima raiz de um nimero z € R
por

/x =axm, (1.131)
sendo que quando m = 2, escrevermos simplesmente /x.
Observacgao 1.3.3.

vV—-1¢R (1.132)

De fato, seja

r=+v-1, (1.133)
entao

2= —1. (1.134)
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Entretanto, o quadrado que qualquer niimero real € um niimero nao negativo!
Ou seja, = ¢ R.

Mais geralmente, nao é niimero real a raiz de indice par de qualquer niimero
negativo.

1.3.3 Reta real

A reta real é uma representacao geométrica do conjunto dos nimeros reais
(Figura 1.2).

L3

w

]
)
I
)
|
[ =]
I
[
(o=
[a—
Laz | Em
%]
(W]
==

Figura 1.2: Reta real.

Tragamos uma reta horizontal e escolhemos um ponto como sendo a origem.
Neste ponto, marcamos a posi¢ao do ntimero zero. Usando um espagamento
fixo, posicionamos os nimeros naturais a direita do zero e de forma sucessiva.
Os numeros inteiros negativos sao posicionados a esquerda do zero, também
em posicoes sucessivas. Os nimeros racionais sao posicionados tomando as
fragdes do espacamento escolhido. A Figura 1.2 é um esboco da reta real.

Uma das propriedades notaveis dos niimeros reais é a chamada tricotomia,
i.e. um nimero real = é

 positivo (posicionado a direita da origem),
 zero (posicionado na origem), ou
» mnegativo (posicionado a esquerda da origem),

exclusivamente.
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1.3.4 Infinito

O infinito é denotado por oo e representa a nocao daquilo que nao tem fim.
Quando sem sinal, é interpretado na diregdo positiva (direita) da reta real.
Quando escrito —oo (lé-se menos infinito) é interpretado na diregdo negativa
(esquerda) da reta real. Nesta reta (Fig. 1.3), oo é representado por sua seta
a direta e —oo por sua seta a esquerda.

,x'!'

Figura 1.3: Reta real.

Observagao 1.3.4. oo nao é um nimero!

Sendo x ¢ um numero real, podemos inferir as seguintes propriedades para
qualquer dado x € R:

o too+ 1z =+00

e o0 Fxr =+00

e —00=-1-00

o z-(to0)==200,2>0
o z-(+o0) =Foo,x<0

o oot oo ==+

o (£00): (+o0) =0

e (£00) - (Foo) = —00
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Exemplo 1.3.2. Estudamos os seguintes casos:
a) 00+ 00 =00

b) —1:(—00) =0

c) 2+ (—o0) = -0

d) 0000 =00

e) —00 00 = —00

No Python, podemos verificar estas contas com os seguintes comandos:

1 >>> from sympy import x*
2 >>> o0 + o0o0
3 00

4 >>> -1 *x -o0o0
5} 00

6 >>> 2 % -00
7 -00

8 >>> 00 * o0
9 00

10 >>> -00 * 00
11 -00

12

No entanto, sdo consideradas indeterminagoes matematicas as seguintes
operacoes:

o I
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Observagao 1.3.5. Com o SymPy, as indeterminagoes sao marcadas como
nan!!' ou retornam erro. Por exemplo:

1 >>> from sympy import *

2 >>> 00 - 00

3 nan

4 >>> 0/0

5 Traceback (most recent call last):
6 File "<stdin>", line 1, in <module>
7 ZeroDivisionError: division by =zero
8

Atencao! FExcecgbes sdo os casos envolvendo poténcias de expoente 0, por
exemplo:

>>> 0*x%0
1

>>> 00**0
1

U W N

1.3.5 Intervalos de niimeros reais

Intervalos de niimeros reais sao conjuntos especiais e muito utilizados. Por
simplicidade, recebem uma notagao prépria. Para a,b € R, temos os seguin-
tes tipos de intervalos:

¢ Intervalo fechado

[a,b] ={r €eR: a <z <b} (1.135)

Do inglés, not a number.
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Figura 1.4: Representagdo geométrica de um intervalo [a, b].

o Intervalo semi-aberto a esquerda (semi-fechado & direita)
(a,b] ={z €R: a<xz<b} (1.136)

Figura 1.5: Representagao geométrica de um intervalo (a, b].

o Intervalo semi-aberto a direita (semi-fechado a esquerda)
[a,b) ={zx €eR: a <z <b} (1.137)

Figura 1.6: Representagao geométrica de um intervalo [a, b).

¢ Intervalo aberto
(a,b) ={r eR: a<xz<b} (1.138)

Figura 1.7: Representacao geométrica de um intervalo (a,b).
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Exemplo 1.3.3. Vamos estudar os seguintes casos:

a) —2 € [-3,1]
b) V2 ¢ (1,2)
) 2¢[-3,2)
d) m e (3,4]

e) [a,a] = {a}
f) [3,2] =0

g) (1,1) =0

Com o SymPy, podemos checar os casos acima usando o comando Interval.
Vejamos alguns dos casos acima:

1 >>> from sympy import x*

2 >>> -2 in Interval(-3, 1)

3 True

1 >>> sqrt(2) in Interval(1,3/2,

5 left_open=True, right_open=True)
6 True

7 >>> 2 in Interval(-3,2,right_open=True)
3 False

9 >>> Interval (3,2)

10 EmptySet

11

Ainda, temos os seguintes casos especiais

o Intervalos semi-limitados a esquerda

la,00) ={r€eR: a<z}(a,00)={xeR: a<z} (1.139)
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Figura 1.8: Representacao geométrica dos intervalos [a, o0) (acima) e (a, 00)
(abaixo).

o Intervalos semi-limitados a direita

(—oo,b] ={reR: z<b}(—o0,b)={x€eR: x<b} (1.140)

Figura 1.9: Representacdo geométrica dos intervalos (—oo,b] (acima) e
(—00,b) (abaixo).

¢ Intervalo ilimitado
(—00,00) =R (1.141)

L
W

Figura 1.10: Representagao geométrica dos intervalos (—oo, 00).
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Exemplo 1.3.4. Estudamos os seguintes casos:

a) 2 € [2,00)

b) 10° € (2, 00)

c) 1€ (—o0,1)

d) —10%3% € (=00, 1]

e) m € (—00,00)

Com o Python, podemos fazer estas verificacbes com os seguintes comandos:

1 >>> from sympy import x*
2 >>> oo in Interval(2,o00)
3 False

4 >>> from sympy import x*
5 >>> 2 in Interval(2,o00)

6 True

7 >>> 10*%6 in Interval (2, o0,
8 ... left_open=True)

9 True

10 >>> 1 in Interval(-oo, 1,
11 ... right_open=True)

12 False

13 >>> -10**308 in Interval(-oo, 1)
14 True

15 >>> pi in Interval(-oo, 00)
16 True

17

Exercicios

E.1.3.1. Verifique a veracidade de cada uma das seguintes afirmacoes.
Justifique sua resposta.

a) Se p, ¢ sd@o numeros pares, entdo p + ¢ é um ndimero par.
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b) Se p,q sdo nmeros impares, entdo p + 1 é um ndmero impar.
¢) Se p é nimero par e ¢ é nimero impar, entdo p + ¢ é nimero impar.
d) Se p é nimero par e ¢ é niimero impar, entao p - ¢ é nimero impar.

e) Se p,q sdo nimeros impares, entao p - ¢ é nimero mpar.

E.1.3.2. Mostre que /3 € Q.

E.1.3.3. Um ntmero primo p tem somente quatro divisores £1, +p e ¢é
tal que p # 0 e p # +1. Faga a decomposicao em fatores primos dos
seguintes nimeros'?.

d) 2205

E.1.3.4. Encontre o resultado e faga a representacao grafica em cada um
dos seguintes itens.

1. (—=1,2]U[-1,0]

2. [2,4)N[4,5)
-2,2)N[-1,1)

(
4. (—00,1) U0, 00)
(

ot

1,1 U1}

E.1.3.5. Verifique a veracidade de cada uma das seguintes afirmacoes.

2Dica: consulte o método sympy.factorint.
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Justifique sua resposta.
a) V2+v3=15

b) Vi+2=4

) V2-V14=2V7

a9 (V2)!) = V2

e) V22 =V23

E.1.3.6. Mostre que'® V22 = |z|.

Blz| =2, 2 > 0e || = —x, caso contrério.
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Capitulo 2

Equacoes e inequacoes

[Video] | [Audio] | [Contatar]

2.1 Equacoes

Uma equagao é uma declaracao de que duas expressoes sao iguais. Escreve-
mos
Eesq = Egir (21)

para estabelecer que a expressao a esquerda Eegq ¢ igual a expressao a direita
Edir-

Exemplo 2.1.1. Estudemos os seguintes casos:

a) 22 =4

No Python, podemos declarar as equagoes com a funcao https://docs.
sympy .org/latest/modules/core.html?highlight=equality#sympy.core
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.relational.EqualityEq. Os casos sao implementados como segue:

1 >>> from sympy import x*
2 >>> Eq(2%%2, 4)

3 True

1 >>> x = Symbol('x"')

5 >>> Eq(2xx - 1, 0)

6 Eq(2*x - 1, 0)

7 >>> y = Symbol('y')

8 >>> Eq(exp(x+y), exp(x)*exp(y))
9 Eq(exp(x + y), exp(x)x*exp(y))
10 >>> Eq((x*x2-1)/(x+1), x-1)

11 Eq((x**x2 - 1)/(x + 1), x - 1)
12
2.1.1 Solucao de uma equagao

Equacao é uma poderosa ferramenta matematica para impor uma condigao
sobre uma ou mais incégnitas (ou variaveis). Por exemplo, quando escre-

VEmos
2% =4 (2.2)

estamos impondo que a incognita x seja aquela a satisfazer esta equagdo. No
caso, v = 2 satisfaz a equacao, pois ao substituirmos = por 2 nela, obtemos

P =4<4=4 (2.3)

Usualmente, dizemos que x = 2 é solugao da equacao. O procedimento
de encontrar a(s) solugdo(des) de uma equagao é chamado de resolugao da
equacao, i.e. o procedimento de resolver a equacao.

Observacgao 2.1.1. Uma equagao pode ter uma tnica solugado, varias solu-
¢oes, infinitas solugoes ou nenhuma solugao.

Exemplo 2.1.2. Estudemos os seguintes casos:
a) x —1 =0 tem solugdo tnica = = 1.

b) y* —1 =0 tém solugdes y = —1 ou y = 1.

¢) z° = —1 ndo tem solugao.
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d) (u+1)? =u?+ 2u + 1, qualquer u € R é solugao.

No Python, podemos resolver estas equagdes com o comando solve ou solve-
set. Estudemos as seguintes entradas e saidas:

>>> from sympy import x*

>>> x = Symbol('x', real=True)
[1]

]
2
3 >>> solve(x-1, domain=S.Reals)
4
5

! >>> solveset(x-1, domain=S.Reals)
6 FiniteSet (1)

7 >>> y,u = symbols('y,u', real=True)

8 >>> solve(y**2-1, domain=S.Reals)

9 [-1, 1]

10 >>> solve (Eq(x**2, -1), domain=S.Reals)

11 (]

12 >>> solveset (Eq(x**2, -1), domain=S.Reals)

13 EmptySet

14 >>> solveset (Eq((u+1) *x2, ux*2 + 2*u + 1),
domain=S.Reals)

15 Reals

16

Nao existe um procedimento tinico para a resolucao de equagdes em geral.
Em sintese, a resolucao, quando possivel, é obtida da aplicacdo das seguintes
propriedades. Sendo E1, FE» e E3 expressoes matematicas, temos

e Simetria
E, =E,
& (2.4)
Ey, = Ey
o (Cancelamento por adicao
El — E2
& (2.5)

E1—|—E3:E2+E3
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« Cancelamento por multiplicacao’

Ei=F,
& (2.6)
Ey-FE3=F,-E3

As operagbes acima reescrevem a equacgao original Fy = FE, em equagoes
equivalentes, i.e. equagoes que tém as mesmas solugoes.

Exemplo 2.1.3. Estudemos os casos a seguir.

a)

—1l=z (2.7)
r=—1 (2.8)
b)
r—2—1 (2.9)
T 242 = 142 (2.10)
r=3 (2.11)
c)
20 — (2.12)
Lop=Ly (2.13)
1.z=2 (2.14)
z =2 (2.15)

2.1.2 Equacoes lineares

Equagao algébricas lineares de uma incégnita sao aquelas que podem ser

escritas na seguinte forma
ar +b=0, (2.16)

1Somente no caso de F5 € R*
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onde, sdo conhecidos (dados) os coeficientes a € R* e b € R. Sua resolugio

pode ser feita da seguinte forma

ar+b=0
ar +b—b=0-b

ar = —b

Exemplo 2.1.4. Vamos resolver
20 —4=5—-=x
Esta é uma equacao linear, pois

20 —4-5=5—-x-5

20 —9=—zx
r+2r—9=x—=z
3r—9=0
Logo, a solugao é
9
=—-=3.
T3

No Python, podemos resolver esta equagao com

>>> from sympy import x*

[3]

U = W N =

>>> x = Symbol('x', real=True)
>>> solve(Eq(2*xx - 4, 5 - x),

domain=S.Reals)
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2.1.3 Equacao quadratica

Uma equagao algébrica quadratica de um incégnita é aquela que pode ser
escrita na forma
az® +br +c=0, (2.30)

coma € R eb,celR.

Para resolver tal equacao, vamos, primeiro, lembrar que
(a+b)? = a*+ 2ab + b*, (2.31)

para quaisquer a,b € R. A ideia é usar desta identidade?® para reduzirmos
a equacao em duas equagoes lineares.

Comegamos reescrevendo (2.30) da seguinte forma

ar® + bx + c—c = 0—c (2.32)
az® 4+ br = —c (2.33)
1 1
24 phy) S = —c = 2.34
(ax + x) - e (2.34)
b
2?4 g == (2.35)
a a

Agora, vamos completar os quadrados do lado direito para usarmos a
identida (2.31). Fazemos

b b2 c [(b\°
2
Z ) =24 (= 2.
. +ax+(2a) a+(2a) (2.36)
b\> c b2
i I 2.
(:c—l— 2a> a+4a2 (2.37)

b\° b — dac

Agora, extraimos a raiz quadrada de ambos os lados da equacao®

\ <x+i>2—\/lﬂ;ﬁac (2.39)

?Identidade é o nome dado a uma equacio que é satisfeita para todos os possiveis
valores de sua(s) incégnita(s).

Va2 = |z|.
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b V0% — 4ac
— | =|— 2.40
T 2a ‘ 2a ‘ ( )
Dai, seguem as seguintes equacoes lineares
b V0% — dac
—_— = 2.41
Sl 2a 2a ( )
ou
b? — 4ac
— = — 2.42
v 2a 2a )
(2.43)
Equivalentemente, escrevemos
b Vb2 —4
o4 — =g (2.44)
2 2a
Por fim, isolamos x co
b Vb2 —4
p = g YT R (2.45)
2a 2a
donde temos a chamada Férumla de Bhaskara®
—bt Vb2 —4
v = a@. (2.46)
2a
Exemplo 2.1.5. Vamos resolver
vt =1+ 2. (2.47)
Esta é uma equagao quadratica, pois
?—r—-2=2+2-2—2 2.48)
2 —x—2=0. 2.49)
Logo, da Férmula da Bhaskara (2.46), obtemos
—(=1) £ /(-1)2—4-1-(-2
_EnEYEY (-2) 2.50)

2-1
4Bhaskara Akaria, 1114 - 1185, matematico indiano. Fonte: Wikipédia.
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2.51
g (251)
1++v9
_ 2\[ (2.52)
1+3
2
Donde,
1-3
= - 2.54
=1 (2.54)
—2
= 2.55
x 5 )
x=-1 (2.56)
ou
143
_ e (2.57)
2
4
= _ 2.58
v= 7 (259)
z =2 (2.59)
Concluimos que a equagao tem solugbes © = —1 ou = = 2.

No Python, podemos resolver esta equacao com

1 >>> from sympy import x*

2 >>> x = Symbol('x', real=True)

3 >>> solve (Eq(x**2, x + 2), domain=S.Reals)
4 [-1, 2]

5

2.1.4 Equacoes exponenciais

Um equagao exponencial é aquela em que a incognita aparece como expoente
em um ou mais termos. Tais equacgdes nao tem formato tinico, nem proce-
dimento geral de resolugao. Quando possivel, a ideia é reescrever todos os
termos da equagao em uma base comum.

Observacao 2.1.2. Lembramos que’:

5Quando bem definido.
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e b=V r=y

o TV =T

. bmy — (bm)y
1

L] b_x = —
bx

(] bi = \y/b_x
Exemplo 2.1.6. Vamos resolver
5713 = 25, (2.60)

Para resolver esta equacao, vamos escrever 25 como poténcia de 5, i.e.

25 = 5°. (2.61)
Logo, a equacao ¢ equivalente a

5718 = 52 (2.62)
donde

r+3=2 2.63)

=-1 2.64)

Ou seja, a solucao é x = —1.
No Python:
1 >>> from sympy import x*
2 >>> x = Symbol('x', real=True)
: >>> solve (Eq(5**x(x+3), 25), domain=S.Reals)
4 [-1]

1

©

Exemplo 2.1.7. Vamos resolver
573 = 57 4 20. (2.65)
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Notamos que esta equagao é equivalente a
5°.5% = (5%) 7 4 20. (2.66)
Fazemos, entao, a seguinte mudancga de variavel
y =5". (2.67)
Com isso, a equagao se resume a
y-5 =y ' +20 (2.68)

Resolvemos esta equagao como segue

1
125y = — + 20 (2.69)

y
125y = 1 + 20y (2.70)
125y° —20y — 1 =0 (2.71)

Usando a féormula de Bhaskara, obtemos

20 4 /202 — 4125 - (—1)

_ 2.72

y 2125 (2.72)
20 4+ /900

_ = VI 2.

Yy 550 (2.73)
20 — +30

_ V=550 2.74

Y 550 (2.74)

Ou seja, y = —1/25 ou y = 1/5. Observando que y = 5% e, portanto positivo,
temos

5 == 571 (2.75)
Concluimos que z = —1.
No Python:
1 >>> from sympy import x*
2 >>> x = Symbol('x', real=True)
3 >>> solveset (Eq(5*x*x(x+3), 5*xx(-x) + 20),
domain=S.Reals)
4 [-1]

!
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Exercicios

E.2.1.1. Calcule a solucao das seguintes equagoes:

a) t—2=0
b) 3—x=1
c) 0=—-1+4z
d) V2-2=0

E.2.1.2. Calcule a solucao das seguintes equagoes:
a) 2r —3 =2
b) 2r —3=2—=x

c) x—3=2+2z

E.2.1.3. Calcule a solucao das seguintes equagoes:
c) 2=0

c) 2 +4=0

c) 2 +4x+4=0

c) 2 —16=0

c) ?+x—-2=0

c) 20 — 6+ 2= —a? — 2

E.2.1.4. Calcule a solucao das seguintes equagoes:

1. 3* =27
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2.2=2.2*-1

3. 4" =2-2"

E.2.1.5. Calcule a solucao da seguinte equacao

vt =202 +1=0 (2.76)

2.2 Inequacoes

Uma inequagao é uma sentenca matematica que expressa uma relacao de de-
sigualdade entre duas expressdoes matematicas. Sao exemplos de inequagoes

FEesq # Fair (2.77)
Eesq < Eair (2.78)
FEesq < Eair (2.79)
Eesq > Ean (2.80)
Eesq 2 Eaix (2.81)

Assim como equagoes, inequagoes sao usadas para descrever propriedades ou
restrigoes sobre uma ou mais incognitas. Neste caso, a solugao é o conjunto
de valores que a incognita pode assumir de forma a satisfazer a inequagao.

Exemplo 2.2.1. Sao exemplos de inequacoes envolvendo incognitas:

a) Inequacao de primeiro grau

20 +3>5 (2.82)
b) Inequagao de segundo grau
?<x-3 (2.83)
¢) Inequagao racional
2z + 3 5
> 2.84
¥ T x-3 (2:84)
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Nao existe um procedimento geral para calcular a solugao de uma inequacao,
mas o chamado estudo de sinal pode ser uma estratégia adequada em varias
situagoes. Na sequéncia, vamos aplica-la na resolucao de algumas inequacoes.

2.2.1 Inequacgoes de primeiro grau

Inequacgoes de primeiro grau sao aquelas em que a incognita aparece apenas
na poténcia 1. Ou seja, qualquer inequacgao que possa ser escrita na seguinte
forma

az+b =0, (2.85)
onde a,b € R, a # 0, sdao coeficientes/parametros dados e x é a incégnita.

Para resolvé-la, podemos usar o estudo de sinal da expressao® az +b. Para
que seja nula, temos

b
ax+b:(){:)x:—a (2.86)

Com isso, observamos que no caso de a > 0, temos que

b
x> — — = ax + b>0 (2.87)
a
¢ b
r< — — = azr + b<0. (2.88)
a
Consultemos a Figura 2.1.
_|_

v

&

Figura 2.1: Representacao geométrica do estudo do sinal de ax + b, com
a > 0.

Agora, no caso de a < 0, temos

b
r> =~ = az + b<0 (2.89)

6Lembremos a tricotomia dos ntimeros reais. Consulte a Subsecio 1.3.3.
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b
r< — — = ax + b>0. (2.90)
a

Consultemos a Figura 2.2.

&
w

+ b

Figura 2.2: Representacao geométrica do estudo do sinal de az + b, com
a < 0.

Exemplo 2.2.2. Vamos resolver
44> —x (2.91)

Primeiramente, vamos reescrever a inequagao no formato da (2.85). Para
tanto, calculamos

44 24z > —z+x (2.92)
4+22>0 (2.93)
20 +4>0 (2.94)
+
= ® >

Figura 2.3: Estudo do sinal de 2z + 4.

Agora, fazemos o estudo de sinal de 2z + 3. Temos
2 +4=0=>2=-2 (2.95)

Dai, segue que
r>-2=2r+4>0 (2.96)
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T<-2=22+4<0 (2.97)

Consulte a Figura 2.3. Logo, concluimos que a solucao é = € [—2, 00).

Com o SymPy, podemos computar a solugao deste problema com os seguintes
comandos

>>> from sympy import x*

1

2 >>> x = symbols('x")

3 >>> solve_univariate_inequality(4 + x >= -x, X
)

4 (-2 <= x) & (x < o00)

Em alguns casos, é possivel calcular a solugdo apenas a partir de manipula-
¢oes algébricas.

Exemplo 2.2.3. Vamos resolver
—2xr <4 (2.98)

Comecamos multiplicando ambos os lados da inequacao por —1 para obter-

ITlOS7

20 > —4 (2.99)
Agora, multiplicamos por %, como segue
1 1
=2 —-(—4 2.1
5 2% > 5 (—4) (2.100)
x> —2 (2.101)

Donde, temos a solugdo = € (—2, 00).

Verifique usando o SymPy!

2.2.2 Produtos ou quocientes

Inequagoes envolvendo produtos ou quocientes de expressoes de primeiro grau
podemos ser resolvidas fazendo-se o estudo de sinal.

"Notemos que a desigualdade se inverte ao multiplicarmos a inequacdo por um niimero
negativo.
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Exemplo 2.2.4. Vamos resolver

(z—1)(2—2) < 0. (2.102)
:_1 - é}l + EE + X
% 1 & >
X =3 + L=
) Tl I .
1 1

Figura 2.4: Estudo do sinal de (z — 1)(2 — z).

Para tanto, fazemos os estudos de sinais do primeiro fator (x — 1) e do
segundo fator (z + 1). Em seguida, fazemos o estudo de sinal do produto
(x — 1)(z + 1). Neste caso, obtemos a Figura 2.4. Com isso, temos que a
solugdo é x € (—o0,1) U (2, 00).

Verifique usando o SymPy!

No caso de quocientes, devemos nos atentar para o fato de que o denominador
nao seja nulo.

Exemplo 2.2.5. Vamos resolver

> 0. (2.103)
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(i}

(==

j_l - il + ' 2 + .
= | O =
X — | + : _
= o O >
I I
I I

Figura 2.5: Estudo do sinal de (x — 1)/(2 — ).

Para tanto, fazemos os estudos de sinais do primeiro fator (z — 1) e do
segundo fator (z 4+ 1). Em seguida, fazemos o estudo de sinal do quociente
(x — 1)(z + 1). Neste caso, obtemos a Figura 2.5. Com isso, temos que a
solucdo é = € [1,2).

Verifique usando o SymPy!

Exercicios

E.2.2.1. Resolva as seguintes inequacoes

a) xt—1<0
b)2—x2>0
c) 2—2x>5

d) 3r+2<3-=x

E.2.2.2. Resolva as seguintes inequagoes
L. (x—=2)(x+1)>0
2. (z—2)(1—2)>0
3. (z—2)(1—2)<0
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4. (5 —2)(1—32) <0

E.2.2.3. Resolva as seguintes inequagoes
. (x—=2)/(x+1)>0
2. (z—=2)/(1—2)>0
3. (z—2)/(1—2)<0

4 (52 —2)/(1—32) <0

E.2.2.4. Resolva a seguinte inequacao

2 —4 <0 (2.104)

E.2.2.5. Resolve a seguinte inequacao

224 —2
T+ 2

> () (2.105)
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Capitulo 3

Funcoes

3.1 Definicao e Grafico de Funcoes

[Video] | [Audio] | [Contatar]

3.1.1 Definicao
[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

Uma fungao de um conjunto D em um conjunto Y é uma regra que associa
um unico elemento y € Y a cada dado elemento x € D. Costumeiramente,
identificamos uma funcao por uma letra, por exemplo, f e escrevemos

[ D=Yy=f(r) (3.1)

para denotar que a fungao recebe valor de entrada em D e fornece valor de
saida em Y, seguindo uma regra de associagao preestabelecida y = f(x).
Usualmente, D é chamado ¢ conjunto de entrada e Y de conjunto de
saida.

Observacgao 3.1.1. No Python, podemos definir uma func¢ao abstrata f com
o seguinte codigo

1 from sympy import =x*
2 f = Function('f')
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o8

3

Para restringirmos o conjunto de saida aos ntimeros reais, usamos

1 f = Function('f', real=True)
2

Exemplo 3.1.1. Consultemos os seguintes exemplos:

a) f:R—R y=2x—-1

A funcéo f toma valor de entrada x no conjunto dos nimeros reais D = R
e fornece o valor de saida y = 2x — 1, também no conjunto dos niimeros
reais Y = R. A regra de associagao é y = 2x —1. Seguem alguns exemplos

de aplicagao:

No Python, podemos definir esta func¢ao com o seguinte codigo
from sympy import x*
x = Symbol('x', real=True)
f = Lambda(x, 2*x-1)

Com isso, temos

1 In : f(x)

2 Out: 2xx - 1

3

4 In : f(-1)

5 Qut: -3

6

7 In : f(sqrt(2))

8 Out: -1 + 2x%sqrt(2)

10 In : z = Symbol('z', real=True)
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11 In : f(z)
12 OQut: 2%z - 1
13

1
b) 912 Qy=-

A funcgdo g toma um valor de entrada em D = Z e fornece o valor de

saida y = — no conjunto dos numeros racionais Q. A regra de associacao
x

¢ y = —. Segue alguns exemplos de aplicagao:
x

o) -+ (3.9)

1 1
9(=5)=—=—¢ (3.7)
g(u) = i u € 7 (3.9)

No Python, podemos definir esta fungdo com o seguinte c6digo
from sympy import =x*
x = Symbol('x', integer=True)
g = Lambda(x, 1/x)

S N

Com isso, temos

1 In : g(x)
2 OQut: 1/x
3

A In : g(2)
5 OQut: 1/2
6

7 In : g(-5)
8 Qut: -1/5
9

10 In : u = Symbol('u', integer=True)
11 In : g(u)
12 Qut: 1/u
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13

Observagao 3.1.2. Ao longo do texto, vamos assumir que as fungoes sao
definidas de R — R, salvo explicitamente escrito diferente. Assim sendo,
vamos passar a usar a notacao simplificada

frxz— f(x). (3.9)
Mais ainda, as fungoes serao descritas diretamente de suas regras associacao.

Observacao 3.1.3. No SymPy, as computagoes sdo realizadas no conjunto
dos niimeros complexos. Portanto, deve-se tomar alguns cuidados na inter-
pretacao dos resultados. Por exemplo, v—1 € R e com o SymPy, temos

1 In : from sympy import
2 In : sqrt(-1)

3 Qut: I

1

onde, I denota o nimero imaginario ¢ = /—1.

3.1.2 Dominio e Imagem
[Video] | [Audio] | [Contatar]

O conjunto D de todos os possiveis valores de entrada da fungdo é chamado
de dominio. Em notacao de conjunto, escrevemos

Dy:={xeD: f(x)eY}, (3.10)

i.e. o dominio de f, denotado por Dy, é o conjunto de todos os valores z € D,
tal que f(z) € Y

Exemplo 3.1.2. Estudemos os seguintes casos.
a‘) fix’—>f($)792$2

Observamos que, dado qualquer valor de entrada z € R, 22 est4 definido
e é, também, um ntmero real. Desta forma, a funcao f esta definida para

1O valor de saida f(x) pertence ao conjunto Y.
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todo x € R, i.e.
D; =R. (3.11)

Neste caso, dizemos que f estd definida em toda parte.

b) 9w gla)y =
Lembramos que a divisdo por zero nao esta definida. A expressao 1/x
estd definida para todo niimero real nao nulo, i.e. z € R\ {0}. Logo, o
dominio de g ¢

D, =R\ {0}. (3.12)
Equivalentemente, escrevemos que g esté definida para todo x € (—o0, 0)U
(0, 00), ou ainda, simplesmente para todo x # 0.

c) y=+v1—2a?

A partir da regra, entendemos que y é fungao de x, i.e. y — y(z). Aqui,
observamos que a raiz quadrada esta definida apenas para nimeros reais
nao negativos. Logo, esta funcao estd definida para z tal que

1—-22>0 (3.13)
—? > —1 (3.14)

22 <1 (3.15)
1<z <1 (3.16)

Concluimos que seu dominio é z € (—1,1).

Dada uma fungao f : D — Y, o conjunto de todos os valores f(z) € Y tal
que x € D é chamado de imagem da fun¢ao. Em notacao de conjunto, temos

Iy={yeY: y=f(x) Nz e D}, (3.17)

i.e. o conjunto de todos os valores y € Y tal que y = f(z) e z € D.
Exemplo 3.1.3. Estudemos os seguintes casos.
a) f:R—Ry=a%

Observamos que para qualquer ntimero real x, temos y = x? > 0. Além
disso, para cada nimero real nao negativo y, temos que

r=/y (3.18)
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2 = (V) (3.19)
y = a° (3.20)

Logo, concluimos que a imagem de f é
I} =R, (3.21)

i.e. o conjunto de todos os y > 0.

b) y=1/ax:

Primeiramente, observemos que se y = 0, entao nao existe nimero real
tal que 0 = 1/x. Ou seja, 0 ndo pertence a imagem desta fungdo. Por
outro lado, dado qualquer niimero y # 0, temos que

(3.22)

(3.23)

Logo, concluimos que a imagem desta funcao é o conjunto de todos os
nimeros reais nao nulos, i.e. (—oo,0) U (0, 00).

c) y=+v1—z%

No Exemplo 3.1.2, vimos que esta funcao esta definida apenas para —1 <
x < 1. Desta forma, temos que

< (3.
0<vV1—-22<1 (3.25)
Ou seja, a imagem desta fungdo é o intervalo [0, 1].

Observagao 3.1.4. Em aplicagdes, o dominio e imagem de fung¢oes tam-
bém ficam restritos a modelagem do problema. Por exemplo, pela Lei geral
dos gases, o produto da pressao P pelo volume V' de uma gas é funcao da
temperatura T como segue

K

= v .
onde Vj é o volume dado do gas e K > 0 é uma constante que depende do
gas. A temperatura é dada em Kelvin, logo T' > 0. Entendendo a pressao P

P T, (3.26)
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como funcao de T, temos que o dominio é Ty < T < T}, onde Ty é a menor

temperatura que o gas admite e T} é a maior temperatura que o gas admite.
. : s K K

A imagem ¢, entdo, 3+To < P < +T1.

3.1.3 Grafico

O grafico de uma funcao f é o conjunto dos pontos ou pares ordenados
(z, f(x)) tal que x pertence ao dominio da funcao. Mais precisamente, para
uma funcao f: D — R, o grafico é o conjunto

Gr={(z,f(x)) eDxY: z € D} (3.27)

O esbogo do grafico de uma funcao é, costumeiramente, uma representacao
geométrica dos pontos de seu grafico em um plano cartesiano.

Exemplo 3.1.4. Na sequéncia, temos os esbogos dos graficos de fungoes
selecionadas.

a) f(z) =2’

=

-2.0 -1.3 -1.0 —05 00 0.5 Lo L5 2.0
T

Figura 3.1: Esboco do gréifico de f(z) = 22

Com o SymPy, podemos plotar este grafico com o seguinte cédigo.
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from sympy import x*
x = Symbol('x', real=True)
plot (x**x2, (x,-2, 2))

S N

2+
L

T T & T T T 1
—1.0 —0.5 0jo 0/5 Lo 15 2.0

1
Figura 3.2: Esbogo do grafico de y = —.
x

Com o SymPy, podemos plotar este grafico com o seguinte cddigo

1 from sympy import =*

2 x = Symbols('x', real=True)

3 plot(1/x, (x,-2, 2), ylim=[-6, 6])
4

c) y=+v1—2z?
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—1oo —075 —0l50 —0l25  0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
T

Figura 3.3: Esboco do grafico de y = v/1 — 2.

Com o SymPy, podemos plotar este grafico com o seguinte cédigo

from sympy import x*
x = Symbols('x', real=True)
plot (sqrt (1 - xx**2), (x, -1, 1))

- W N =

3.1.4 Categorias de Funcoes
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Funcgoes Algébricas

Funcoes algébricas sdo funcgoes definidas a partir de somas, subtracoes,
multiplicagoes, divisdes ou extragao de raizes de funcoes polinomiais. Fun-
¢Oes polinomiais e as fungoes algébricas derivadas sao estudas nas proximas

secoes.
Exemplo 3.1.5. Sao exemplos de fungoes algébrigas:
a) f(z) =2
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b) g(x) =2z —1
c) hir)=2—2°+2

w? +2u+1
u—1

e) y=2"—vz—1

d) fi(u) =

Funcoes Transcendentes

Funcoes transcendentes sao fungoes que nao sao algébricas. Como exem-
plos, temos as fungoes trigonométricas, exponencial e logaritmica, as quais
sao introduzidas nas proximas secoes.

Exemplo 3.1.6. Sao exemplos de fungoes transcendentes:
a) f(z)=e™”
b) y = log,(2z — 1)

¢) g(v) =sen(v) — cos(v)

d) h(u) = arctg(u)

Funcgoes Definidas por Partes

Funcgoes definidas por partes sao fungoes definidas por diferentes expres-
soes matematicas em diferentes partes de seu dominio.

Um exemplo fundamental de funcao definida por partes é a funcao valor
absoluto?

T ,x >0
|| —{ 2 <0 (3.28)

Vejamos o esboco do seu grafico dado na Figura 3.4.

2Esta funcdo também pode ser definida por |z| = v22.
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Y

y = |z

2.0
154
10

.57

a0
T T T L*A v ]

=057

—1.07

Figura 3.4: Esbogo do gréfico da fungao valor absoluto y = |z|.

Com o SymPy, a func¢ao valor absoluto é definida por abs() ou Abs(). Por
exemplo, temos

1 In : from sympy import x*
2 In : abs(-1)
3 QOut: 1

Use o SymPy para plotar o grafico da funcao valor absoluto! Verifique com
a Figura 3.4.

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.3.1.1. Determine o dominio e a imagem da funcao identidade, i.e. f(z) =
x. Entao, faga o esbogo de seu grafico.

E.3.1.2. Determine o dominio e a imagem da fungao f(r) = 2%+ 1. Entéo,
faga o esbogo de seu grafico.
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E.3.1.3. Determine o dominio e a imagem da fun¢ao f(z) = 1 —z?. Entao,
faca o esboco de seu grafico.

E.3.1.4. Determine o dominio e a imagem da funcao

h(z) = —2. (3.29)

rz—1

Entao, faca o esboco de seu grafico.

E.3.1.5. Determine o dominio e a imagem da fungao valor absoluto.

3.2 Funcao Afim

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Uma fungao afim é uma funcao da forma
f(z) = mx + b, (3.30)

sendo m e b pardmetros® dados. O pardmetro m é chamado de coeficiente angular
e o parametro b é chamado de coeficiente constante®.

Quando m = 0, temos uma fungao constante f(x) = b. Esta tem dominio
(—00,00) e imagem {b}. Quando b = 0, temos uma fungao linear f(z) = muz,
cujo dominio é (—o0, 00) e imagem ¢é (—o0, 00).

De forma geral, toda funcao linear com m # 0 tem (—o00,00) como dominio
e imagem.

Exemplo 3.2.1. A Figura 3.5 mostra esbogos dos graficos das fungoes afins

flz) =-=5/2, f(x) =2e f(z) =2z — 1.

3ndmeros reais.

4Mais corretamente, coeficiente do termo constante.
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Y

Figura 3.5: Esbogos dos graficos das fungoes afins y = —5/2, y =2 ey =
2z — 1 discutidas no Exemplo 3.2.1.

Com o SymPy, podemos plotar o grafico mostrado na Figura 3.5 com o
seguinte codigo:

1
2
3

4

7

from sympy import x*

X:

p:
show=False)

q = plot(2,

False)

p-extend (q)
q =
show=False)
p.extend (q)
p[0].label
p[1].label
p[2].1label
p.-legend =
p.show ()

plot (2*x-1,

(x,

Symbol ('x"')
plot (-5/2,

(X,_2,2):

-2,2),

(X’_2’2);

n$y=_5/2$u
n$y=2$u
n$y=$n

True

line_color="red",

line_color="blue",

line_color="green",
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O lugar geométrico do grafico de uma fungao afim é uma reta (ou linha). O
coeficiente angular m controla a inclinacdo da reta em relacdo ao eixo z°.
Quando m = 0, temos uma reta horizontal. Quando m > 0 temos uma reta
com inclinagao positiva (crescente) e, quando m < 0 temos uma reta com
inclinacao negativa.

Exemplo 3.2.2. A Figura 3.6 mostra esbogos dos graficos das fungoes li-
neares fl(x) = %ZL’, f2(‘r) = T, f3<1’) = 21’, f4<1’) = —25(], f5(.’['> = —Tre
fo(x) = —%x.

Figura 3.6: Esbocos dos graficos das fungoes lineares discutidas no Exemplo
3.2.2.

Verifique, plotando os graficos com o SymPy!

5eixo das abscissas
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fl)y=mz+0b

YWh-————————————

AN RERRNREAES" . BH AR

X e

Figura 3.7: Declividade e o coeficiente angular.

A inclinacdo de uma reta é, normalmente, medida pelo angulo de decli-
vidade (veja a Figura 3.7). Para definirmos este angulo, sejam (zo, o)
e (x1,11), To < x1, pontos sobre uma dada reta, grafico da fungdo afim
f(x) = mx +b. O angulo de declividade (ou, simplesmente, a declividade)
da reta é, por defini¢ao, o dngulo formado pelo segmento que parte de (o, yo)
e termina em (1, o) e 0 segmento que parte de (zg, yo) e termina em (1, y1).
Denotando este angulo por #, temos

cateto oposto

tgf = cateto adjacente (3:31)
_ N —% (3.32)
Ty — To
:mx1+b—(mm0+b) (3.33)
T1 — 2o
=m, (3.34)

o que justifica chamar m de coeficiente angular.

Quaisquer dois pontos (xg, yo) € (z1,y1), com xg # x1, determinam uma tunica
funcdo afim (reta) que passa por estes pontos. Para encontrar a expressao
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desta funcao, basta resolver o seguinte sistema linear

mxo + b = yo (3.35)
mxy+b =1y (3.36)

Subtraindo a primeira equacao da segunda, obtemos

m(zo — 1) = Yo — Y1 (3.37)
m=R"" (3.38)
To — I

Dali, substituindo o valor de m na primeira equacao do sistema, obtemos

Yo U b=y (3.39)
Ty — T1
b=— o= b Xo + Yo (340)
To — T

Ou seja, a expressao da funcao linear (equagao da reta) que passa pelos
pontos (o, Yo) € (T1,y1) ¢

Yo — U1
y:

To — X1

—_—————

(z — o) + yo- (3.41)

m

Exemplo 3.2.3. Vamos tracar o esboco da reta que representa o grafico da
funcao afim f(z) = —z — 1. Para tanto, basta tragarmos a reta que passa
por quaisquer dois pontos distintos de seu grafico. Por exemplo, no caso da
fungao f(x) = —x — 1, temos

rv|ly=-x—1
-1 0
1 -2

Assim sendo, marcamos os pontos (—1,0) e (1, —2) em um plano cartesiano
e tragamos a reta que passa por eles. Veja a Figura 3.8.
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Figura 3.8: Esbogo do gréfico da fungao afim f(z) = —z — 1.

Plote o grafico com o SymPy e compare com o seu esbogo!

Exemplo 3.2.4. Vamos determinar a fungao afim f(z) = ma+b, cujo grafico
contém os pontos (1, —1) e (2,1). Para tanto, vamos usar (3.41). Tomamos

(0, y0) = (1,—-1) (3.42)
(x1,91) = (2, 1) (3.43)

Entao, substituindo em (3.41) temos

m:y1—yo_1—(—1)

i e B (3.44)
De (3.41), temos
f(x) = m(z —x0) + yo (3.45)
=2(z—1)+(-1) (3.46)
— 2 -3, (3.47)

Ou seja, a fungao afim desejada é f(z) = 2z — 3.

Com o SymPy, podemos resolver este exercicio utilizando o seguinte codigo:
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from sympy import *
x = Symbol(’x’)

x0 =1
yo = -1
x1 =2
yl =1
m = (y1-y0)/(x1-x0)

f = Lambda(x, m*(x-x0) + yO0)
print(f"f(x) = {f(x)}")

Exercicios resolvidos

ER 3.2.1. Faga o estudo de sinal da funcao
flz)=2x+1 (3.48)

Solugao. O estudo de sinal de uma func¢ao consiste em determinar as regioes
de seu dominio em que seus valores de saida sdo negativos, zero ou positivos.
Lembramos que uma fungao afim com coeficiente angular positivo é crescente
em toda parte. Ainda, temos que ela corta o eixo das abscissas em sua raiz,
ie.

2c+1=0 (3.49)
2 = —1 (3.50)
1
= —— 3.51
o= (351)
Por tanto, concluimos que
r<—gle=—y|z>—3
f@f -1 o | +

Ou seja, f(z) é negativo para x € (—oo, —3), f(z) = 0 para x = —5 ¢ f(x)
é positivo para r € (—%, o0). Faga o esbogo do grafico de f para verificar o
resultado!

O

ER 3.2.2. Facga o esbogo e hachure a regiao do plano cartesiano delimitada
pelasretasy=o+ 1, y=-3x+5, r=0ex = 2.
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Solugao. A reta y = 0 corresponde ao eixo das ordenadas e y = 2 é a reta
perpendicular ao eixo das abscissas que passa pelo ponto (2,0). Fazemos os
esbocos das retas em um tunico grafico e entdo identificamos a regiao que
estd simultaneamente entre todas as retas dadas. Obtemos, assim, o grafico

abaixo.

Figura 3.9: Grafico da resolugdo do Exercicio Resolvido 3.2.2.

Exercicios

E.3.2.1. Determine o dominio e a imagem de cada uma das seguintes
funcgoes afins:

a) f(x)=—-100x + 1
b) y=-—m

c) h(v) =24z
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E.3.2.2. Faca um esboco do grafico de cada uma das seguintes fungoes:

E.3.2.3. Determine a fungdo afim f(z) = mx + b, cujo grafico contém os
pontos (—2,1) e (0, —2).

E.3.2.4. Faca o estudo de sinal das seguintes funcgoes:

a) f(z)=—2x—2

b) f(x) = =2

c) flx) =22 -2

E.3.2.5. Verifique se as retas y = —x — 1 e y = 2z — 3 se interceptam e,
caso afirmativo, determine o ponto de intersec¢ao.

E.3.2.6. Determine o ponto de intersecao dos graficos das fungoes afins
flz)=2x+1eg(z)=2x—1.

E.3.2.7. Faca o esbogo e hachure a regiao do plano cartesiano que fica
delimitada pelas retas y =0, y =2x +2 ez = 1.

E.3.2.8. (Aplicacdo.) Na mecanica classica, a energia cinética F. de um
objeto nao rotativo de massa m [kg] movimentando-se com uma velocidade
v [m/s] é dada por

E.= %qﬂ (3.52)

Assumindo v > 0 constante, temos que E,. é funcao apenas de m, i.e. E. =
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E.(m). Responda cada um dos seguintes itens:

a) Qual a classe da funcao E. = E.(m)?

b) Qual o dominio da funcao E. = E.(m).

¢) Qual a imagem da fungao E. = E.(m).

d) E.= E.(m) é uma funcao crescente ou decresce?

e) Se E.(1) =50, qual a velocidade do objeto?

3.3 Funcao Poténcia

[Video] | [Audio] | [Contatar]

n

Uma fungdo da forma f(x) = 2™, onde n # 0 é uma constante, é chamada

de fungao poténcia.

Fungoes poténcia tém comportamentos caracteristicos conforme o valor de
n. Quando n é um inteiro positivo impar, seu dominio e sua imagem sao
(—00,00). Veja a Figura 3.10.
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Figura 3.10: Esbocos dos graficos das funcdes poténcias y = z, y = 2% e

y = z°.

Funcgoes poténcia com n positivo par estdo definidas em toda parte e tém
imagem [0, 00). Veja a Figura 3.11.

=2

10 9
— y=ux
— y=2z
— y=a

20 15 -10 05 00 05 1.0 15 2.0
X

Figura 3.11: Esbocos dos graficos das funcoes poténcias y = 22, y = 2 e

y = 25
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Fungoes poténcia com n inteiro negativo impar nao sao definidas em x = 0,
tendo dominio e imagem igual a (—oo, 0)U(0, 00). Também, quando n inteiro
negativo par, a funcao poténcia nao estd definida em z = 0, tem dominio
(—00,0) U (0,00), mas imagem (0,00). Veja a Figura 3.12.

Figura 3.12: Esbogos dos gréficos das fungoes poténcias y = 1/ (esquerda),
y = 1/2% (direita).

H4, ainda, comportamentos caracteristicos quando n = 1/2, 1/3, 3/2 e 2/3.
Veja a Figura 3.13.

—0.5

Figura 3.13: Esbogos dos gréficos das fungoes poténcias. Esquerda y = /z

ey = V3. Direita: y = /7 e y = Va2
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Exercicios Resolvidos

ER 3.3.1. Determine o dominio e faga um esboco do grafico de cada uma
das seguintes funcgoes:

) () = "
b) glx) = 27
Solugao.

a) Vamos analisar a funcio f(r) = 2°2. Como z°/? = V2’ e nio existe a

raiz quadrada de nimero negativo, temos que z° deve ser nao negativo.
Dai, o deve ser ndo negativo. Logo, o dominio de f(z) = 2°/2 ¢ [0, 00).
Veja o esbogo desta fungao na Figura 3.14.

2.0
15+
1.0+

0.5

Figura 3.14: Esboco do grafico de f(z) = 2°/2.

Verifique o grafico plotando-o com o SymPy!
b) Vamos analisar a funcdo g(x) = z°°. Como 2°% = V5 ndo temos

restrigdo sobre os valores de z. Logo, o dominio da funcao g é (—o0, 00).
Veja o esboco desta fungao na Figura 3.15.
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T T T
0.5 10 15 2.0

Figura 3.15: Esboco do grafico de g(x) = 2°/3,

Para plotar o grafico de g(x) com o SymPy, digitamos:

from sympy import x*
p = plot(real _root(x**5,3) ,(x,-2,2))

W N =

¢

ER 3.3.2. Determine a equacao da reta que passa pelos pontos de intersecao
dos graficos das fungoes f(z) = 1/z e g(z) = Jx.

Solugao. Para determinarmos a reta precisamos, antes, dos pontos de in-
tersecao. As fungoes se interceptam nos pontos de abscissa x tais que

f) = gle) = = = V7 (3.59)
=1=az (3.54)
1= 3 (3.55)
= g'ti =1 (3.56)
= 23 =1 (3.57)
=zt =1 (3.58)
=2t =1 (3.59)
=1xo=—-1 ou x;=1. (3.60)
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Ou seja, os graficos se interceptam nos pontos de abscissas rg = —1 e x; = 1.
Veja o esbogo dos graficos das fungoes na Figura 3.16. Agora, podemos usar
qualquer uma das fungoes para obter as ordenadas dos pontos de intersecao.
Usando f(x), temos

(0, %0) = (0, f(x0)) = (-1, -1) (3.61)

(1,51) = (21, f(21)) = (1,1) (3.62)

T T T T T T T T
-20 -15 -1.0 -05 ] 0.5 10 15 2,0

Figura 3.16: Intersegao dos gréficos das fungoes f(z) = 1/x (azul) e g(z) =
Jx (vermelho).

Agora, basta determinarmos a equagao da reta que passa pelos pontos (g, yo) =
(=1,—1) e (x1,11) = (1,1). De (3.41), temos que a equagao da reta é tal que

y= =) (3.63)
y=1 - D)+ () (3.64)
y=r+1-1 (3.65)

Y=z (3.66)

Ou seja, a que passa pelos pontos de interse¢ao dos graficos das fungoes f(x)
e g(x) tem equagao y = .

Usando o SymPy, podemos resolver o problema com o seguinte cédigo.
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from sympy import x*

1
2 x = Symbol('x')
3 f = Lambda(x, 1/x)
4 g = Lambda(x, real _root(x,3))
) # x positivo
6 x = Symbol('x', negative=True)
7 x0 = solve (f(x)-g(x)) [0]
8 yo = £ (x0)
9 # T megativo
10 x = Symbol('x', positive=True)
11 x1 = solve(f(x)-g(x))[0]
12 yl = f(x1)
13
14 print (f"y = {(y1-y0)/(x1-x0)*(x-x0)+y0}")
15
¢
Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.3.3.1. Determine o dominio, a imagem e faca um esboco do grafico de
cada uma das seguintes fungoes:

E.3.3.2. Determine o dominio, a imagem e faca um esboco do grafico de
cada uma das seguintes funcoes:

2) () =
b) gle) = .

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://phkonzen.github.io/notas/contato.html
https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

3.4. FUNCAO POLINOMIAL 84

E.3.3.3. Determine o dominio, a imagem e faca um esboco do grafico de
cada uma das seguintes funcoes:

a) f(x) = Va*;
b) g(z) = Va?.

E.3.3.4. Determine o(s) ponto(s) de intersegao entre as fungoes f(x) =z e
g(x) =1/

E.3.3.5. Determine a equacgao da reta que passa pelos pontos de intersecao
entre as fungdes f(x) =22 e g(x) = 1/2°.

3.4 Funcao Polinomial

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Uma fungao polinomial (polindémio) tem a forma

p(2) = apa™ + ap_12" M 4 - 4 ayr + ag, (3.67)

onde a; sao coeficientes reais, a,, # 0 e n é inteiro nao negativo, este chamado
de grau do polinémio.

Polinémios sao definidos em toda parte®. Polindmios de grau impar tem
imagem (—o00,00). Entretanto, a imagem polinémios de grau par dependem
de cada caso. Iremos estudar mais propriedades de polinémios ao longo do
curso de calculo. Veja a Figura 3.17.

6Uma funcdo é dita ser definida em toda parte quando seu dominio é (oo, 00)
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1

Figura 3.17: Esbogos dos graficos das fungdes polinomiais. Esquerda: p(z) =
r3 — 2522 — 1.0z + 2.5. Direita: g(z) = 2* — 3.523 + 1.52? + 3.5z — 2.5.

Quando n = 0, temos um polindémio de grau 0 (ou uma fun¢do constante).
Quando n = 1, temos um polindémio de grau 1 (ou, uma func¢ao afim). Ainda,
quando n = 2 temos uma fungdo quadratica (ou polinémio quadratico)
e, quando n = 3, temos uma fungio cibica (ou polindémio cibico).

3.4.1 Funcao Quadratica
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Os polindémios de grau 2 sao, também, chamados de fungoes quadraticas,
i.e. fungdes da forma
f(z) = az® + bz +c, (3.68)

onde a é chamado de coeficiente do termo quadratico, b o coeficiente
do termo linear e ¢ o coeficiente do termo constante.

Os zeros de uma funcao quadratica podem ser calculados pela féormula de

Bhaskara
—b+Vb? — 4dac

2a

Zo,T1 =

(3.69)

O esboco do grafico de uma fungao quadratica é uma parabola concava
para cima quando a > 0 e, cOncava para baixo quando z < 0. Veja a
Figura 3.18.
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[ (x)
g(x)

=4

Figura 3.18: Esbogo dos grificos das fungoes quadraticas: f(z) = 2? —x — 2
(esquerda) e g(z) = —z% + z + 2 (direita).

O vértice da pardbola que representa uma funcao quadratica f(x) com co-
eficiente quadrético positivo (com coeficiente quadrético negativo) é o ponto
no qual ela atinge seu valor minimo (méaximo) em todo o seu dominio
natural. Quando f tém zeros reais, o ponto de abscissa do vértice é o ponto
médio entre os zeros zp e x; da fungdo, i.e. o vértice V = (z,,y,) ¢ tal que

l’o—i—xl
Ty = 9 )

O valor x, é a abscissa do ponto em que a funcao quadratica f atinge o valor
maximo (valor minimo) y,. Em geral, o vértice é dado por

b b2 — 4ac>

(l‘v, yv) = <_2a7 - 4a (371)

Exercicios Resolvidos

3

ER 3.4.1. Determine os zeros do polindémio f(x) = 2® — 2% — 2z.

Solugao. Determinar os zeros da funcao f significa encontrar todos os va-
lores de x tais que f(xz) = 0 (estes sdo as abscissas dos pontos nos quais o
grafico de f intercepta o eixo das abscissas). Temos

flz)=0 (3.72)
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2w} — 2 -2 =0 (3.73)
r(z? —2—2)=0 (3.74)
r=0 ou z—2—-2=0. (3.75)

Entdo, usando a férmula de Bhaskara (3.69) na equagao z°> —x — 2 = 0,
obtemos

—b+ Vb? — 4dac

— 3.76
x o0 (3.76)
14+4/1—-4-1-(-2
= \/ 5 (=2 (3.77)
1++v9
= 2\/_ (3.78)
1+£3
= 3.79
: (379)
=—1 ou 2 (3.80)
Com isso, temos que os zeros da fungdo f ocorrem nos pontos xo = —1,

r1=0exy =2.

Com o SymPy, podemos calcular os zeros da fung¢ao f com o seguinte co-
mando:

1 from sympy import x*
2 solve (x**3-x**x2-2%x)
3

2 _x—2.

ER 3.4.2. Determine o valor minimo da fung¢ao f(z) =«
Solugao. Como f é uma funcao quadréatica com coeficiente quadratico po-
sitivo, temos que seu grafico é uma parabola concava para cima. Logo, f
atinge seu valor minimo no seu vértice, que tem abscissa

b
= —— .81
Ty 50 (3.81)
—1
— 82
51 (38 )
1
— . (3.83)
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Ou seja, a abscissa do ponto de minimo de f é x, = 1/2 e seu valor minimo

1(3)=(3) -3-2 35
= ° (3.85)

- (3.86)

Usando SymPy, podemos resolver este exercicio com o seguinte codigo:

from sympy import =x*

1
2 x = Symbol('x')
3 a =1
4 b = -1
5 c = -2
6 f = Lambda(x, a*x**2 + b*xx + c)
7 xv = -b/(2*a)
8 print (f"Valor minimo = {f(xv)l}")
9
O
Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.3.4.1. Faca o esboco dos graficos das seguintes funcoes polinomiais:

3. h(z)=2*—-1
4. fi(x) =23
E.3.4.2. Determine os zeros do polinoémio f(x) = —x3 + 2? + 2x.
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E.3.4.3. Determine o valor maximo da fungdo f(z) = —2* + x + 2.

E.3.4.4. Faga um esbogo da regiao determinada entre os graficos de y = 0
ey=a2—1com —1<z<1.

E.3.4.5. Determine os pontos de intersegiao dos gréficos de f(z) = —z + 1
e flx)=2*—1.

E.3.4.6. (Aplicacdo.) Na mecénica classica, a energia cinética F. de um
objeto nao rotativo de massa m [kg] movimentando-se com uma velocidade

v [m/s] é dada por
E. = %02 (3.87)

Assumindo m > 0 constante, temos que E. é funcdo apenas de v, i.e. E,. =
E.(v). Responda cada um dos seguintes itens:

a) Qual a classe da funcao E. = E.(v)?
b) Qual o dominio da funcao E. = E.(v).
¢) Qual a imagem da fungao E. = E.(v).
d) A funcdo E. = E.(v) tem valor minimo? Se sim, qual é esse valor e para
o valor de v em que isso ocorre?
3.5 Funcao Racional
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Uma fungao racional tem a forma
p(x
fa) = 28 (3.59)
onde p(z) e g(z) # 0 sdo polindmios.

Fungoes racionais nio estdo definidas nos zeros de g(x). Além disso, suas
imagens dependem de cada caso. Estudaremos o comportamento de fungoes
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racionais ao longo do curso de calculo. Como exemplo, veja a Figura 3.19
para um esboco do grafico da func¢ao racional

2 —x—2

fla) = (3.89)

-2 +ar—1

Y

b
nou

> —x—2

-z +r—1

Figura 3.19: Esbogo do gréfico da fungao racional f(x) =

Com o estudo do célculo de limites, veremos que a reta y = 0 (eixo das
abscissas) é uma assintota horizontal e a reta x = 1 (reta tracejada)
¢ uma assintota vertical ao grafico desta fungao. Esta singularidade no
ponto x = 1 estd relacionada ao fato de que o denominador se anula em
x = 1. Ainda, para x # 1 temos

- +r—1

r—1

=22 +1, (3.90)

Com isso, podemos concluir que o dominio da funcdo f(z) é R\ {0}.
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Exercicios Resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 3.5.1. Determine o dominio da func¢ao racional

(3.91)

Solugao. Como f(x) é uma fungdo racional, ela nao esté definida nos zeros
do polinémio que constitui seu denominador. I.e., nos pontos

?—-1=0=2==+l. (3.92)

Logo, o dominio de f(z) é o conjunto R\ {—1,1}.

O

ER 3.5.2. Determine o dominio e faga o esbogo do grafico da funcao racional

g(x) = Pt (3.93)

Solucgao. Tendo em vista que o denominador se anula em z = 1, o dominio
de g é (—00,0) U (0,00). Agora, para fazermos um esboco de seu grafico,
observamos que g(z) = 1 para  # 1. Le., g é uma fungdo constante para
valores de x # 1 e ndo esta definida em x = 1. Veja a Figura 3.20 para o
esbocgo do grafico da funcao g.
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b

—2.0 —1.5 —1.0 —0.3 0Jo 0.5 1.0 L5 2.0

=1.07

Figura 3.20: Esbogo do gréfico da fungao g(z) = (z — 1)/(x — 1).

Usando o SymPy, os comandos

1 from sympy import =x*
2 plOt((X_l)/(X_l):(X:—2:2))

plota uma linha constante, sem identificar a singularidade em = = 1. Isto
ocorre, pois os graficos com o SymPy sao obtidos a partir de uma amostra
discreta de pontos. Ocorre que esta amostra pode nao conter as singularida-
des. No caso de conter, a execuc¢ao pode nao plotar o grafico e retornar um
erro.

Devemos ficar atentos a esbogos de graficos obtidos no computador, muitas
vezes os graficos podem estar errados. Cabe ao usuario identificar e analisar
pontos e regiao de interesse.
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Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.3.5.1. Determine o dominio e faca um esboco do grafico da funcao racional

1
= 3.94
y=_— (3.94)
E.3.5.2. Determine o dominio da funcao racional
2?2 +1
A 3.95
1@ = 5 v 6 (3.95)

E.3.5.3. Determine o dominio e faca o esboco do gréafico da fungao racional

x?—1

fla) = (3.96)

33—z

E.3.5.4. Encontre o(s) ponto(s) de intersecao entre os graficos das fungoes

flo) = (397)
g(z) = f__;), (3.98)

E.3.5.5. Determine os zeros da funcao racional

flay= !

PR (3.99)

E.3.5.6. (Aplicagdo.) A Lei de Boyle-Mariotte enuncia que sao inversa-
mente proporcionais a pressao P e o volume V' de um gas ideal confinado
e mantido a uma temperatura constante. Responda cada um dos seguintes
itens:
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a) Escreva P como funcao de V.

b) Classifique a fungao P = P(V).

¢) Determine o dominio da fun¢do P = P(V).
d) Determine a imagem da funcdo P = P(V).

e) Faga um esbogo do grafico da fun¢ao P = P(V).

3.6 Funcoes Trigonométricas

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Fungoes trigonométricas sao fungoes transcendentes e sao construidas a partir
do estudo trigonométrico de triangulos retangulos.

3.6.1 Seno e Cosseno
[Video] | [Audio] | [Contatar]

As fungoes trigonométricas seno y = sen(z) e cosseno y = cos(x) podem ser
definidas a partir do circulo trigonométrico (veja a Figura 3.21). Seja x
o angulo’ de declividade da reta que passa pela origem do plano cartesiano
(reta r na Figura 3.21). Seja, entdo, (a,b) o ponto de interse¢ao desta reta
com a circunferéncia unitaria®. Entdo, definimos:

sen(z) = b, cos(z) = a. (3.100)

A partir da definigdo, notamos que ambas fungées tém dominio (—oo,00) e
imagem [—1,1].

"Em geral utilizaremos a medida em radianos para angulos.
8Circunferéncia do circulo de raio 1.
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cos(x") T

Figura 3.21: Funcgoes seno e cosseno no circulo trigonométrico.

Na Figura 3.22 podemos extrair os valores das fungoes seno e cosseno para
os angulos fundamentais. Por exemplo, temos

sen (g) _1 Cos <7T> = @ (3.101)

2’ 6 2’
sen <34> = \gi, CoS <Z> \f, (3.102)
sen (8(? = —\f, cos (8(?) = —;, (3.103)
sen (%W) = —;, Ccos (?) = \gg, (3.104)
(3.105)

As fungdes seno e cosseno estao definidas no SymPy como sin e cos, respec-
tivamente. Por exemplo, para computar o seno de /6, digitamos:

1 from sympy import =
2 sin(pi/6)
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Figura 3.22: Fungdes seno e cosseno no circulo trigonométrico.

Uma fungao f(x) é dita periédica quando existe um ntimero p, chamado
de periodo da funcao, tal que

fla+p) = f(x) (3.106)

para qualquer valor de x no dominio da fungdo. Da definicdo das fungoes
seno e cosseno, observamos que ambas sao peridodicas com periodo 27, i.e.

sen(z + 2m) = sen(x) (3.107)

cos(x + 2m) = cos(x) (3.108)

para qualquer valor de x.

A Figura 3.23 contém o esbogo do gréafico da fungao seno e a Figura 3.24 o
da fungao cosseno.
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sen(z)

2=

Figura 3.23: Esboco do gréafico de y = sen .

cos(x)

I
]
03l

Figura 3.24: Esboco do grafico de y = cosz.
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3.6.2 Tangente, Cotangente, Secante e Cossecante
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Das fungoes seno e cosseno, definimos as fungoes tangente, cotangente,
secante e cossecante como seguem:

tg(x) == cos(2) (3.109)
cotg(z) = ggsg; (3.110)
1
sec(z) = : (3.111)
cos(z)
1
cosec(x) = sen(7) (3.112)

No Python+SymPy, as func¢oes tangente, cotangente, secante e cossecante
podem ser computadas com as fungdes tan, cot, sec e csc, respectivamente.
Por exemplo, podemos computar o valor de cosec(m/4) com o comando

1 In : from sympy import x*
2 ...: csc(pi/4)
3 0ut: sqrt(2)

Na Figura 3.25, temos o esboco do gréafico da func¢ao tangente e na Figura
3.26 o da cotangente. Observemos que a fun¢ao tangente nao esta definida
nos pontos (2k + 1)m/2, para todo k inteiro. J4, a fun¢do cotangente nao
estd definida nos pontos km, para todo k inteiro. Ambas estas fungoes tém
imagem (—o00,00) e periodo 7.
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Figura 3.25: Esboco do grafico de y = tgx.
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Figura 3.26: Esboco do grafico de y = cotgx.

Na Figura 3.27, temos o esboco do grafico da funcao secante e na Figura
3.28 o da funcao cossecante. Observemos que a funcao secante nao esta
definida nos pontos (2k + 1)7/2, para todo k inteiro. J4, a fungao cossecante
nao esta definida nos pontos kw, para todo k inteiro. Ambas estas fungoes
tém imagem (—oo, 1] U [1,00) e periodo .
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Figura 3.27: Esbogo do grafico da fungao secante.
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cossec(x)

b =H
—————
of
]

Figura 3.28: Esboco do grafico da funcao cossecante.

3.6.3 Identidades Trigonométricas
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Aqui, vamos apresentar algumas identidades trigonométricas que serao uti-
lizadas ao longo do curso de calculo. Comecemos pela identidade funda-
mental

sen’ x 4 cos® x = 1. (3.113)

Desta decorrem as identidades

tg?(z) + 1 = sec? x, (3.114)
1 + cotg?(x) = cosec?(x). (3.115)

Das seguintes férmulas para adigdo/subtragao de angulos

cos(x £ y) = cos(z) cos(y) F sen(z) sen(y), (3.116)
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sen(z + y) = sen(z)cos(y) % cos(z) sen(y), (3.117)
seguem as férmulas para angulo duplo
cos(2z) = cos® z — sen’ (3.118)
sen(2x) = 2sen x cos . (3.119)
Também, temos as férmulas para o angulo metade
1 2
cos® T = —H;OSI, (3.120)
1-— 2
sen’ r = % (3.121)
Exercicios Resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]
ER 3.6.1. Mostre que
cosw — 1 = —2sen” g (3.122)
Solucao. A identidade trigonométrica
1-— 2
sen’ v = %, (3.123)
aplicada a metade do angulo, fornece
o 1—cosw
== 3.124
sen” 5 5 ( )
Entao, isolando cos x, obtemos
o 1—cosx
-—= 3.125
sen” 5 ( )
1 —cosz = 2sen® g (3.126)
cosz — 1 = —2sen’ g (3.127)
0
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Exercicios

E.3.6.1. Calcule os seguintes valores
a) sen(7m/6)

b) cos(77/6)

c) tg(7m/6)

d) cotg(7m/6)

e) sec(7m/6)

f) cosec(77/6)

E.3.6.2. Calcule os seguintes valores
a) sen(—pi/3)
b) tg(—3m/4)

c) cos(197/6)

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.3.6.3. Mostre que sen z ¢ uma funcao impar?, i.e.

senx = —sen(—x)

para todo ntimero real x.

(3.128)

E.3.6.4. Mostre que cosz é uma funcao par'’, i.e.

cosx = cos(—x)

para todo ntimero real x.

(3.129)

9Por defini¢do, f(z) é funcio fmpar quando f(z) = —f(—x).
0Por defini¢do, f(x) é uma funcio par quando f(z) = f(—x).
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E.3.6.5. Determine os pontos de intersegao entre as funcoes f(x) = 2z/m e
g(z) = sen(z).

3.7 Operacoes com Funcoes

[Video] | [Audio] | [Contatar]

3.7.1 Soma , Diferenca , Produto e Quociente

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Sejam dadas as fungoes f e g com dominio em comum D. Entao, definimos
as funcgoes

e (fxg)(x):= f(x) £ g(x) para todo x € D;
s (f-9)(x) = f(z) - g(x) para todo = € D;

<£> (x) = :};g; para todo x € D tal que g(z) # 0.

Exemplo 3.7.1. Sejam f(z) = 2? e g(z) = x. Temos:
a) (f+g)(x) =2? + x e estd definida em toda parte.
b) (9 — f)(x) = x — 2* e estd definida em toda parte.

c) (f-g)(xz) =23 e estd definida em toda parte.

d) (g) (z) = % e tem dominio R\ {0}

3.7.2 Funcao Composta

[Video] | [Audio] | [Contatar]

1 Observemos que nio podemos simplificar o z, pois a funcio y = = é diferente da
funcao y = 2% /x.
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Sejam dadas as fungoes f e g. Definimos a funcao composta de f com g
por

(fog)(x) = flg(z)). (3.130)

Seu dominio consiste dos valores de x que pertencam ao dominio da g e tal
que g(z) pertenga ao dominio da f. Em notagdo matemadtica

Dfog = {:c € Dg : g(l’) c Df} (3131)

Exemplo 3.7.2. Sejam f(z) = 2% e g(z) = z + 1. A funcdo composta de f
com g ¢é

(feg)(z) = f(g(x)) (3.132)
= flz+1)=(z+1)? (3.133)

3.7.3 Translacao, Contracao, Dilatacao e Reflexao de
Graficos

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Algumas operagoes com fungdes produzem resultados bastante caracteristicos
no grafico de fungoes. Com isso, podemos usar estas operagoes para construir
graficos de fungoes mais complicadas a partir de funcoes bésicas.

3.7.4 Translacao
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Dada uma fun¢do f e uma constante k£ # 0, temos que a o grafico de
y = f(z) + k é uma translagao vertical do grafico de f. Se k > 0, obser-
vamos uma translagao vertical para cima. Se k < 0, observamos uma
translacao vertical para baixo.

Exemplo 3.7.3. Seja f(x) = 2?. A Figura 3.29, contém os esbogos dos
graficos de f(z) e f(z) +k =2?+ k para k = 1.
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— fla)y=2"/
— flz)+k

N g

—

T T T
—2.0 —1.5 —1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 L5 2.0
i

Figura 3.29: Esboco do grafico de f(z) = 2% ey = f(z) + k com k = 1.

O seguinte codigo Python, faz os esbogos dos graficos de f(z) e f(x) + k:

J O Ot

16

False)

import matplotlib.pyplot as plt

from sympy import x*

plt.style.use('bmh')

x = Symbol('x')

k=1

f = Lambda(x, x*x*2)

p = plot(f(x),(x,-2,2),line_color="gray",show=
q = plot(f(x)+k,(x,-2,2),1line _color="blue",

show=False)

p-extend (q)
p.title = (£"$k = {k}$")

p-xlabel = '$x$'

p.ylabel = '$y$'

p[0].label = "$f(x) = x~2%"
pl1].label = "$f(x)+k$"
p.-legend = True

p-show ()
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17
Alterare o valor de k e a funcao f para analisar outros casos!

Translagoes horizontais de graficos podem ser produzidas pela soma de
uma constante nao nula ao argumento da fun¢do. Mais precisamente, dada
uma funcdo f e uma constante k # 0, temos que o gréfico de y = f(x + k)
¢ uma translacdo horizontal do grafico de f em k unidades. Se k > 0,
observamos uma translagao horizontal para a esquerda. Se k£ < 0,
observamos uma translacao horizontal para a direita.

Exemplo 3.7.4. Seja f(x) = 2?. A Figura 3.30, contém os esbogos dos
graficos de f(z) e f(x + k) = (x + k)? para k = 1.

k=1
16 — flx)=u
— Jf(r+k)

14+

|

4]

|

]

|

iy

-

[
= oo

Figura 3.30: Esboco do gréifico de f(z) = 2% e f(x + k) com k = 1.

O seguinte c6digo Python, faz os esbogos dos graficos de f(z) e f(z + k):

import matplotlib.pyplot as plt
from sympy import *
plt.style.use('bmh')

x = Symbol('x")

~ W N
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5 k=1

6 f = Lambda(x, x*x*x2)

7 p = plot(f(x),(x,-3,3),1line_color="gray",show=
False)

8 q = plot(f(x+k),(x,-3,3),line_color="blue",
show=False)

9 p.extend (q)

10 p.title = (£"$k = {k}$")

11 p.xlabel = '$x$'

12 p.ylabel = '$y$'

13 p[0].label = "$f(x) = x~28"

14 pl[1].1label = "$f(x)+k$"

15 p-legend = True

16 p.show ()

Altere o valor de k e a funcao f para analisar outros casos!

3.7.5 Dilatacao e Contracao
[Video] | [Audio] | [Contatar]
Sejam dadas uma fun¢do f e uma constante a. Entao, o grafico de:
e y=af(x) é uma dilatagao vertical do gréfico de f, quando o > 1;

e y = af(x) é uma contragao vertical do gréifico de f, quando 0 <
a < 1;

e y = f(ax) é uma contragdo horizontal do grafico de f, quando
a > 1;

e y = f(ax) é uma dilatagao horizontal do grifico de f, quando 0 <
a < 1.

Exemplo 3.7.5. Seja f(x) = 2?. A Figura 3.31, contém os esbogos dos
graficos de f(z) e (a- f)(z) = a - 2? para a = 2.
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Figura 3.31: Esbogo do gréfico de f(z) = 2% e (a - f)(z) com a = 2.

O seguinte codigo Python, faz os esbogos dos graficos de f(x) e (a - f)(z):

import matplotlib.pyplot as plt

1

2 from sympy import =x*

3 plt.style.use('bmh')

4 x = Symbol('x")

5 alpha = 2

6 f = Lambda(x, x**2)

7 p = plot(f(x),(x,-2,2),line_color="gray",show=
False)

8 q = plot(alpha * f(x),(x,-2,2),line_color="
blue",show=False)

9 p.extend (q)

10 p.title = (£"$\\alpha = {alphal}$")

11 p-xlabel = '$x$'

12 p.ylabel = '$y$'

13 p[0].1label = "$f(x) = x~28"

14 pl[1].label = "$(\\alphal\cdot £f)(x)$"

15 p.-legend=True
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16 p.show ()
17

Alterare o valor de alpha e a fungao f para estudar outros casos!

Exemplo 3.7.6. Seja f(x) = z®. A Figura 3.32, contém os esbocos dos

graficos de f(z) e f(a-z) = (a- )3 para a = %

Figura 3.32: Esbogo do gréfico de f(z) = 2® e f(a - z) com a = 1.

O seguinte codigo Python, faz os esbogos dos graficos de f(x) e f(a - x):

1 import matplotlib.pyplot as plt

2 from sympy import x*

3 plt.style.use('bmh')

4 x = Symbol('x"')

5 alpha = 0.5

6 f = Lambda(x, x*%*3)

7 p = plot(f(x),(x,-4,4),ylim=[-9,9],1line_color=
"gray",show=False)

8 q = plot(f(alphax*x),(x,-4,4),ylin=[-9,9],

line color="blue",show=False)
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9 p.extend(q)

10 p.title = (£"$\\alpha = {alphal}$")
11 p.-xlabel = '$x$'

12 p.ylabel = '3$y$'

13 p[0].label = "$f(x) = x~38%"

14 pl[1].label = "$f (\\alphal\cdot x)$"
15 p.-legend=True

16 p.show ()

17

Altere o valor de alpha e a fungdo f para estudarmos outros casos!

3.7.6 Reflexao
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Seja dada uma fungao f. O grafico da fun¢do y = —f(z) é uma reflexao
em torno do eixo das abscissas do grafico da fungao f. Ja, o grafico da
fungdo y = f(—x) é uma reflexdo em torno do eixo das ordenadas do
grafico da funcao f.

Exemplo 3.7.7. Seja f(z) = 2> — 22+ 2. A Figura 3.34, contém os esbogos
dos graficos de f(z) e —f(x) = —a® + 22 — 2.
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5 — flay=a’-220+27
N NEe A

Yy

Figura 3.33: Esboco do gréfico de f(z) = 22 — 2x +2 e — f(2).

O seguinte codigo Python, faz os esbogos dos graficos de f(z) e —f(x):

1 import matplotlib.pyplot as plt

2 from sympy import *

3 plt.style.use('bmh')

4 x = Symbol('x"')

5 f = Lambda(x, x**2-2*%xx+2)

6 p = plot(f(x),(x,-1,3),ylim=[-5,5],1line_color=
"gray",show=False)

7 q = plot(-f(x),(x,-1,3),ylim=[-5,5],1line_color
="blue",show=False)

8 p.extend (q)

9 p-xlabel = '$x$'

10 p.ylabel = '$y$'

11 p[0].label = "$f(x)$"

12 p[1].label = "$-f(x)$"

13 p.-legend=True

14 p-show ()

15

Altere a fungao f para estudar outros casos!
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Exemplo 3.7.8. Seja f(z) = 2* — 2z + 2. A Figura 77, contém os esbogos

dos graficos de f(x) e f(—x) = 2* + 2z + 2.

— ﬂx)=x2—2x+2;‘

—_ fi—x)

2]

Figura 3.34: Esbogo do gréfico de f(x) = 2*> — 2z +2 e f(—x).

O seguinte c6digo Python, faz os esbocos dos gréficos de f(z) e f(—x):

1 import matplotlib.pyplot as plt

2 from sympy import x*

3 plt.style.use('bmh')

4 x = Symbol('x")

5 f = Lambda(x, x**2-2%xx+2)

6 p = plot(f(x),(x,-1,3),line_color="gray",show=
False)

7 q = plot(f(-x),(x,-3,1),1line _color="blue",show
=False)

8 p.extend (q)

9 q = plot(-1,(x,-3,3),line_color="",show=False)

10 p.extend (q)

11 p.xlabel = '$x$'

12 p.ylabel = '$y$'

13 p[0].label = "$f(x)$"

14 pl1].1label "$f(-x)$"
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15 p.-legend=True
16 p-show ()
17

Altere a fungao f para estudar outros casos!

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 3.7.1. Sejam

flz) = :cz—xx—l e g(r)=2>+1. (3.134)

Determine a fun¢ao composta (f o g) e seu dominio.

Solucao. Comegamos determinando a funcdo composta

(fog)(z) = flg(z)) (3.135)
= f(&®+1) (3.136)
_ (22 + 1):—2 —{F (3.137)
ot 222 + 1 — Va2
= o (3.138)
4 2
vt 2;”2 Ll mlli} (3.139)

Agora, observamos que g estd definida em toda parte e tem imagem [1, c0).
Como o dominio da f é [1,00), temos que (fog) esta definida em toda parte.

O

ER 3.7.2. Faga o esbogo do grafico de f(x) = 2(z — 1)® + 1.

Solugao. Comegamos trancando o grafico de fi(z) = x3. Entao, obtemos

o grifico de fo(x) = (z — 1)% por translacio de uma unidade & direita. O
grafico de f3(z) = 2(z — 1) é obtido por dilatagdo vertical de 2 vezes. Por
fim, o grifico de fy(x) = 2(z—1)3+1 é obtido por translagao de uma unidade
para cima. Veja a Figura 3.35.
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Figura 3.35: Construcao do esboco do grafico de f(z) = 2(x — 1) + 1.

E.3.7.1. Determine o dominio e a imagem da funcao

flz)=va? -1 (3.140)

Solugao. A fungdo f é a composigao f = g o h(x) das fungoes

g(z) =V (3.141)
h(z) =2* -1 (3.142)

A ¢ tém dominio D(g) = (0,00), enquanto que a h estd definida em toda
parte. Logo, para estar no dominio da f, precisamos que h(x) > 0, i.e.

?—-1>0 (3.143)
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Fazendo o estudo de sinal da funcdo h, concluimos que h(x) é positiva no
conjunto (—oo, —1]U[1, 00). Concluimos que o dominio da fungao f é D(f) =

(z€R: z¢(~1,1)}.

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.3.7.2. Dadas as fungdes f(z) = 2% + 2z e g(z) = 5. Determine as
seguintes funcoes e fornega seus respectivos dominios.

a) (f+g)(x)

b) (f = 9)()
c) (f-9)@)
d) (f +9)(z)

E.3.7.3. Seja f(x) = 2* — /x — 1 + 23. Escreva a regra e determine o
dominio das seguintes funcoes:

a) f(z)+1
b) 2- f(x)
c) f(2z)
d) f(==)

E.3.7.4. Sejam f(x) =+/z+1e g(x) =2? — 1. Determine a funcio (f o g)
e seu dominio.

E.3.7.5. Faca um esbogo do grafico de g(x) = 223 — 1.
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E.3.7.6. Faga um esboco do gréfico de h(z) = —1/(z* + 2z + 1).

3.8 Propriedades de Funcoes

[Video] | [Audio] | [Contatar]

3.8.1 Funcoes Crescentes ou Decrescentes
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Uma da funcdo f é dita ser crescente quando f(x;) < f(xq) para todos
z, < x5 no seu dominio. E dita ndo decrescente quando f(z;) < f(z2)
para todos os 1 < xo no seu dominio. Analogamente, é dita decrescente
quando f(x1) > f(xs) para todos x1 < x9. E, por fim, é dita ndo crescente
quando f(zq) > f(x2) para todos x; < x2, sempre no seu dominio. Em todos
estes casos, diz que f é uma fun¢do monétona.

Exemplo 3.8.1. Estudemos os seguintes casos:

a) A funcao identidade f(z) = x é crescente.

b) A funcao valor absoluto y = |z| ndo é mondtona.
3

¢) A funcao h(x) = —z° é uma fungao decrescente.

d) A seguinte fungdo definida por partes

r+1 yr <0,
flz)=< 2 0< 2 <1, (3.144)
(x—172%+2 ,2>1

¢ nao decrescente.

Também, definem-se os conceitos analogos de uma funcao ser crescente ou
decrescente em um dado intervalo.

Exemplo 3.8.2. A funcio f(x) = z* é uma funcio decrescente no intervalo
(—o0, 0] e crescente no intervalo [0, 00).
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3.8.2 Funcdes Pares ou Impares
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Uma dada fungao f é dita par quando f(x) = f(—z) para todo z no seu
dominio. Ainda, é dita impar quando f(x) = —f(—=z) para todo x no seu
dominio.

Exemplo 3.8.3. Vejamos os seguintes casos:
o f(x) = 2% é uma fungao par.
o f(z) =2? é uma fungao impar.
e f(x) =senzx é uma fungao impar.
o f(x) = cosx é uma funcao par.

e f(x) =2z + 1 nao é par nem impar.

3.8.3 Funcoes Injetoras

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Uma fungao f é dita ser injetora quando f(x1) # f(x2) para todos x1 # o
no seu dominio.

Exemplo 3.8.4. Estudemos os seguintes casos:
e f(z) = 2% ndo é uma funcio injetora.
e f(z) = 2% ¢ uma funcdo injetora.
o f(x) =2 —1 é uma fungao injetora.

Funcao injetoras sao fungoes invertiveis. Mais precisamente, dada uma fun-
¢ao injetora y = f(x), existe uma tnica funcao g tal que

9(f(z)) ==, (3.145)

para todo  no dominio da f. Tal funcao g é chamada de fungao inversa
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de f é comumente denotada por f~1.12
Exemplo 3.8.5. Vamos calcular a fun¢do a funcao inversa de f(z) = 23 +1.

Para tando, escrevemos

y =2+ 1. (3.146)

Entao, isolando z, temos

r=y—1. (3.147)

Desta forma, concluimos que f~!(z) = /= — 1. Verifique que f~'(f(z)) =z
para todo x no dominio de f!

Observacao 3.8.1. Os graficos de uma dada funcao injetora f e de sua
inversa f~! sdo simétricos em relacdo a reta identidade y = x. Use Python
e SymPy para verificar esta afirmacao plotando os graficos de f, f~! e da
funcao identidade!

Exercicios Resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 3.8.1. Defina os intervalos em que a fungao f(z) = —|z + 1| é crescente
ou decrescente.

Solucao. A funcao f é uma translacao a esquerda, seguida de uma reflexao
em torno do eixo das abscissas da funcao f(x) = |z|. Veja a Figura 3.36.

12 Atengao! Nao confundamos com a funcio (f(z))~! = 1/f(z).
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Figura 3.36: Esbogo do gréfico de f(z) = —|z + 1].

Do esboco do grafico de f, podemos inferir que f é crescente no intervalo
(—o00, —1] e decrescente no intervalo [—1, 00).

O
ER 3.8.2. Analise a paridade da funcao tg(z).
Solugao. Da paridade das fungoes seno e cosseno, temos
w= S
Logo, a tangente ¢ uma funcao impar.
O

ER 3.8.3. Calcule a fungao inversa de f(z) = vz + 1.

Solugao. Para obtermos a funcao inversa de uma funcao f, resolvemos
y = f(x) para x. Ou seja,

y=1[f)=y=vr+l (3.149)

=y’ =z+1 (3.150)

>z=y -1 (3.151)
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Logo, temos f~!(z) = 2?—1 restrita ao conjunto imagem da f, i.e. o dominio

de 7160, 00).

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.3.8.1. Determine a monotonicidade das seguintes funcgoes:
1. flz)=1—x
2. glx)=a*—-2x+1

3. hiz)=2"—1

E.3.8.2. Determine os intervalos de crescimento ou decrescimento da fungao

f(:c)z{ (241" s —oo<a <l (3.152)

—r+5 ,1<zr<x
E.3.8.3. Analise a paridade da funcao cosec x.

E.3.8.4. Seja f(z) =2z —1— 1. Calcule f~! e determine seu dominio.

E.3.8.5. Mostre que toda funcdo crescente (ou decrescente) é uma fungao
injetora.
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3.9 Funcoes exponenciais

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Uma funcao exponencial tem a forma

f(z) = a, (3.153)

onde a # 1 é uma constante positiva e é chamada de base da fungao expo-
nencial.

Fungoes exponenciais estao definidas em toda parte e tém imagem (0, 00). O
grafico de uma fungao exponencial sempre contém os pontos (—1,1/a), (0,1)
e (1,a). Veja a Figura 3.37.
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flz)=a",a>1

Figura 3.37: Esbogos dos graficos de fungoes exponenciais: (acima) f(z) =
a®, a > 1; (abaixo) g(z) = a*, 0 < a < 1.
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Observacao 3.9.1. Quando a base é o Niimero de Euler!?
e ~ 2, 718281828459045 (3.154)

chamamos f(x) = e® de func¢ao exponencial (natural).

No SymPy!'4, o niimero de Euler é obtido com a constante E:

In : from sympy import *
In : N(E,25)
Out: 2.718281828459045235360287

N R

Exemplo 3.9.1. Vamos estudar os graficos cada uma das seguintes fungoes
exponenciais:

a) f(x) =2

e g

Yy

xT

Figura 3.38: Esboco do gréfico da fungao f(z) = 2*.

3Leonhard Paul Euler, 1707 - 1783, matemético e fisico suico. Fonte: Wikipédia.
14Veja a Observacio 77
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b) f(x) = e

Y

T

Figura 3.39: Esbogo do gréfico da fungao f(x) = e®.

c) flx) =e"
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Figura 3.40: Esbocgo do gréfico da fungao f(z) =e 7.

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]
ER 3.9.1. Faga um esboco do grafico de f(z) = e 22+ — 1.

Solugao. Primeiramente, observamos que

flz)=e 2 —1 (3.155)
— e 23) (3.156)

Entao, partindo do grafico de e™*, fazemos uma translagao de % unidades
1

a direita, seguida de uma contracao horizontal de 5 vezes e, por fim, uma
translacao para baixo de uma unidade. Consulte as Figuras 3.41-3.43.
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Foi | b

= s

Figura 3.41: Esbocos dos graficos de f(z) = e e f(z) = ¢ (2

2,
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2 — filx) = e 79
— folz) = 2D

| e
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Figura 3.42: Esbocos dos graficos de f(z) = e=(®~

Figura 3.43: Esbocos dos graficos de f(z) = e 2l e f(z) = e 21 — 1.
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O
ER 3.9.2. Calcule o(s) zero(s) da seguinte funcao
flz)=e*1+1 (3.157)
Solugao. Um zero da fun¢do é um ponto z onde
f(z)=0 (3.158)
el _1=0 (3.159)
e =1 (3.160)

Para resolver esta equacdo exponencial, lembramos que ¢” = 1. Logo, temos

el =¢f (3.161)

—2r—1=0 (3.162)
1

r=3 (3.163)

1

Concluimos que z = 3 ¢ o tinico zero da funcao.

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.3.9.1. Faca um esboco do grafico de cada uma das seguintes funcoes:
a) f(r) =3"

b) g(z) = 27"

c) h(z)=€e"+1

d) i(z) = e **t!

E.3.9.2. Justificando, determine a veracidade das seguintes afirmagoes:
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a) y = e” é uma funcdo crescente;

b) y = e™® é uma fungio decrescente;

—x2 4 ~
¢) y=e"* éuma funcdo decrescente;

d) e > 0 para todo = € R.

E.3.9.3. Calcule o zero da funcao

flz)=2""1-1 (3.164)

E.3.9.4. Faca um esbogo do gréfico de f(z) = 2e*~1 + 2.

E.3.9.5. (Aplicagdo.) Na fisica quimica, a Equagao de Arrhenius'® fornece
a taxa de reagdo k (entre espécies quimicas) em fungdo da temperatura T'
K] )

k = Ae ®T, (3.165)
onde A > 0 é o fator constante pré-exponencial, £, > 0 é a energia de
ativacao e R > 0 ¢ a constante universal dos gases. Para temperatura cons-
tante, a equagao acima define a fungao k = k(E,). Em relacao a esta funcao,
responda cada um dos seguintes itens:

a) A funcao k = k(FE,) é crescente ou decrescente? E, o que isso significa?

b) Determine o dominio da funcdo k = k(E,). O que ele significa na aplica-
cao.

¢) Determine a imagem da fungao k = k(FE,). O que ela significa na aplica-
¢ao.

d) Faca um esbogo do grafico da funcao k = k(E,).

E.3.9.6. (Aplicagdo.) Uma das técnicas de inteligéncia artificial consiste em

15Svante August Arrhenius, 1859-1927, quimico sueco. Fonte: Wikipédia.
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utilizar de neurénios artificiais'®. A saida fornecida por um neurénio depende
da escolha da chamada fungao de ativacdo ¢ = p(x). Em muitas aplicagoes,
a funcao logistica é escolhida, i.e.

o(z) = (3.166)

Responda cada um dos seguintes itens:

a) Escreva essa funcao de ativagao ¢ como uma composicao de duas fungdes
feg

b) Determine o dominio dessa funcao de ativacao .

¢) Determine a imagem dessa funcao de ativacao ¢.

E.3.9.7. (Aplicagao.) O fenémeno de desintegracao espontanea do nicleo
de um atomo com a emissao de algumas radiagoes é chamado de radioati-
vidade!”. A lei fundamental do decaimento radiativo estabelece que a taxa
de decaimento é proporcional ao nimero de atomos que ainda nao decairam.
Isto nos fornece a equagao da lei basica da radioatividade

N = Nye™™ (3.167)

onde, N = N(t) é o nimero de &tomos no tempo t, Ny > 0 é o ntimero de
atomos presentes no tempo inicial £t =0 e A > 0 é a constante de decaimento.
Faca o esboco do gréfico da fungdo N = N(t).

3.10 Funcgoes logaritmicas

[Video] | [Audio] | [Contatar]

A funcao logaritmica
f(z) =log, x, (3.168)

a>0ea#1,éa funcdo inversa da funcao exponencial y = a®. Consulte a
Figura 3.44. O dominio da fun¢ao logaritmica é (0, 00) e a imagem (—o0, 00).

16\ Modelos matematicos baseados em neurdnios biolégicos.
"Fonte: Wikipédia.
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Figura 3.44: Esbogos dos gréficos de fungoes logaritmicas: (acima) y =
log, =, a > 1; (abaixo) y =log, z, 0 < a < 1.

Observacao 3.10.1. Quando a base é o niimero de Euler e &~ 2, 718281828459045,
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chamamos y = log, = de fun¢ao logaritmica natural e denotamo-la por
y=lInx.

No SymPy, podemos computar log, z com a funcao log(x,a). O Inz é
computado com log(x).

Vamos estudar algumas propriedades dos logaritmos:
a) log,x =y & ad’ =x;

Isto é por si a definicdo da funcao logaritmica, da qual temos que ela é a
funcao inversa da funcao exponencial.

b) log, 1 =0;

Da propriedade a), temos log, 1 = y para

a’ =1 (3.169)
a¥ = a° (3.170)
y=20 (3.171)

c) log,a =1;

Da propriedade a), temos log, a = y para

a’ =a (3.172)
a’ =a' (3.173)
y=1 (3.174)

d) log, a® = z;

Segue imediatamente do fato de que a funcao logaritmica y = log, = é a
funcao inversa da funcao exponencial y = a”.

e) a'%8a® = g,

Segue imediatamente do fato de que a funcao exponencial y = a” é a

funcao inversa da funcao logaritmica y = log, x.
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f) log, z -y = log, x + log, y;
Sejam z = log, x - y, 2, = log, = e 2, = log, y. Logo, temos
a>=x-y (3.175)
a® =a* - a® (3.176)
a® =a*" (3.177)
2=z + 2y (3.178)
x
g) loga, 5 = loga T — logn, Y;
Sejam z = log, %, 2y = log, z e z, = log, y. Logo, temos
ac=x-y (3.179)
a® = a* - a® (3.180)
a® = a*" (3.181)
Z2=12;+ 2 (3.182)
h) log,z" =1 -log, x.
Seja z = log, x. Temos
a® =x (3.183)
(a*)" =a" (3.184)
a”t =a" (3.185)
r-logx = log, z" (3.186)
i) log, z logy =
1 =
Ba log, a
Sejam z = log, x, z, = log, x e z, = log, a. Temos
b* =a (3.187)
(b*)* =a® (3.188)
b** =« (3.189)
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bee® = b (3.190)

Za 2= 2y (3.191)
2y

= — 3.192

. (3192

Exemplo 3.10.1. Estudemos os seguintes casos:

a)

logy 2 =1 (3.193)

b)
log, 8 = log, 2° (3.194)
=3-log,2 (3.195)
=3 (3.196)

c)
Ine™ = —x (3.197)

d)
et = g2 (3.198)

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 3.10.1. Faga o esbogo do grafico de f(z) = In(x 4+ 2) + 1 e determine
seu dominio.

Solugao. Para fazermos o esbogo do grafico de f(x) = In(z + 2) + 1, po-
demos comegar com o gréfico de fi(x) = Inx. Entao, podemos transladé-lo
2 unidades a esquerda, de forma a obtermos fy(x) = In(z + 2) = fi(z + 2).
Por fim, transladamos o grafico de f»(x) uma unidade para cima, obtendo o
esbogo do gréafico de f(z) =1In(x +2) + 1 = fo(x) + 1. Veja a Figura 3.45.
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5 y=Inlr4+2)+1
"-.“_.________..---"' —

_:..--"'_ : 9 E..T"""

= In(x ;f’;L’__‘__,.;-q' 1

-

Figura 3.45: Esbogo do grafico de f(x) = In(z + 2) + 1.

Ainda, o dominio de Inz é (0,00). Como, f(z) = In(z 4+ 2) + 1 é uma
translacao de duas unidades a esquerda e uma para cima de Inx, temos que
o dominio de f(z) é (—2,00).

O
ER 3.10.2. Resolva a seguinte equacao para x

In(x4+2)—1=1. (3.199)

Solucgao. Podemos calcular a solugao pelos seguintes passos:
In(z+2)+1=1 (3.200)
In(z+2)=0 (3.201)
en(@t2) — 0 (3.202)
r+2=c¢ (3.203)
r=1—-2=-1. (3.204)
(3.205)

Com o SymPy, podemos computar a solugdo com os seguintes comandos:
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1 from sympy import =x*
2 solve (Eq(log(x+2)+1,1) ,x)

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.3.10.1. Calcule o valor de:
a) 2In2 —In3+1In3

E.3.10.2. Faga o esbogo do grafico de f(z) = log(z — 2) — 1 e determine
seu dominio.

E.3.10.3. Resolva para z:
a) Inz? =4

b) log z(x+1) =0

E.3.10.4. Mostre que

1n|y|—ln‘1—y‘:7’t+c (3.206)
K
tem como solucao a funcao logistica
K
e 3.207
Y7 + %e*” ( )

E.3.10.5. (Aplicagdo.) O fenémeno de desintegragio espontdnea do nicleo
de um atomo com a emissao de algumas radiagoes é chamado de radioati-
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vidade'®. A lei fundamental do decaimento radiativo estabelece que a taxa
de decaimento é proporcional ao niimero de atomos que ainda nao decairam.
Isto nos fornece a equacao da lei basica da radioatividade

N = Nye ™™ (3.208)

onde, N = N(t) é o nimero de dtomos no tempo t, Ny > 0 é o niimero de
atomos presentes no tempo inicial £ =0 e A > 0 ¢é a constante de decaimento.

A meia-vida do plutonio (33*°Pu) é de aproximadamente 2, 86 anos. Determine
a sua constante de decaimento .

8Fonte: Wikipédia.
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Resposta dos Exercicios

E.1.1.1.a) V; b) V;¢) F; d) V;e) F
E.1.1.2.a) V; b) V;¢) F;d) V;e) V

E.1.1.3.0, {1}, {—1}, {2}, {=3}, {1, —1}, {1,2}, {1, -3}, {—1,2}, {~1, -3},
{2,-3}, {1,-1,2}, {1,—-1,-3}, {1,2,-3}, {—1,2,-3}, {1,—-1,2,-3}

E.1.1.4.a) 25 =32; b) 4

E.1.1.5. a) {—4,-3,-1,0,2,3,5); b) {~4,2}; ¢) {~1,0,3}, d) {-3,5); e)
C; 1) 0

E.1.1.6. 30
E.1.1.7.a) V; b) F; ¢) V;d) V;e) F; f) F
E.1.1.8.CxD = {(—4,5),(—4,-3),(—4,2),(—4,-4),(2,5), (2, —-3),(2,2), (2, —4)}

E.1.19. F

140
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E.1.2.1.a) V;b) V;¢) V;d) V;e) F; ) V
E.1.2.2.a) F;b) V;¢) V

E.1.2.3. Dica: © 4 0= @ d+b-c
c d c-d

E.1.24.a) V;b) F;¢) V

E.1.2.6. Dica: Por definigao, para p > 0 tem-se |p| = p e, para p < 0 tem-se
Ip| = —1. Consulte (1.66).

E.1.3.1.a) V;b) F;¢) V;d) F; e) V

E.1.3.3.a2) 14 =2-7;b) 24 =23.3; ¢) 36 = 22 - 3%, d) 2205 = 3.5 - 7°
E.1.3.4.a) [-1,2],b) 0; ¢) [-1,1); d) R; e) (—1,1]

E.1.3.5.a) F; b) V;¢) V;d) V;e) F

E.2.1.1.a)2;b) 2;¢) 1;d) 0

E.2.1.2.a) 2;b) 2;¢) 5

E.2.1.3.2) 0; b) & ¢) —2; d) {—4,4}; e) {—2,1}; f) {-2,1}
E.2.1.4.2a) 3;b) 0;¢) 0

E.2.1.5. {~1,1}
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E.2.2.1. a) (—00,1); b) (—00,2]; ¢) (—3/2,00); d) (—o0,1/4]

E.2.2.2. a) (—o0,—1)U(2,00); b) [1,2]; ¢) (—o0,1)U(2,00); d) (—00,1/3]U
[2/5, 00)

E.2.2.3. a) (—o00,—1)U(2,00); b) (1,2]; ¢) (—o0,1)U(2,00); d) (—o0,1/3)U
[2/5, 00)

E.2.2.4. (-2,2)

E.2.2.5. (—00,~2) U (=2, 1]

E.3.1.1. Dominio: R; Imagem: R

E.3.1.2. Dominio: R; Imagem: [1, 00).

E.3.1.3. Dominio: R; Imagem: (—oo,1].

E.3.1.4. Dominio: (—o0, 1) U (1,00); Imagem: (—o0, —2) U (=2, 00).
E.3.1.5. Dominio: R; Imagem: [0, c0).

E321.a)D=R; I=R;b)D=R, [ ={r}:¢c) D=R; [ =R
E.3.2.3. f(z) = =3z —2

E.3.2.4.
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b) f(x) < 0 em toda parte

r<l1l z=1 x>1

) fw) - 0 +
E.3.2.5. (2/3,—5/3)
E.3.2.6. ndao ha

E.3.2.8. a) Funcdo linear. b) D(E,) = {m € R: m > 0}. ¢) Im(E,) =
{e € R:e>0}. d) Sim. Valor minimo E,. = 0. Ponto de minimo v = 0. d)
Crescente. e) v = 10.

E.3.3.1. a) dominio: (—o0,00); imagem: (—oo,00). b) dominio: (—o0,00);
imagem: [0,00). Dica: use o SymPy Gamma para verificar os esbogos de
seus graficos.

E.3.3.2. a) dominio: (—o0,00) \ {0}; imagem: (—o0,00) \ {0}. b) dominio:
(—o00,00) \ {0}; imagem: (0, 00). Dica: use o SymPy Gamma para verificar
os esbogos de seus graficos.

E.3.3.3. a) dominio: (—o00,00); imagem: [0,00). b) dominio: (—o0,00);
imagem: (—o00,00). Dica: use o SymPy Gamma para verificar os esbogos de
seus graficos.

E.3.3.4. (-1,-1), (1,1)
E.3.35.y=1
E.3.4.2. —1,0, 2

E.3.4.3. 9/4
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E.3.4.5. (—2,3), (1,0)

E.3.4.6. a) funcdo quadratica. b) D(E,) = {v € R: —c < v < ¢}, onde

¢ denota a velocidade da luz. ¢) Im(E,) ={e € R:0<e < mf}, onde ¢

denota a velocidade da luz. d) Sim. Valor minimo E. = 0. Ponto de minimo
v=0.

E.3.5.1. D =R\ {1}
E.3.5.2. D =R\ {2,3}
E.3.5.3. R\ {—1,0,1}
E.3.5.4. z = ]
E.3.5.5. {—1,1}

E.3.5.6. a) P = -V, para algum parametro a > 0. b) Funcao racional. ¢)
DP)={veR: v>0}.d) Im(P)={peR: p>0}.

E.3.6.1.a) —1/2; b) —/3/2; ¢) v/3/3; d) V/3; e) —2V/3/3; f) —2
E.3.6.2.a) —/3/2; b) 1; ¢) —/3/2
E.3.6.3. Dica: analise o ciclo trigonométrico.

E.3.6.4. Dica: analise o ciclo trigonométrico.

E.3.6.5. (—71/2,—1), (0,0), (7/2,1)
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4 .2 23_2 1
E.3.7.2. a) (f + ¢)(z) = * “’;fl Tl DR\ -1,1;b) (f +

xt— 2+ 2 — 2 —1 x4 2
D) = D= R\-LL o) (f-g)@) =

21
D=R\-1,1; d)x(f+g)(a:):$4—x2—|—2x3—2x,D:R\{—l,l}.

E3.73.a) f(x) +1 =2" -V —1+23+1, D = [1,0); b) 2f(z) =
20 -2/ — 14223, D = [1,00); ¢) f(22) = 4" =20 — 1+2%2%, D = [}, 00);
d) f(—z)=2""—v/—2—1—23 D = (—00, —1]

E.3.7.4. (fog)(z) = Va? — 1 4+ 1; dominio: (—o0, 1] U [1,00).
E.3.7.5. Dica: verifique sua resposta usando Python e SymPy.
E.3.7.6. Dica: verifique sua resposta usando Python e SymPy.

E.3.8.1. a) fungao decrescente; b) fungdo ndo mondtona; c¢) fungao crescente;
d) fungédo crescente; e) fun¢ao ndo mondtona

E.3.8.2. decrescente: (—oo, —1] U [1, 00); crescente: [—1, 1].
E.3.8.3. funcao impar
E.3.8.4. f!(z) = {2 + 1z + %; dominio [—1, o0)

E.3.9.1. Dica: use um pacote de matematica simbdlica para verificar suas
respostas.

E.3.9.2.a) V; b) V;¢) F; d) V
E393. =1
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E.3.9.4. Dica: use um pacote de matematica simbodlica para verificar sua
resposta.

E.3.9.5. a) Decrescente. Significa que quanto maior a energia de ativagao,
menor ¢ a taxa de reagdo. b) D(k) = (0,00), sdo os possiveis valores para
a energia de ativagdo. c¢) Im(k) = (0, A), significa que a taxa de reacao é
sempre um valor entre 0 e A, exclusivamente.

E.3.9.6. a) o = fog, f(z) = 1/(1 +x), g(x) = e *; b) D(p) = R; ¢)
Im(p) = (0,1).

E.3.9.7. Dica: Coloque niimeros para os parametros e verifique seu grafico
usando Python+SymPy.

E.3.10.1. a) 0; b) 1

E.3.10.2. Dica: use um pacote computacional de matematica simbodlica para
verificar o esbogo de seu grafico. Dominio: (2, 00).

E.3.10.3.a) z =¢*b)z=0

1
2,86

E.3.10.5. A = In2
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