Python para Matematica

Pedro H A Konzen

7 de abril de 2024

Conteudo
1 Licencga
2 Sobre a Linguagem
2.1 Instalagdo e Execucao . . . .. .. ... ... ...
2.1.1  Online Notebook . . . . . . . ... ... ... .....
2.1.2 IDE . . ..
2.2 Utilizacao . . . . . . ..
3 Elementos da Linguagem
3.1 Classes de Objetos Basicos . . . . . . ... ... .. .. ....
3.2 Operagoes Aritméticas Elementares . . . . . . . .. ... ...
3.3 Fungoes e Constantes Elementares . . . . . . .. ... ... ..
3.4 Operadores de Comparacao Elementares . . . . ... ... ..
3.5 Operadores Logicos Elementares . . . . . . . . ... ... ...
3.6 set . . ..
3.7 tuple ...
3.8 list . ...
3.9 dict . ...
4 Elementos da Programacao Estruturada
4.1 Ramificagdo . . . . . . . ...
411 Af .o
4.1.2 dif-else . . . . . ..o



4.1.3 if-elif-else. . . . . . . . . . . . ... ... ... 22

4.2 Repeticao . . . . . ... Lo 24
4.2.1 while . . . . . . . 24
4.2.2 for . . . . .. 25
423 rTange . . . ... 25

4.3 Fungoes . . . . ..o 26
5 Elementos da computagao matricial 27
5.1 NumPyarray . . ... ... ... ... . ... 27
5.1.1 Inicializacao de um array . . . . . . . . ... ... ... 29
5.1.2 Manipulagao de arrays . . . . ... .. ... ... ... 30
5.1.3 Operadores elemento-a-elemento . . . . . . . ... ... 31

5.2 Elementos da algebra linear . . . . . .. ... ... .. .... 32
5.2.1 Vetores. . . . . . . . .. ..o 32
5.2.2 Produto escalar enorma . . . . . . ... ... ... .. 33
5.2.3 Matrizes . . . . . ... 34
5.2.4 Inicializacao de matrizes . . . . . . . .. .. ... .. 35
5.2.5 Multiplicagao de matrizes . . . . . .. ... ... ... 35
5.2.6 Traco e Determinante de uma matriz . . . . . . .. .. 36
5.2.7 Rank e inversa de uma matriz . . . . . . . ... .. .. 37
5.2.8 Autovalores e autovetores de uma matriz . . . . . . .. 38

6 Graficos 39

1 Licenca

Este trabalho esta licenciado sob a Licenca Atribui¢do-Compartilhalgual
4.0 Internacional Creative Commons. Para visualizar uma cépia desta li-
cenga, visite http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_ BR ou
mande uma carta para Creative Commons, PO Box 1866, Mountain View,
CA 94042, USA.

2 Sobre a Linguagem
Python é uma linguagem de programacao de alto nivel e multipara-

digma. Ou seja, é relativamente préoxima das linguagens humanas naturais,
¢é desenvolvida para aplicagoes diversas e permite a utilizagao de diferentes
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2.1 Instalagao e Execugao 3

paradigmas de programagao (programacao estruturada, orientada a objetos,
orientada a eventos, paralelizagao, etc.).

e Site oficial

https://www.python.org/

2.1 Instalacao e Execucao

Para executar um codigo Python em seu computador é necessario instalar
um interpretador. No site oficial, estao disponiveis para download inter-
pretadores gratuitos e com licenga livre para uso. Neste minicurso, vamos
utilizar Python 3.

2.1.1 Online Notebook

Usar um Notebook Python online é uma forma réapida e préatica de iniciar
os estudos na linguagem. Rodam diretamente em nuvem e varios permitem
o uso gratuito por tempo limitado. Algumas opc¢oes sao:

e Deepnote - https://deepnote.com

Google Colab - https://colab.research.google.com/

Kaggle - https://www.kaggle.com/
o Paperspace Gradient - https://www.paperspace.com/notebooks
o SageMaker - https://aws.amazon.com/sagemaker

2.1.2 IDE

Usar um ambiente integrado de desenvolvimento (IDE, em inglés, in-
tegrated development enwironment) é a melhor forma de capturar o todo o
potencial da linguagem Python. Algumas alternativas sao:

o IDLE - https://docs.python.org/3/library/idle.html

e« GNU Emacs - https://www.gnu.org/software/emacs/
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2.2 Utilizacao 4

e Spyder - https://www.spyder-ide.org/

e VS Code - https://code.visualstudio.com/

2.2 Utilizacao
A execugao de codigos Python pode ser feita de trés formas basicas:
« em modo interativo em um console/notebook Python;
« por execugao de um c6digo argnome . py em um console/notebook Python;

e por execugao de um cogido arqgnome.py em um terminal do sistema
operacional.

Exemplo 2.1. Consideramos o seguinte pseudocodigo.

s = "Ola, mundo!".
imprime(s). (imprime a string s)

Vamos escrevé-lo em Python e executéa-lo:
a) Em um notebook.

Iniciamos um notebook Python e digitamos o seguinte codigo em uma
célula de entrada.

ls = "01la, Mundo!"
2#imprime a string s
3print (s)

Ao executarmos a célula, obtemos a saida
0la, Mundo!
b) Em modo iterativo no console.
Iniciamos um console Python em terminal do sistema e digitamos

$ python3
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2.2 Utilizacao 5t

Aqui, $ é o simbolo de prompt de entrada que pode ser diferente a depen-
der do seu sistema operacional. Entao, digitamos

1>>> s = "01&4, Mundo!"

2>>> print(s) #imprime a string s

Observamos que >>> é o simbolo de prompt de entrada do console Python.
A saida

1 01a, Mundo!

aparece logo abaixo da ultima linha de prompt executada. Para encerrar
o console, digitamos

1>>> quit ()

c¢) Escrevendo o c6digo ola.py e executando-o em um console/notebook
Python.

Primeiramente, escrevemos o codigo

ls = "01la, Mundo!"

2print(s) # imprime a string s

em um IDE (ou em um simples editor de texto) e salvamo-lo no caminho
/caminho/ola.py. Entdo, o executamos no console/notebook Python com

1 exec(open('/pasta/codigo.py') .read())
A saida é impressa logo abaixo do prompt/célula de entrada.
d) Escrevendo o c6digo ola.py e executando-o em terminal do sistema.

Assumindo que o codigo ja esteja salvo no arquivo /caminho/ola.py,
podemos executa-lo em um terminal digitando

1$ python3 /caminho/ola.py

A saida é impressa logo abaixo do prompt de entrada do sistema.

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://www.python.org
https://www.python.org
https://www.python.org
https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

3 Elementos da Linguagem

3.1 Classes de Objetos Basicos

Python é uma linguagem de programacao dindmica em que as varia-
veis/objetos sao declaradas/os automaticamente ao receberem um valor/-
dado. Por exemplo, consideramos as seguintes instrugoes

1x = 2
2y = x * 3.0

Na primeira instrugao, a variavel x recebe o valor inteiro 2 e, entao, é arma-
zenado na memoéria do computador como um objeto da classe int (nimero
inteiro). Na segunda instrugao, y recebe o valor decimal 6.0 (resultado de
2 x 3.0) e é armazenado como um objeto da classe float (ponto flutuante
de 64-bits). Podemos verificar isso, com as seguintes instrugoes

1 print (x)
2
Il print (y)
6.0
Il print (type(x), type(y))

<class ’int’> <class ’float’>

Observagao 3.1. (Comentdrios e Continuacao de Linha.) Cédigos Python
admitem comentarios e continuagao de linha como no seguinte exemplo

| # 9sto é um comentario
28 = "isto & uma \
3string"

I print (s)

isto & uma string

1 type(s)

<class ’str’>
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Observagao 3.2. (Notagao cientifica.) O Python aceita notagdo cienti-
fica. Por exemplo 5.2 x 1072 é digitado da seguinte forma

165.2e-2
0.052
Observacgao 3.3. (Casting.) Quando nao hé ambiguidade, pode-se fazer a
conversao entre objetos de classes diferentes (casting). Por exemplo,

1x =1

2print (x, type(x))

1 <class ’int’>
ly = float(x)
2print (y, type(y))

1.0 <class ’float’>

Além de objetos numéricos e string, Python também conta com objetos list
(lista), tuple (n-upla) e dict (diciondrio). Estudaremos essas classes de
objetos mais adiante no minicurso.

Exercicio 3.1.1. Antes de implementar, diga qual o valor de x apds as
seguintes instrucoes.

1x =1
2y = X
3y = 0

Justifique seu resposta e verifique-a.

Exercicio 3.1.2. Implemente um c6digo em que a(o) usuéria(o) entra com
valores para as variaveis x e y. Entao, os valores das variaveis sao permutados
entre si. Dica: use input para a entrada de dados.

3.2 Operacgoes Aritméticas Elementares

Os operadores aritméticos elementares sao:
+ adicao
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- subtracao
* multiplicacao
/ divisao
x* potenciagao
\’% médulo
// divisao inteira
Exemplo 3.1. Estudamos a seguinte computagao
| 2+8%3/2%*%2-1
7.0

Observamos que as operacoes ** tem precedéncia sobre as operacoes *, /, \%,
//, as quais tém precedéncia sobre as operagoes +, -. Operagoes de mesma
precedéncia seguem a ordem da esquerda para direita, conforme escritas na
linha de comando. Usa-se parénteses para alterar a precedéncia entre as
operacoes, por exemplo

1 (2+48%3) /2%xx2-1
5.5

Observacgao 3.4. (Precedéncia das Operagoes.) Consulte mais informagoes
sobre a precedéncia de operadores em Python Docs: Operator Precedence.

Exercicio 3.2.1. Compute as raizes do seguinte polinomio quadratico
p(z) = 22> — 20 — 4 (1)
usando a férmula de Bhaskara!.

O operador \% moédulo computa o resto da divisao e o operador // a
divisao inteira, por exemplo

1>>> 5 % 2
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15 // 2
2

Exercicio 3.2.2. Use o Python para computar os inteiros nao negativos q e
r tais que
25=¢q-3+r, (2)

sendo r o menor possivel.

3.3 Funcoes e Constantes Elementares

O moédulo Python math disponibiliza varias func¢oes e constantes elementa-
res. Para usé-las, precisamos importar o médulo em nosso cédigo

1l import math

Com isso, temos acesso a todas as defini¢oes e declaragoes contidas neste
modulo. Por exemplo

I math.pi

3.141592653589793

I math.cos(math.pi)

-1.0
I math.sqrt (2)

1.4142135623730951
I math.log(math.e)

1.0

Observacgao 3.5. (Fungao Logaritmo.) Notamos que math.log é a funcao
logaritmo natural, i.e. In(z) = log.(z). A implementagao Python para o
logaritmo de base 10 é math.log(x, 10) ou, mais acurado, math.logl0.

Exercicio 3.3.1. Compute

a) sen <Z>
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by eloss(r)
c) v—27

Exercicio 3.3.2. Refaca o Exercicio 3.2.1 usando a func¢ao math.sqrt para
computar a raiz quadrada do discriminante.

3.4 Operadores de Comparacao Elementares

Os operadores de comparacgao elementares sao
== jgual a
I= diferente de
> maior que

< menor que

\4
I

maior ou igual que
<= menor ou igual que

Estes operadores retornam os valores légicos True (verdadeiro) ou False
(falso).

Por exemplo, temos

1x = 2
2%x + x == 4
True

Exercicio 3.4.1. Considere a circunferéncia de equagao
c: (z—1P2+(@y+1)7°=1 (3)

Escreva um codigo em que a(o) usudria(o) entra com as coordenadas de um
ponto P = (x,y) e o codigo verifica se P pertence ao disco determinado por
c.
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Exercicio 3.4.2. Antes de implementar, diga qual é o valor légico da ins-
trucao

I math.sqrt (3) **2 == 3

Justifique sua resposta e verifique!

3.5 Operadores Logicos Elementares

Os operadores légicos elementares sao:
and e légico
or ou légico
not néo légico
Exemplo 3.2. (Tabela Booleana do and.) A tabela booleana? do and é

A B A and B
True True True
True False | False
False True False
False False | False

Por exemplo, temos

1x = 2
2(x > 1) and (x < 2)

False
Exercicio 3.5.1. Construa as tabelas booleanas do operador or e do not.
Exercicio 3.5.2. Use Python para verificar se 1.4 <= /2 < 1.5.

Exercicio 3.5.3. Considere um retangulo r : ABDC de vértices A = (1,1)
e D = (2,3). Crie um c6digo em que a(o0) usudria(o) informa as coordenadas
de um ponto P = (z,y) e o c6digo imprime True ou False para cada um
dos seguintes itens:
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1. Per.
2. Peor.
3. P¢T.

Exercicio 3.5.4. Implemente uma instrucao para computar o operador xor
(ou exclusivo). Dadas duas afirmagoes A e B, A xor B é True no caso de
uma, e somente uma, das afirmagoes ser False, caso contrario ¢ False.

3.6 set

Um set em Python é uma colecao de objetos nao ordenada, imutavel
e nao admite itens duplicados. Por exemplo,

la = {1, 2, 3}
2 type (a)
<class ’set’>

1b = set((2, 1, 3, 3))

2 print (b)

{1, 2, 3}
la == D
True

1# conjunto wvazto
2e = set ()

Acima, alocamos o conjunto a = {1,2,3}. Note que o conjunto b é igual a a.
Observamos que o conjunto vazio deve ser construido com a instrugao set ()
e nao com {}'.

Observagao 3.6. (Tamanho de uma Colegdo de Objetos.) A fungao len
retorna o nimero de elementos de uma colecao de objetos. Por exemplo,

11len(a)

Isso constréi um diciondrio vazio, como estudaremos logo mais.
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3
Operadores envolvendo conjuntos:
- diferenga entre conjuntos
| uniao de conjuntos
& intersecao de conjuntos
~ diferenca simétrica

Exemplo 3.3. Os conjuntos

A ={2,7,-0.25,3, ’banana’}, (4)
B = {’laranja’, 3, arccos(—1), —1} (5)
podem ser alocados como sets

l import math
2A = {2, math.pi, -0.25, 3, 'banana'}
3B = {'laranja', 3, math.acos(-1), -1}

e, entao, podemos computar:

a) A\ B

la = A - B
2 print (a)

{-0.25, 2, ’banana’}

b) AUB

Ib = A | B
2 print (b)

{-0.25, 2, 3, 3.141592653589793, ’laranja’, ’banana’, -1}

c) ANB

lc = A & B
2 print (c)
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{3, 3.141592653589793}

d) AAB = (A\ B)U (B 4)

ld = A~ B
2 print (d)

{-0.25, 2, ’laranja’, ’banana’, -1}
Exercicio 3.6.1. Aloque como set cada um dos seguintes conjuntos:
a) O conjunto A dos nimeros —12 < n < 6 e que sdo divisiveis pares.
b) O conjunto B dos nimeros —12 < n < 6 e que sao divisiveis por 3.

Entao, compute o subconjunto de A e B que contém apenas 0s numeros
divisiveis por 2 e 3.

Observacgao 3.7. (Compreensao de sets.) Python disponibiliza a sintaxe
de compreensao de sets. Por exemplo,

1C = {x for x in A if type(x) == str}

2 print (C)

{’banana’}

Exercicio 3.6.2. Considere o conjunto
Z ={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}. (6)

Faca um cédigo Python para extrair o subconjunto P dos niimeros pares do
conjunto Z. Depois, modefique-o para extrair o subconjunto Z dos niimeros
impares. Dica: use de compreensao de sets.

3.7 tuple

Em Python, tuple é uma colecao ordenada e imutével de objetos. Por exem-
plo, na sequéncia alocamos um par, uma tripla e uma quadrupla ordenada
usando tuples.

la = (1, 2)
2 print(a, type(a))
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3.7 tuple 15

(1, 2) <class ’tuple’>

Ib = -1, 1, 0
2print (b, len(b))

(-1, 1, 0) 3
lc = (0.5, 'laranja', {2, -1}, 2)
2 print (c)

(0.5, ’laranja’, {2, -1}, 2)

Os elementos de um tuple sao indexados, o indice 0 corresponde ao primeiro
elemento, o indice 1 ao segundo elemento e assim por diante. Desta forma é
possivel o acesso direto a um elemento de um tuple usando-se sua posi¢ao.
Por exemplo,

I print (c[2])
{2, -1}

Pode-se também extrair uma fatia (um subconjunto) usando-se a notagao :.
Por exemplo,

Id = c[1:3]
2 print (d)

(’laranja’, {2, -1}
Operadores basicos:

+ concatenacao

la= (1, 2) + (3, 4, 5)
2 print (a)

(1, 2, 3, 4, 5)

* repeticao

I1b = (1, 2) x 2

1, 2, 1, 2)
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in pertencimento

lc = 1 in (-1, 0, 1, 2)
True

Exercicio 3.7.1. Use sets para alocar os conjuntos

A={-1,0,2}, (7)
B ={23,5}. (8)

Entao, compute o produto cartesiano A x B = {(a,b) : a € A,b € B}. Qual
o numero de elementos da A x B? Dica: use a sintaxe de compreensdo de

sets (consulte a Observagao 3.7).

Exercicio 3.7.2. Aloque o grafico discreto da fungao® f(z) = 22 para
z = 0,1, 1,2. Dica: use a sintaxe de compreensao de conjuntos (consulte

)90
a Observagao 3.7).
3.8 1list
Um list é uma uma colecao de objetos indexada e mutavel. Por exemplo,
lx = [-1, 2, -3, -5]
2 print (x, type(x))
[-1, 2, -3, -5] <class ’list’>
ly = [1, 1, 'oi', 2.5]
2 print (y)
[1, 1, ’o0i’, 2.5]

lvazia = []
2print(len(vazia))
3print (len(y))

0
4

20 grafico de uma fungdo restrita a um conjunto A é o conjunto G(f)|a = {(z,y) : = €

Ay = f(x)}.
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Os elementos de um list sao indexados de forma analoga a um tuple, o
indice 0 corresponde ao primeiro elemento, o indice 1 ao segundo elemento e
assim por diante. Bem como, o indice —1 corresponde ao tltimo elemento,

0 —2 ao pentltimo e segue. Por exemplo,
Ix[-1] = 3.14

2print('x[0] = ', x[0])
Jprint(x = ', x)

x[0] =1

x = [-1, 2, -3, 3.14]
1x[:3] = [10, -20]
2 print (x)

(10, -20, -3, 3.14]

Os operadores basicos de concatenacao e de repeticao também estao dispo-
niveis para um list. Por exemplo,

1x = [1,2] + [3, 4, 5]
2 print (x)

3y = [1,2]%2

4 print (y)

(1, 2, 3, 4, 5]
(1, 2, 1, 2]

Observacao 3.8. list conta com varias fungoes prontas para a execugao
de diversas tarefas praticas como, por exemplo, inserir/deletar itens, contar
ocorréncias, ordenar itens, etc. Consulte na web Python Docs: More on

Lists.
Observagao 3.9. (Alocagao versus Copia.) Estudamos o seguinte exemplo

lx = [2, 3, 1]
2y = X

3y[1]l =0
4print('x ="', x)

x = [2, 0, 1]

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://docs.python.org/3/library/stdtypes.html#lists
https://docs.python.org/3/library/stdtypes.html#tuples
https://docs.python.org/3/library/stdtypes.html#lists
https://docs.python.org/3/library/stdtypes.html#lists
https://docs.python.org/3/tutorial/datastructures.html#more-on-lists
https://docs.python.org/3/tutorial/datastructures.html#more-on-lists
https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

3.8 list 18

Em Python, dados tém identificagdo tinica. Logo, neste exemplo, x e y apon-
tam para o mesmo endereco de memoéria. Modificar y é também modificar
x e vice-e-versa. Para desassociar y de x, y precisa receber uma copia de =z,
como segue

1x = [2, 3, 1]

2print ('id(x) =', id(x))
3y = x.copy ()

4print ('id(y) ="', id(y))
5y[1] =0

6print('x ="', x)
7print('y ="', y)

id(x) 140476759980864
id(y) 140476760231360
x = [2, 3, 1]
y [2, 0, 1]

Observacao 3.10. (Anexar ou Estender.) Um list tem tamanho dindmico,
premitindo a anexa¢ao de um novo item ou sua estensao. A anexacao de um
item pode ser feita com o método list.append, equanto que a extensao é
feita com list.extend. Por exemplo, com o 1ist.append temos

11 = [1, 2]
21.append ((3,4)))
3print (1)

(1, 2, (3, 4)]

Equanto, que com o 1ist.extend obtemos
11 = [1, 2]

21.extend ((3,4)))

3print (1)

(1, 2, 3, 4]

Exercicio 3.8.1. A solucao de

¥ —-2=0 (9)
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pode ser aproximada pela iteracao®

Ty = 1, (10)
1 2
Tip1 = 5 <SB1 + .1'1) (11)
para 7 = 0,1,2,.... Aloque uma lista com as quatro primeiras iteradas, i.e.

[0, 1, T2, 3, 24]. Dica: use list.append.

Exercicio 3.8.2. Aloque cada um dos seguintes vetores como um list:
x=(-1,3,-2), (12)

Entao, compute

a) r+y

b) z-y

Dica: use uma compreensao de lista e os métodos zip e sum.

Exercicio 3.8.3. Uma matriz pode ser alocada como um encadeamento de
lists. Por exemplo, a matriz

M= l; _32] (14)

pode ser alocada como a seguinte 1ist

1>>> M = [[1,-2],[2,3]]
2>>> M
301, -21, [2, 3]1]

Use list para alocar a matriz

1 -2 1
A=18 0 -7 (15)
3 —1 -2
e o vetor
T = (2, -3, 1), (16)

entao compute Ax.

3Iteracio do método babilonico. Saiba mais em Wikipédia: Raiz quadrada.
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3.9 dict

Um dict é um mapeamento de objetos (um dicionario), em que cada item é
um par chave:valor. Por exemplo,

la = {'nome': 'triangulo', 'perimetro': 3.2}
2 print(a, type(a))

{’nome’: ’triangulo’, ’perimetro’: 3.2} <class ’dict’>

O acesso a um item do dicionario pode ser feito por sua chave, por exemplo,
lal['nome'] = 'tridngulo'
2 print (alnome])

’tridngulo’

Pode-se adicionar um novo par, simplesmente, atribuindo valor a uma nova
chave. Por exemplo,

lal['vértices'] = {'A': (0,0), 'B': (3,0), 'C':
(0,4)%

2print('vétice B =', al['vértices']J['B'])
vértice B = (3,0)

Exercicio 3.9.1. Considere a func¢ao afim

flz)=3—u. (17)
Implemente um dicionario para alocar a raiz da funcao, a interse¢do com o
eixo y e seu coeficiente angular.

Exercicio 3.9.2. Considere a fun¢ao quadratica
g(z)=a2* -2 -2 (18)

Implemente um dicionario para alocar suas raizes, vértice e intersecao com o
eixo y.

4 Elementos da Programacao Estruturada

Na programacao estruturada, os comandos de programagao sao executados
em sequéncia, um novo comando s6 iniciado apés o término do processamento
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do comando anterior. Em Python, cada linha consiste em um comando, o
programa tem inicio na primeira linha e término na tltima linha do cédigo.
Instrugoes de ramificagdo permitem a selecdo on-the-fly de blocos de co-
mandos, enquanto que instrucgoes de repeticao permitem a execugao repe-
tida de um bloco. A defini¢do de funcgao permite a criacao de um sub-codigo
(sub-programa) do codigo.

4.1 Ramificagao

Uma estrutura de ramificagcdo é uma instrugdo para a tomada de deci-
soes durante a execugao de um programa. No Python, temos disponivel a
instrucao if-[elif-...-elif-else].

4.1.1 if
Por exemplo, o codigo abaixo computa as raizes reais do polinémio
p(z) = az® + bx + ¢, (19)

com a, b e ¢ alocados no inicio do cédigo.

1l import math as m

2a = 1.
3b = -1.
4c = -2.

bdlta = b*x*x2 - 4.xax*c

6if (dlta >= 0.):

7 x1 = (-b - m.sqrt(dlta))/(2.*a)
8 x2 = (-b + m.sqrt(dlta))/(2.%*a)

9 print('xl =', x1)
10 print('x2 =', x2)
x1 =-1.0
x2 = 2.0

Neste c6digo, o bloco de comandos (linhas 7-10) s6 é executado, se o discri-
mante do polinébmio seja nao-negativo. Verifique! Troque os valores de a, b
e ¢ de forma que p tenha raizes complexas.
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Observagao 4.1. (Indentacdo.) Nas linhas 7-10 do c6digo anterior, a inden-
tacao dos comandos é obrigatéria. O bloco de comandos indentados indicam
o escopo da instrucao if.

4.1.2 if-else

Vamos modificar o codigo anterior, de forma que as raizes complexas sejam
computadas e impressas, quando for o caso.

Il import math as m

2a = 1.
3b = -4.
4¢c = 8.

5dlta = b*xx2 - 4. *xa*c

6if (dlta >= 0.):

7 # raizes reais

8 x1 = (-b - m.sqrt(dlta))/(2.%*a)

9 x2 = (-b + m.sqrt(dlta))/(2.%*a)

10 else:

11 # raizes complezas

12 rea = -b/(2.%a)

13 img = m.sqrt(-dlta)/(2.%*a)
14 x1 = rea - imgx*1j

15 x2 = rea + img*1]j

16 print ('x1l ="', x1)

17print ('x2 ="', x2)

x1 = (2-23)

x2 = (2+2j)

Observagao 4.2. (Numero Complexo.) Em Python, nimeros complexos
podem ser alocados como objetos da classe complex. O ntimero imaginario
1t = 4/—1 é denotado por 1j e um niimero completo a + bz por a + b*1j.

4.1.3 if-elif-else

A instrucao elif é uma conjunc¢ao de uma sequéncia de instrugoes textttelse-
if. Vamos modificar o c6digo anterior, de forma a computar o caso de raizes
reais duplas de forma propria.
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1l import math as m

2a = 1.
3b = 2.
4c¢c = 1.

5dlta = b*xx2 - 4. *xa*c

6if (dlta > 0.):

7 # raizes reais

8 x1 = (-b - m.sqrt(dlta))/(2.%*a)

9 x2 = (-b + m.sqrt(dlta))/(2.%*a)

10 elif (dlta == 0.):

11 x1 = x2 = -b/(2.%a)
12 else:

13 # ratzes complezas
14 rea = -b/(2.%a)

15 img = m.sqrt(-dlta)/(2.x*a)
16 x1 = rea - imgx*1j
17 x2 = rea + imgx1]j
I8 print('xl ="', x1)

19 print ('x2 ="', x2)

x1 =-1.0

x2 =-1.0

Exercicio 4.1.1. Desenvolva um codigo para computar a raiz do polinémio
flz)=ax+0b (20)

com dados a e b. O codigo deve lidar com todos os casos possiveis, a saber:

a) tUnica raiz (a # 0).

b) infinitas raizes (a = b = 0).

¢) nao existe raiz (a =0 e b # 0).

Exercicio 4.1.2. Desenvolva um cédigo em que dados trés pontos A, B
e C' no plano, verifique se ABC' determia um triangulo. Caso afirmativo,
classifique-o como um triangulo equilatero, isésceles ou escaleno.
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4.2 Repeticao

Estruturas de repeticao sao instrugoes que permitem que a execugao repetida
de um bloco de comandos. Sao duas instrugoes disponiveis while e for.

4.2.1 while

A instrugdo while permite a repeticdo de um bloco de comandos, equanto
uma dada condicao for verdadeira.

Por exemplo, o seguinte c6digo computa e imprimi os elementos da sequéncia
de Fibonacci?, enquanto forem menores que 10.

Iln =1

2 print (n)

Sm =1

4 print (m)

5while (n+m < 10):
6 S = m

7 m +=n

8 n =8

9 print(m)

Verifique!

Observacgao 4.3. (Instrugdes de Controle.) As instruges de controle break,
continue sdo bastante tteis em varias situagoes. A primeira, encerra as
repetigoes e, a segunda, pula para uma nova repeticao.

Exercicio 4.2.1. Use while para imprimir os dez primeiros niimeros impa-
res.

Exercicio 4.2.2. Uma aplicacdo do Método Babilonico? para a aproximacao
da solucdo da equacdo 2% — 2 = 0, consiste na iteracdo

o = 1, (21)
xi+1:§+;i, 7/:07].,2,... (22)

4Matematica Babilénica, matematica desenvolvida na Mesopotamia, desde os Sumérios
até a queda da Babilonia em 539 a.C.. Fonte: Wikipédia.

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://docs.python.org/3/reference/simple_stmts.html#the-break-statement
https://docs.python.org/3/reference/simple_stmts.html#continue
https://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica_babil%C3%B4nica
https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

4.2 Repeticao 25

Faca um c6digo com while para computar aproximacao x;, tal que |xr; —
[L'Z'_1| <1077,

4.2.2 for

A instrugao for permite a execugao iterada de um bloco de comandos. Dado
um objeto iteravel, a cada lago um novo item do objeto é tomado. Por
exemplo, o seguinte codigo computa e imprime os primeiros 6 elementos da
sequéncia de Fibonacci.

Iln =1
2print(£'1: {n}")
3m = 1

I print (£'2: {m}"')
5for i in [3,4,5,6]:

6 S = m
7 m += n
8 n = s

9 print(f'{i}: {m}")
Verifique!

4.2.3 range

A fungao range([start,]stop[,sepl) é particularmente 1til na construgao
de instrugdes for. Ela cria um objeto de classe iteravel de start (incluido)
a stop (excluido), de elementos igualmente separados por sep. Por padrao,
start=0, sep=1 caso omitidos. Por exemplo, o c6digo anterior por ser rees-
crito como segue.

ln =1
2print(£'1: {n}")
3m =1

4print(£'2: {m}')
5for i in range(3,7):

6 S = m
7 m += n
8 n = s

e

) print(f'{i}: {m}')
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Verifique!

Exercicio 4.2.3. Com n dado, desenvolva um cédigo para computar o valor
da soma harmonica
n
k=1

(23)

B S
12 n’

el e

Exercicio 4.2.4. Desenvolva um cédigo para computar o fatorial de um dado
numero natural n. Dica: use math.factorial para verificar seu codigo.

4.3 Funcoes

Em Python, uma funcdo é definida pela instrucdo def. Por exemplo, o
seguinte c6digo impleta a fungao

flz)=2x—-3 (24)
e imprime o valor de f(2).

def f(x):
y = 2xx - 3
return X

1
3
4
5z = £(2)

6print (£'£(2) = {z}')
£(2) =2

Observacao 4.4. Para fungoes pequenas, pode-se utilizar a instru¢ao lambda
de fungoes anonimas. Por exemplo,

1f = lambda x: 2*xx - 3
2print (£'£(3) = {£(3)}")

£(3) =3

Exemplo 4.1. (Funcdo com Pardmetros.) O seguinte c6digo, implementa o
polinémio de primeiro grau

p(z) = ax + b, (25)

com pardmteros predeterminados a = 1 e b = 0 (funcao identidade).
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1
2
3 return y
4
5

print('p(2) =', p(2.))
6print('p(2, 3, -5) =', p(2., 3., -5.))

Exercicio 4.3.1. Implemente uma funcdo para computar as raizes de um
polindmio de grau 2 p(z) = ax? + bx + c.

Exercicio 4.3.2. Implemente uma funcao que computa o produto escalar
de dois vetores

r = (o, T1y..  Tn_1), (26)
Y= (yO:ylw"wrn—l)- (27)

Dica: considere que os vetores sao alocados com lists.

Exercicio 4.3.3. Implemente uma fungdo que computa o determinante de
matrizes 2 x 2. Dica: considere que a matriz estda alocada com um list
encadeado.

Exercicio 4.3.4. Implemente uma fun¢ao que computa a multiplicagdo ma-
triz - vetor Az, com A matriz 2 X 2 e x um vetor de dois elementos.

5 Elementos da computacao matricial

Nesta se¢ao, vamos explorar a NumPy (Numerical Python), biblioteca para
tratamento numérico de dados. Ela é extensivamente utilizada nos mais
diversos campos da ciéncia e da engenharia. Aqui, vamos nos restringir a
introduzir algumas de suas ferramentas para a computacao matricial.

Usualmente, a biblioteca é importada como segue

I >>> import numpy as np

5.1 NumPy array

Um array ¢ uma tabela de valores (vetor, matriz ou multidimensional) e
contém informacao sobre os dados brutos, indexacao e como interpreta-los.
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Os elementos sdo todos do mesmo tipo (diferente de uma lista Python),
referenciados pela propriedade dtype. A indexacao dos elementos pode ser
feita por um tuple de inteiros nao negativos, por booleanos, por outro array
ou por numeros inteiros. O rank de um array ¢ seu numero de dimensoes
(chamadas de axes®). O shape ¢ um tuple de inteiros que fornece seu
tamanho (nimero de elementos) em cada dimensao. Sua inicializagdo pode
ser feita usando-se listas simples ou encadeadas. Por exemplo,

1>>> a = np.array([1,3,-1,2])
2 >>> print (a)
31 3 -1 2]
1>>> a.dtype
5dtype('int64')
6 >>> a.shape
7(4,)

8>>> al2]

9-1

10>>> al[1:3]

1l array ([ 3, -11)

temos um array de ntimeros inteiros com quatro elementos dispostos em um
Unico axis (eixo). Podemos interpretd-lo como uma representacdo de um

vetor linha ou coluna, i.e.
a=(1,3,-1,2) (28)

vetor coluna ou a’ vetor linha.

Outro exemplo,

1>>> a = np.array([[1.0,2,3],[-3,-2,-1]1)
2>>> a.dtype

3dtype('float64"')

4>>> a.shape

5(2, 3)
6>>> al1,1]
7-2.0

temos um array de ntimeros decimais (float) dispostos em um arranjo com
dois axes (eixos). O primeiro axis tem tamanho 2 e o segundo tem tamanho

Do inglés, plural de axis, eixo.
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3. Ou seja, podemos interpreta-lo como uma matriz de duas linhas e trés
colunas. Podemos fazer sua representagao algébrica como

1 2 3
a:[_g 5 _1] (29)

5.1.1 Inicializacdo de um array

O NumPy conta com tteis fungbes de inicializa¢ao de array. Vejam algumas
das mais frequentes:

e np.zeros(): inicializa um array com todos seus elementos iguais a
7Z€ro.

| >>> np.zeros (2)
2array ([0., 0.]1)

e np.ones(): inicializa um array com todos seus elementos iguais a 1.

1>>> np.ones ((3,2), dtype='int')
2array ([[1, 1],

3 (1, 11,

4 (1, 111)

e np.empty(): inicializa um array sem alocar valores para seus elemen-

tos.

>>> np.empty (3)
2 array([4.9e-324, 1.5e-323, 2.5e-323])

« np.arange(): inicializa um array com uma sequéncia de elementos’.

1>>> np.arange (1,6,2)
2 array([1, 3, 5])

e np.linspace(a, b[, num=n]): inicializa um array como uma sequén-
cia de elementos que comega em a, termina em b (incluidos) e contém
n elementos igualmente espagados.

>>> np.linspace(0, 1, num=5)
2 array ([O. , 0.25, 0.5 , 0.75, 1. 1)

6 Atencao! Os valores dos elementos serdo dindmicos conforme “lixo” da memoria.
imi a nge.
"Similar a funcio Python range
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5.1.2 Manipulagao de arrays

Outras duas fungoes importantes no tratamento de arrays sao:

e arr.reshape(): permite a alteracao da forma de um array.

1>>> a = np.array([-2,-1])
2>>> a

Jarray([-2, -1])

1 >>> a.reshape(2,1)
5array ([[-2],

6 [-111D

O arr.reshape() também permite a utilizacdo de um coringa -1 que
sera dinamicamente determinado de forma obter-se uma estrutura ade-
quada. Por exemplo,

1>>> a = np.array([[1,2],[3,4]1]1)
2>>> a

Jarray ([[1, 2],

1 (3, 411D

5>>> a.reshape ((-1,1))

6array ([[1],

7 (21,

8 (31,

9 [411)

e arr.transpose(): computa a transposta de uma matriz.

>>> a = np.array([[1,2],[3,4]1]1)
>>> a
array ([[1, 2],
[3, 411)
>>> a.transpose ()
jarray ([[1, 3],
7 (2, 411D

T = W N =

(o))

e np.concatenate(): concatena arrays.

1>>> a = np.array([1,2])
2>>> b np.array ([2,3])
3>>> ¢ np.concatenate ((a,b))
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1>>> ¢

5array([1, 2, 2, 3])

6>>> a = a.reshape((1,-1))
7>>> a.ndim

82

9>>> b = b.reshape((1,-1))

10>>> b

Il array ([[2, 311)

12>>> d = np.concatenate((a,b), axis=0)
13>>> d

14 array ([[1, 2],

15 [2, 311)

5.1.3 Operadores elemento-a-elemento

Os operadores aritméticos disponivel no Python atuam elemento-a-elemento
nos arrays. Por exemplo,

1>>> a = np.array([1,2])
2>>> b = np.array([2,3])
3>>> a+b

4array ([3, 51)

5>>> a-b

6array([-1, -11)

7>>> bxa

garray ([2, 6])

9 >>> ax*x*b

10 array ([1, 8])

11 >>> 2x%b

12 array ([4, 6])

O NumPy também conta com varias func¢oes matematicas elementares que
operam elemento-a-elemento em arrays. Por exemplo,

I >>> a = np.array([np.pi, np.sqrt(2)])

2>>> a

Jarray ([3.14159265, 1.41421356])

1>>> np.sin(a)

5array ([1.22464680e-16, 9.87765946e-01])

6>>> np.exp(a)
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7array ([23.14069263, 4.11325038])

Observagao 5.1. O NumPy contém um série de outras fungdes praticas
para a manipulacao de arrays. Consulte NumPy: the absolute basics for
beginners.

5.2 Elementos da algebra linear

O NumPy conta com um modulo de algebra linear

1>>> from numpy import linalg

5.2.1 Vetores

Um vetor podem ser representado usando um array de um eixo (dimensao)
ou um com dois eixos, caso se queira diferencia-lo entre um vetor linha ou
coluna. Por exemplo, os vetores

a= (27—177>7 (30>
b=(3,1,0)" (31)
podem ser alocados com

1>>> x
2>>> y

np.array ([2,-1,7])
np.array ([3,1,0])

Caso queira-se que z siga um arranjo em coluna, pode-se modificado como
segue

1>>> a = a.reshape((-1,1))

2>>> a

Jarray ([[ 2],
4 [-1],
5 [ 711D

Como ja vimos, o NumPy conta com operadores elemento-a-elemento que
podem ser utilizados na élgebra envolvendo arrays, logo também aplicaveis a
vetores (consulte a Subsecao 5.1.3). Vamos, aqui, introduzir outras operagoes
préprias deste tipo de objeto.

Exercicio 5.2.1. Aloque cada um dos seguintes vetores como um NumPy
array:
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a) r=(1.2,-3.1,4)
b) y=aT
¢) z=(mV2,e )T
5.2.2 Produto escalar e norma
Dados dois vetores,
r = (2o, 1,...,Tp_1), (32)
Y= (Yo, Y1, Yn-1) (33)
define-se o produto escalar por
T-Y=2xoYo +2T1Y1 + -+ Tpn_1Yn—1 (34)

Com o NumPy, podemos computé-lo com a fungao np.dot (). Por exemplo,

1>>> x = np.array([-1, 0, 2, 4])
2>>> y = np.array ([0, 1, 1, -1]1)
3>>> np.dot(x,y)

1 -2

A norma (euclidiana) de um vetor é definida por

n—1
]| = 3.
=0

O NumPy conta com a fun¢do np.linalg.norm() para computé-la.

exemplo,

1>>> np.linalg.norm(y)
21.7320508075688772

(35)

Por

Exercicio 5.2.2. Faca um codigo para computar o produto escalar x -y

sendo

T = (1.2,111(2),4),
Y= (7T25 \/§> 6)
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5.2.3 Matrizes

Uma matriz pode ser alocada como um NumPy array de dois eixos (dimen-
soes). Por exemplo, as matrizes

s [2 ~1 7]’ (33)

0
1 (39)
6

podem ser alocadas como segue
1>>> A = np.array([[2,-1,7],[3,1,0]])

2>>> A

Jarray ([[ 2, -1, 7],

4 [ 3, 1, 011

5>>> B = np.array([[4,0],[2,1],[-8,6]1])
6G>>> B

rarray (L[ 4, 0],

8 [ 2, 11,

9 [-8, 611)

Como ja vimos, o NumPy conta com operadores elemento-a-elemento que
podem ser utilizados na algebra envolvendo arrays, logo também aplica-
veis a matrizes (consulte a Subsegdo 5.1.3). Vamos, aqui, introduzir outras
operacoes proprias deste tipo de objeto.

Exercicio 5.2.3. Aloque cada uma das seguintes matrizes como um Numpy
array:

a)
A=|2 —4 (40)

b) B=AT

Exercicio 5.2.4. Seja
1>>> A = np.array ([[2,1],[1,1],[-3,-211)
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Determine o formato (shape) dos seguintes arrays:
a) A[:,0]

b) Al:,0:1]

c) A[1:3,0]

d) A[1:3,0:1]

e) A[1:3,0:2]

5.2.4 Inicializacao de matrizes

Além das inicializagoes de arrays ja estudadas na Subsecao 5.1.1, temos
mais algumas que sao particularmente tteis no caso de matrizes.

e np.eye(n): retorna a matriz identidade n x n.

| >>> np.eye (3)

2array([[1., 0., 0.1,
3 (0., 1., 0.],
1 (0., 0., 1.11)

e np.diag(v): retorna uma matriz diagonal formada pela list v.

1 >>> np.diag([1,2,3])
2array ([[1, 0, 0],
3
4

[0, 2, ol,
[0, o, 311
Exercicio 5.2.5. Aloque a matriz escalar C' = [c;;])_, sendo ¢;; = 7 e

cij = 0 para i # j.

5.2.5 Multiplicacao de matrizes

A multiplicacdo da matriz A = [aij]zj;lbl*l pela matriz B = [bw]ﬁ;lzom léa

matriz C' = AB = [cij];fj;lbmfl tal que

-1
Cij = Z aikbk,j (41)
k=0
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O NumPy tem a fun¢do np.matmul() para computar a multiplicacao de
matrizes. Por exemplo, a multiplicacdo das matrizes dadas em (38) e (39),
computamos

1>>> C = np.matmul (A,B)

2>>> C
3array ([[-50, 417,
4 [ 14, 111)

Observacio 5.2. E importante notar que np.matmul (A,B) é a multiplicacao
de matrizes, enquanto que * consiste na multiplicacao elemento a elemento.
Alternativamente a np.matmul (A,B) pode-se usar A @ B.

Exercicio 5.2.6. Aloque as matrizes

1 2 -1
c=13 2 1 (42)
0 —2 -3
2 3
D=1 -1 (43)
6 4
1 2 1
b= lo ~1 3] (44)

Entao, se existirem, compute e fornega as dimensoes das seguintes matrizes
a) CD

b) DTE

c) DTC

d) DE

5.2.6 Traco e Determinante de uma matriz

O NumPy tem a funcao arr.trace() para computar o trago de uma matriz
(soma dos elementos de sua diagonal). Por exemplo,

| >>> A = np.array([[-1,2,0],[2,3,1],([1,2,-311)
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2>>> A.trace()
3 -1

J4, o determinante ¢ fornecido no médulo np.linalg. Por exemplo,

| >>> A = np.array([[-1,2,0],([2,3,1],([1,2,-311)
2>>> np.linalg.det (A)
325.000000000000007

Exercicio 5.2.7. Compute e verifique os tracos e os determinantes das se-
guintes matrizes

—2 3

0:[1 4] (45)
3 1 —1

D=1[10 2 (46)
49 —1

5.2.7 Rank e inversa de uma matriz

O rank de uma matriz é o nimero de linhas ou colunas linearmente inde-
pendentes. O NumPy conta com a fun¢ao matrix_rank() para computé-lo.
Por exemplo,

1>>> np.linalg.matrix_rank(np.eye(3))

23

3>>> A = np.array([[1,2,3],[-1,1,-1]1,[0,3,211)
4>>> np.linalg.matrix_rank (A)

52

A inversa de uma matriz full rank pode ser computada com a func¢ao np.
linalg.inv(). Por exemplo,

1>>> A = np.array([[1,2,3],[-1,1,-1],[1,3,2]])

2>>> np.linalg.matrix_rank (A)

33

4>>> Ainv = np.linalg.inv(A)

5>>> np.matmul (A,Ainv)

6array ([[ 1.00000000e+00, 0.00000000e+00,
0.00000000e+00] ,
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7 [ 1.11022302e-16, 1.00000000e+00,
2.22044605e-16],

8 [-2.22044605e-16, 0.00000000e+00,
1.00000000e+0017])

Exercicio 5.2.8. Compute, se possivel, a matriz inversa de cada uma das
seguintes matrizes

2 -1
p-[2 ] -
~2 0
C=1[3 1 -1 (48)
2 1 0

Verifique suas respostas.

5.2.8 Autovalores e autovetores de uma matriz

Um auto-par (A, v), A um escalar chamado de autovalor e v # 0 é um vetor
chamado de autovetor, é tal que

AN = . (49)

O NumPy tem a funcao np.linalg.eig() para computar os auto-pares de
uma matriz. Por exemplo,

1>>> np.linalg.eig(np.eye(3))

2 (array([1., 1., 1.]), array([[1., O., O0.],
3 (0., 1., 0.1,

4 [0., 0., 1.11))

Observamos que a fun¢ao uma dupla, sendo o primeiro item um array con-
tendo os autovalores (repetidos conforme suas multiplicidades) e o segundo
item é a matriz dos autovetores, onde estes sdo suas colunas.

Exercicio 5.2.9. Compute os auto-pares da matriz

1 3 2
A=1{3 2 -1]. (50)
2 -1 1

Entéo, verifique se, de fato, Av = \v para cada auto-par (\,v) computado.
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6 Graficos

Matplotlib é uma biblioteca Python livre e gratuita para a visualizagao de
dados. E muito utilizada para a criacdo de graficos estaticos, animados ou
iterativos. Aqui, vamos introduzir alguma de suas ferramentas basicas para
graficos.

Para utiliza-la, é necessario instala-la. Pacotes de instalacao estao disponi-
veis para os principais sistemas operacionais, consule a sua loja de apps ou
Matplotlib Installation. Para importa-la, usamos

1 >>> import matplotlib.pyplot as plt
Observagao 6.1. Se vocé esta usando um console Python remoto, vocé pode

querer adicionar a seguinte linha de comando para que os gréaficos sejam
visualizados no proprio console.

1 >>> Ymatplotlib inline

1.00 A

0.75 4

0.50 4

0.25 4

0.00 A

—0.25 A

—0.50 A

—0.75 1

—1.00 A

Figura 1: Esbogo do gréfico da fungdao y = sen(x) no intervalo [—m, .

Graficos bidimensionais podem ser criados com a funcao plt.plot(x,y),
onde x e y sdo arrays que fornecem os pontos cartesianos (z;,y;) a serem
plotados. Por exemplo,

1 >>> import matplotlib.pyplot as plt
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2>>> x np.linspace(-np.pi, np.pi)

3>>> y np.cos (x)

4>>> plt.plot(x,y)

5 [<matplotlib.lines.Line2D object at 0x7£99f578a370
>]

6>>> plt.show()

produz o seguinte esbogo do grafico da fungao y = sen(x) no intervalo [—, 7].
Consulte a Figura 1.

Observacao 6.2. Matplotlib é uma poderosa ferramenta para a visualizacao
de graficos. Consulte a galeria de exemplos no seu site oficial

https://matplotlib.org/stable/gallery/index.html

Exercicio 6.0.1. Crie um esboco do gréafico de cada uma das seguintes fun-
¢oes no intervalo indicado:

a) y = cos(x), [0, 27]

b) y:[EQ—JZ—f—l, [_272]

¢) y=tg(37), (-1, 1)
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