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Prefacio

O site notaspedrok.com.br é uma plataforma que construi para o comparti-
lhamento de minhas notas de aula. Essas anotacoes feitas como preparacao
de aulas é uma prética comum de professoras/es. Muitas vezes feitas a ra-
biscos em rascunhos com validade tao curta quanto o momento em que sao
concebidas, outras vezes, com capricho de um diario guardado a sete cha-
ves. Notas de aula também sao feitas por estudantes - sdo anotagoes, fotos,
prints, entre outras formas de registros de partes dessas mesmas aulas. Essa
dispersao de material didatico sempre me intrigou e foi o que me motivou a
iniciar o site.

Com inicio em 2018, o site contava com apenas trés notas incipientes. De 14
para ca, conforme fui expandido e revisando os materais, o site foi ganhando
acessos de varios locais do mundo, em especial, de paises de lingua portugusa.
No momento, conta com 13 notas de aula, além de minicursos e uma colegao
de videos e audios.

As notas de Matematica Numérica 11 abordam topicos introdutoérios so-
bre métodos numéricos para derivagdo e integracao de fungoes e resolucao
de equagoes diferenciais. Cddigos exemplos sao apresentados em linguagem
Python.

Aproveito para agradecer a todas/os que de forma assidua ou esporadica
contribuem com corregoes, sugestoes e criticas! ;)

Pedro H A Konzen

https://www.notaspedrok.com.br
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Capitulo 1
Derivacao

Neste capitulo, estudamos os métodos fundamentais de derivagao numérica
de funcgoes.

1.1 Derivadas de Primeira Ordem

A derivada de uma funcao f num ponto z é, por definicao,

() = lim f(“hfz — /@) (1.1)

h—0

Assim sendo e assumindo h > 0! préximo de zero, temos que f’(x) pode ser
aproximada pela férmula de diferencas finitas

f/(ZL’) ~ f(/EJrh})L_f(w) (1.2&)

=: D f(x). (1.2b)

Geometricamente, isto é andlogo a aproximar a declividade da reta tangente
ao grafico da funcdo f no ponto (z, f(z)) pela declividade da reta secante
ao grafico da fungao f pelos pontos (x, f(x)) e (x + h, f(x + h)) (consulte a
Figura 1.1).

!Para fixar notacdo, assumiremos h > 0 ao longo deste capitulo.

1



1.1. DERIVADAS DE PRIMEIRA ORDEM 2

— f
tangente
—:— gecante

T z+h

Figura 1.1: Interpretacao geométrica da aproximagao da derivada pela razao
fundamental.

Exemplo 1.1.1. A derivada de f(z) = sen(z) no ponto /3 é f'(n/3) =
cos(m/3) = 0.5. Agora, usando a aproximagao pela férmula de diferengas
finitas (1.2), temos

f (g) ~ Dyf (g) (1.3a)

(1.3b)

_ sen (% + ) — sen (%) ‘ (1.30)

Na Tabela 1.1 temos os valores desta aproximacao para diferentes escolhas
da passo h.
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CAPITULO 1. DERIVACAO 3

Tabela 1.1: Valores aproximados da derivada de f(x) = sen(x) no ponto
xr = 7/3 usado a formula de diferencas finitas (1.2).

h | Df(n/3)
10~Y | 4.55902e—1
1072 | 4.95662e—1
1073 | 4.99567e—1
10~° | 4.99996e— 1
107 | 5.00000e—1
10~1° | 5.00000e—1

| import numpy as np

2

3def dfdx(f, x, h=le-7):

A df = (f(x+h) - f(x))/h
) return df

6

7f = lambda x: np.sin(x)

8x = np.pi/3

9h = l1le-7

10dfdx = dfdx(f, x, h)

1.1.1 Diferencas Finitas por Polinédmio de Taylor
Vamos estudar o desenvolvimento de férmulas de diferengas finitas via
polinémios de Taylor.

Férmula de Diferencas Finitas Progressiva de Ordem h

A aproximacao por polindomio de Taylor de grau 1 de uma dada funcao f em
torno no ponto x é

f(x+h) = f(x)+hf(z)+Oh*). (1.4)
Isolando f’(z), obtemos

fi(z) = f(“h;_f(x) +O(h). (1.5)
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1.1. DERIVADAS DE PRIMEIRA ORDEM 4

Isto nos fornece a chamada férmula de diferencas finitas progressiva de
ordem h

Dyate) o= LET N1

Observemos que a ordem da féormula se refere a do erro de truncamento
com respeito ao passo h.

(1.6)

Exemplo 1.1.2. Consideremos o problema de aproximar a derivada da fun-
¢ao f(z) = sen(z) no ponto 7/3. Usando a féormula de diferencas finitas
progressiva de ordem h obtemos

7'(5) = Praf@) (1.72)
_ f(nghZ_f(g) (1.7b)
_ sen (% + hzl — sen (%) | (1.70)

Na Tabela 1.2 temos os valores desta aproximacao para diferentes escolhas
de h, bem como, o erro absoluto da aproximagao de f'(7w/3) por D, ,f(7/3).

Tabela 1.2: Resultados referente ao Exemplo 1.1.2.

h | Danf(n/3) | 1f(n/3) = Dinf(n/3)
10~Y | 4.55902e—1 4.4e—2
1072 | 4.95662e—1 4.3e—3
1073 | 4.99567e—1 4.3e—4
1075 | 4.99996e—1 4.3e—6
1071 | 5.00000e—1 4.1e—8

Cédigo 1.1: dfp_h.py

| import numpy as np

2

3def dfp_h(f, x, h=le-7):

| df = (f(x+h) - f(x))/h
5 return df

7f = lambda x: np.sin(x)
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CAPITULO 1. DERIVACAO 5

8 x np.pi/3
9h = 1le-1
10dfdx = dfp_h(f, x, h)

Observacao 1.1.1. (Erro de Truncamento.) No Exemplo 1.1.2, podemos
observar que o erro absoluto na aproximacao de f’(x) por D4 j f(x) decresce
conforme a ordem do erro de truncamento para valores moderados de h (con-
sulte a Tabela 1.2). Agora, para valores de h muito pequenos (por exemplo,
h =107, o erro |f'(x) — D4 nf(x)| ndo segue mais a tendéncia de decai-
mento na mesma ordem do de truncamento. Isto se deve a dominancia dos
erros de arredondamento para valores muito pequenos de h.

Formula de Diferencas Finitas Regressiva de Ordem h

Substituindo h por —h no polinémio de Taylor de grau 1 (1.4), temos

f(a—h) = f(x) = hf (x) + O(h?), (18)

donde obtemos a férmula de diferencgas finitas regressiva de ordem h
x)— f(x—~h

D_yf(z):= /() ;:( ). (1.9)

Exemplo 1.1.3. Consideremos o problema de aproximar a derivada da fun-
¢ao f(x) = sen(x) no ponto m/3. Usando a férmula de diferencas finitas
regressiva de ordem h obtemos

f <§) ~D_uf(x) (1.10a)
_ /) _i(g —h) (1.10b)
_sen(d) - Zen (E-1) (1.10¢)

Na Tabela 1.3 temos os valores desta aproximagao para diferentes escolhas
de h, bem como, o erro absoluto da aproximagao de f'(mw/3) por D_, f(7/3).

Codigo 1.2: dfrh.py
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1.1. DERIVADAS DE PRIMEIRA ORDEM 6

Tabela 1.3: Resultados referente ao Exemplo 1.1.3.

h | Doaf(x/3) | 1f(x/3) = D_sf(x/3)]
1071 | 5.42432e—1 4.2e—2
1072 | 5.04322e—1 4.3e—3
1073 | 5.00433e—1 4.3e—4
10~° | 5.00004e—1 4.3e—6
10~1° | 5.00000e—1 4.1e—8

| import numpy as np
2

3def dfr h(f, x, h=1le-7):

4 df = (£(x) - £(x-h))/h
bt return df

6

7f = lambda x: np.sin(x)
8x = np.pi/3

9h = le-1

10dfdx = dfr_h(f, x, h)

Férumla de Diferencas Finitas Central de Ordem h?

Usando o polinémio de Taylor de grau 2 para aproximar a fungao f(z) em
torno de z, temos

flx+h) :f(x)—l—hf’(x)—l—Zf"(:zc)+0(h3) (1.11)
Fle—h) = f(x) = hf'(a) + o () + O). (112)

Entao, subtraindo esta segunda equagao da primeira, temos
f(x+h) — f(z —h) =2hf'(x) + O(h%). (1.13)

Entao, isolando f(z), obtemos

() = f(“h);hf(x_h) +0(h?), (1.14)

Isto nos fornece a chamada férmula de diferencas finitas central de or-
dem h?

fl+h) = fe—h)

o (1.15)

Do p2f(z) ==
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CAPITULO 1. DERIVACAO 7

Exemplo 1.1.4. Consideremos o problema de aproximar a derivada da fun-
¢ao f(x) = sen(x) no ponto 7/3. Usando a férmula de diferencas finitas
central de ordem h? obtemos

f <7?:> ~ Dop2f(z) (1.16a)
rG+n)-1(G-1)
= o (1.16b)
sen (g + h) — sen (% — h)
= o . (1.16c)

Na Tabela 1.4 temos os valores desta aproximacao para diferentes escolhas
de h, bem como, o erro absoluto da aproximacao de f’(mw/3) por D2 f(7/3).

Tabela 1.4: Resultados referente ao Exemplo 1.1.4.

h Dop2f(n/3) | [f'(m/3) = Doz f(7/3)]
1077 | 4.99167e—1 8.3c—04
1072 | 4.99992¢—1 8.3¢—06
107% | 5.00000e—1 8.3¢—08
107% | 5.00000e—1 8.3¢—10
1071° | 5.00000e—1 7.8¢—12

Codigo 1.3: dfc_h2.py

| import numpy as np

2

3def dfc_h2(f, x, h=1le-7):

4 df = (f£(x+h) - f(x-h))/(2%*h)

5 return df
6

7f = lambda x: np.sin(x)
8x = np.pi/3
9h = le-1

10dfdx = dfc_h2(f, x, h)

Exercicios
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1.1. DERIVADAS DE PRIMEIRA ORDEM 8

E.1.1.1. Considere a fungao f(z) = cos(z). Use a férmula de diferencas
finitas progressiva de ordem h para computar a aproximagao de f’(7w/3) com
5 digitos significativos corretos.

E.1.1.2. Considere a fungao f(x) = cos(x). Use a féormula de diferengas
finitas regressiva de ordem h para computar a aproximagao de f’(mw/3) com
5 digitos significativos corretos.

E.1.1.3. Considere a fungao f(z) = cos(z). Use a férmula de diferencas
finitas central de ordem h? para computar a aproximacio de f’(7/3) com 5
digitos significativos corretos.

E.1.1.4. Calcule aproximacoes da derivada de

_ sen(r +2) — e
f(z) = PR Y P + (1.17)

no ponto z = 2.5 dadas pelas seguintes formulas de diferencas finitas com
h=10"%

a) progressiva de ordem h.
b) regressiva de ordem h.

c) central de ordem h?.

E.1.1.5. Considere a seguinte tabela de pontos

i Yi
1120 1.86
2121 190
3122 201
4123 216
5124 2.23
61|25 231
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CAPITULO 1. DERIVACAO 9

Calcule aproximagoes de dy/dx usando diferengas finitas centrais de ordem h?
quando possivel e, caso contrario, diferencas finitas progressiva ou regressiva
conforme o caso.

E.1.1.6. Use uma combinacao de polinémios de Taylor de grau 2 para
desenvolver a férmula de diferencas finitas progressiva de ordem h?

Dy () = ;h 3f(2) +Af@+h) — fw+2m)].  (118)

Entao, aplique-a para computar f’(7/3) com f(z) = sen(x) e verifique o
comportamento do erro | D, p2(7/3) — f'(7/3)| em relacao a ordem de trun-
camento da formula.

E.1.1.7. Use uma combinagdo de polindémios de Taylor de grau 2 para
desenvolver a férmula de diferencas finitas regressiva de ordem h?

D_pe(z) = — [3f(z) — Af(x — h) + f(z — 2h)] . (1.19)

=
2h
Entao, aplique-a para computar f'(7/3) com f(x) = sen(z) e verifique o
comportamento do erro |D, p2(7w/3) — f'(7/3)] em relacao a ordem de trun-
camento da féormula.

E.1.1.8. Refaca as computagdes do Exercicio 1.1.5 usando férmulas de
diferencas finitas de ordem h? para todos os pontos.

1.2 Derivadas de Segunda Ordem

Diferentemente do usual em técnicas analiticas, no ambito da matematica
numérica é preferivel obter aproximacoes diretas de derivadas de segunda or-
dem, em vez de utilizar aproximacoes sucessivas de derivadas. Na sequéncia,
desenvolvemos e aplicaremos uma férmula de diferencas finitas central para
a aproximagao de derivadas de segunda ordem.

Consideremos os seguintes polindmios de Taylor? de grau 3 de f(x) em torno

2Brook Taylor, 1685 - 1731, matemético britanico. Fonte: Wikipédia:Brook Taylor.
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1.2. DERIVADAS DE SEGUNDA ORDEM 10

do ponto x
fle+h)= f(z)+hf'(x)+ h;f”(x) + Z?f”’(x) + O(h"), (1.20)
Flo by = F() = hF'(e) + o () — o @)+ O, (12)

(1.22)
Somando estas duas equacoes, obtemos
f(z+h)+ f(x —h) =2f(x) + B2 f"(x) + O(h*). (1.23)
Entao, isolando f”(x) temos

f”(ZE) _ f(ﬁ—f‘h)—z];(f)—i—f(iﬁ—h) +O<h2) (1.24)

Isto nos leva a definicio da férmula de diferencas finitas de ordem h?
para a derivada segunda

D2 f() = LT = 2*’;(2@ i) (1.25)

Exemplo 1.2.1. Consideramos o problema de computar a derivada segunda
de f(z) = 2? + senz no ponto z = 7w/6. Analiticamente, f”(7/6) =
2 —sen(7/6) = 1,5. Numericamente, vamos explorar as seguintes duas apro-
ximagoes:

a) Aplicacio de sucessivas diferencas finitas centrais de ordem h? para
derivada primeira, i.e.

f”(ZE) ~ DO,hQDO,th(‘I) (1.26&)

_ Dop2f(x+h) — Dop2f(x —h)
B 2h

(1.26b)

b) Aplicacdo da féormula de diferencas finitas central de ordem h? para a
derivada segunda, i.e.

f'(2) ~ D3 o f () (1.27a)

S (CRELORY (2] (L27b)

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 1. DERIVACAO 11

Tabela 1.5: Resultados referente ao Exemplo 1.2.1. Notagdo: dpp :=
|f"(w/6) — Doy Doz f (w/6)] € dp2 = | f"(w/6) — D§ 2 f (/).

h D07h2D07h2f(7T/6) 5DD Dg hzf(ﬂ'/ﬁ) (SDz

1071 1.50166 1.7¢—-03 1.50042 4.2e—04
1072 1.50002 1.7¢—05 1.50000 4.2e—06
1073 1.50000 1.7e—07 1.50000 4.2¢—08
107° 1.50000 1.2e—07 1.50000 1.2e—07

Na Tabela 1.5 temos os valores computados em ambos os casos e seus respec-
tivos erros absolutos para diversas escolhas de h. Observamos que a aplicacao
da diferenca finita Dahg fornece resultados mais precisos (para valores mo-
derados de h) do que as sucessivas aplicacoes de Dy 2. De fato, uma rapida
inspecao de (1.26) mostra que

Do Do f () — L2 = QL(L? e =2h) (1.28)

2
Dy (amy2F (@)

Codigo 1.4: d2fc_h2.py

1l import numpy as np

9

3def d2fc_h2(f, x, h=1e-7):

4 df = (f(x+h) - 2xf(x) + f(x-h))/h*%*2

5 return df
6

7f = lambda x: x**2 + np.sin(x)
8x = np.pi/6
9h = 1le-1

10d2fdx2 = d2fc_h2(f, x, h)
11 print (f'{h}: d2fdx2 = {d2fdx2:.5e}, erro = {np.
fabs(d2fdx2-1.5):.1e} ")

Exercicios

E.1.2.1. Use a férmula de diferencas finitas central de ordem h? para
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1.3. DIFERENCAS FINITAS POR POLINOMIOS INTERPOLADORES2

computar aproximacoes da segunda derivada de

_ sen(r +2) — e
f(x) = 2 (1 2) +x (1.29)

no ponto x = 2,5. Para tanto, use os passos

a) h—10"1
b) h=10"2
¢) h=10"3
d) h =10

Por fim, com base nos resultados obtidos, qual foi o maior passo que forneceu
a aproximagao com precisao de pelo menos 5 digitos significativos? Justifique
sua resposta.

E.1.2.2. Considere a funcdo f(z) = e*In(x + 1) — z. Use a férmula de
diferengas finitas central de ordem h? para computar a aproximagao de f”(1)
com 6 digitos significativos corretos.

E.1.2.3. Considere a seguinte tabela de pontos

i |1 2 3 4 5 6
| 2,0 2,1 22 23 24 25
y: 11,86 1,90 2,01 2,16 2,23 2,31

Calcule a aproximaciao d*y/dz? no ponto r = 2,2 usando a férmula de dife-
rencas finitas central de ordem h2.

1.3 Diferencas Finitas por Poliné6mios Inter-
poladores

Vamos estudar como obter formulas de diferencas finitas por polinémios inter-
poladores. Seja p(z) o polindmio interpolador dos pontos {(=;, f(;)) 1!
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de uma dada funcao f(z), com z; < xs < -+ < x,,1. Entdo, pelo teorema
de Lagrange temos

f(x) = p(x) + By (2), (1.30)

onde R(z) é o erro na aproximacao de f(x) por p(z) e tem a forma

() nlif(x — ;). (1.31)

Rn—i—l(x) = (’I’L+1)' et

onde & = &(x).

Deste modo, a ideia para obtermos as formulas de diferencas é aproximarmos
f'(x) por p/(x). Entretanto, isto nos coloca a questao de estimarmos o erro
|f'(x) — p'(x)|. Por sorte temos os seguinte teorema.

Teorema 1.3.1. Seja p(x) o polinémio interpolador de uma dada fungdo
f(x) pelo pontos {(zy, f(z:)) Y1}, comxy < 29 < -+ < Tpyy. Se f(x) € (n+
1) continuamente diferencidvel, entio o residuo Rék_zl(x) = f®(z) — p®(x)
é

w S () MR ,
R, = ORI };[1 (z — &), (1.32)

onde & € um ponto tal que x; < & < Tjrp, j=1,2,...,n+1+k, en=mn(x)
¢ algum ponto no intervalo de extremos x e &;.

Demonstragio. Veja [3, Ch.6, Sec.5]. O

1.3.1 Foérmulas de dois pontos

Para obtermos formulas de diferencas finitas de dois pontos consideramos
p(z) o polindémio interpolador de Lagrange de f(z) pelos pontos (z1, f(z1))
e (wq, f(x2)), com z1 < z9, i.e.

f(@) = p(a) + Ro(x) (1.33)
= fn) 2 fm) o Roa), (1.34)

Denotando h = x5 — x1, temos

f(x) = fla1)

Tr — T r — T

— [ (w2) = + Rs(a). (1.35)
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1.3. DIFERENCAS FINITAS POR POLINOMIOS INTERPOLADORES4

e, derivando com respeito a x

f(za) — f(m1)

- + R (2), (1.36)

f'(x) =
onde Rgl)(x) é dado conforme o Teorema 1.3.1.

Agora, escolhendo x = x1, temos x5 = x1 + h = x + h e, obtemos a féormula
de diferencas finitas progressiva de ordem h
h) —
o) = L 2 @) L om), (1.37)
Dy nf(z)

Se escolhermos x = w9, temos 1 = x9 — h = x — h, obtemos a féormula de
diferencas finitas regressiva de ordem h

flay = TDZIEZD o)

D_ ,f(x)

(1.38)

Férmulas de trés pontos

Para obtermos férmulas de diferencas finitas de trés pontos consideramos o
polinémio interpolador de Lagrange de f(x) pelos pontos (z1, f(x1)), (z2, f(x2))
€ (l’g,f(ﬂ?g)), T < T < T3, ie.

fa) = fla) ), (1.39)
e A0
+ flas) (Z - 238;};2) + Ry(x). (1.41)
Derivando em relagio a z, obtemos
F(w) = flan) = L) (Br = 22 = ) (1.42)

(z1 — 22) (21 — 73) (T2 — 73)
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(1 — 23) (=22 + 1 + 23)

(1 — 22) (21 — 3) (22 — 23)
(1 — x2) (22 — 21 — xa)

(21— x2) (71 — 3) (v2 — ¥3)

+ f(z2)

(1.43)

+ f (z3) + R{ (). (1.44)

Aqui, podemos escolher por obter formulas de diferencas com passo constante
ou nao. Por exemplo, denotando hy = x5 — 1 € hy = x3 — x5 e escolhendo
r = x1, temos xo = x+ hy e x3 = r+ hy + ho. Fazendo estas substitui¢oes na
expressao acima, obtemos seguinte féormula de diferencas finitas progressiva

1

Dy pinaf(z) = Finhs (& 1) (—=ha (2h1 + hy) f(2) (1.45)
+ (hy + ha)? f(z + hy) (1.46)
— Bif(z+hy+ ha)). (1.47)

Agora, assumindo um passo constante h = h; = hy, obtemos a férmula de
diferencas progressiva de ordem h?

Dyjef(z) = — [<3f(x) + 4f(x + h) — f(z +2h)]. (1.48)

o |

Escolhendo = = x5, x1 = x — h e 3 = x + h na equagao (1.42), obtemos a
féormula de diferencas finitas central de ordem h?

1
Doje = oo [f (e +h) = f(z = R)]. (1.49)

Por fim, escolhendo = = x3, 1 = © — 2h e 25 = & — h na equagao (1.42), ob-

temos a férmula de diferencas finitas regressiva de ordem h?

D= ;h 3f(x) — Af(z — h) + f(z — 2h)]. (1.50)
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1.3. DIFERENCAS FINITAS POR POLINOMIOS INTERPOLADORES6

1.3.2 Foérmulas de cinco pontos

Aqui, usamos o polindémio interpolador de Lagrange da funcdo f(z) pelos

pontos (x1, f(x1), (z2, f(22)), (23, f(x3)) e (x5, f(25)), com 71 < x5 < 3 <
x4 < x5. Isto nos fornece

f(l‘):Zf(ﬂSi)( 11 ””“’”) + Ry (). (1.51)

i=1 =L Y1 T L
Calculando a derivada em relacao a z, temos
5 5 T —

fay =3 f) |2 10— + R (2). (1.52)

i=1 =1 Ti — Tk
j#i ki k£

Por exemplo, substituindo 1 =2 —2h, 29 =2 —h, x3=2, x4y =2+ h e
x5 = x + 2h na equacdo acima, obtemos férmula de diferencas finitas
central de ordem h*

Do () = <o [ — 2h) — 8f(x )

+ 8f(x + h) — f(z+2h)].

(1.53)

Exercicios

E.1.3.1. Use a férmula de diferencas finitas central de ordem h* para
computar a aproximacao da derivada de

_ sen(r +2) — e
J(x) = 22+ In(z + 2) i (1.54)

no ponto x = 2,5 com passo h = 0, 1.

E.1.3.2. Obtenha as seguintes férmulas de diferencas finitas de 5 pontos
com passo h constante e com:

a) 4 pontos para frente.
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b) 1 ponto para traz e 3 pontos para frente.

¢) 2 pontos para traz e 2 pontos para frente.

d) 3 pontos para traz e 1 pontos para frente.

e) 4 pontos para traz.

E.1.3.3. Considere a seguinte tabela de pontos

l

1 2 3 4 ) 6

X
Yi

2,0 2,1 2,2 23 24 25
1,86 1,90 2,01 2,16 2,23 2,31

Calcule a aproximagao dy/dz nos pontos tabelados usando as férmulas de
diferengas finitas obtidas no exercicio anteriores (Exercicio 1.3.2). Para tanto,
dé preferéncia para formulas centrais sempre que possivel.
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Capitulo 2

Técnicas de extrapolacao

[[tag:revisar]]

Neste capitulo, estudamos algumas técnicas de extrapolagao, as quais serao
usadas nos préximos capitulos.

2.1 Extrapolacao de Richardson

[[tag:revisar]]

Seja Fi(h) uma aproximagao de I tal que

I = Fy(h) + kih + koh® + ksh® + O(h*) . (2.1)

erro de truncamento

Entao, dividindo h por 2, obtemos

h h h? h3
I=F|= — — — 4, )
1<2>+k12+k24+k38+0(h) (2.2)

Agora, de forma a eliminarmos o termo de ordem h das expressoes acima,
subtraimos (2.1) de 2 vezes (2.2), o que nos leva a

I= [Fl <Z> + (F1 (Z) — Fl(h)ﬂ —k;Qh; — kg?’f +O(h?Y). (2.3)

Fy(h)
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CAPITULO 2. TECNICAS DE EXTRAPOLACAO 19

Ou seja, denotando

e (8 + (5 (£) - rn) o

9 1 el a u

temos que Ny(h) é uma aproximacao de I com erro de truncamento da ordem
uma ordem a mai 1(h). Ou sej mbinaca roxima-

de h?, a ordem a mais de Ni(h). Ou seja, esta combinagdo de aproxima

¢oes de ordem de truncamento h nos fornece uma aproximacao de ordem de

truncamento hZ.

Analogamente, consideremos a aproximacao de I por No(h/2),1.e.

h h: 3R
[=F (=) -k — ko 4 2.
H <2> ko A ko 5 + O(h%) (2.5)

Entao, subtraindo (2.3) de 4 vezes (2.5) de, obtemos

I= [3}72 (’;) + <F2 (Z) — Fg(h)ﬂ +k:338h3 + O(hY). (2.6)

F3(h)

Observemos, ainda, que N3(h) pode ser reescrita na forma

Fy(h) = F, ( ; ,

; (2.7)

a qual é uma aproximacao de ordem h?® para I.

Para fazermos mais um passo, consideramos a aproximagao de I por F3(h/2),
Le.
h 3h3

I = Fj <2> +hy o+ O(h%). (2.8)

E, entdo, subtraindo (2.6) de 8 vezes (2.8), temos

() ("2

Fy(h)

I —

+O(hY). (2.9)
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2.1. EXTRAPOLACAO DE RICHARDSON 20

Ou seja,

Fy(h) = (2.10)

b (Z) LB (’;)7—F3<h>

é uma aproximacao de I com erro de truncamento da ordem h*. Estes calculos
nos motivam o seguinte teorema.

Teorema 2.1.1. Seja Fy(h) uma aproximagao de I com erro de truncamento
da forma

I —Fi(h) = znj kih' + O(R™). (2.11)

Entao, para 5 > 2,

F.

J

(h) == Fj_, <h> i () = Fial) (2.12)

2 2-1—1

¢ uma aproximacgdo de I com erro de truncamento da forma

n @ DI (2 )

_ -1 i

I —Fj(h) = ;(—1)J 20-1G-3+1), kil
+ O(R™, (2.13)

onde d; é dado recursivamente por d; 1 = 27"1d;, com dy = 1.

Demonstragio. Fazemos a demonstracao por indugao. O resultado para j =
2 segue de (2.3). Assumimos, agora, que vale

(@7 - DI (27 - 1)

B . .
I— E(h) - (_1>] 2(j71)dj kjh]
n @ DI (2 )
_1\i—1 i
T i:;l( 1) 261G+, ih
+ O(h™h). (2.14)

para j > 2. Entao, tomamos

. L |
I—F; <h> _ (—l)j_l (2771 — 1T (2] -1 _ 1)k "y

2(3'*1)61]. T 9j
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n i—-1 _ J—=2 (9i—l—1 _ i
D S et = C Y,
i=j+1 20-D(=i+1)d; ' i

Agora, subtraimos (2.14) de 27 vezes (2.15), o que nos fornece

<h> LB (%) - E(n)

2 2% —1

I=|F

J

(21‘71 _ 1) Hl(i‘fl‘l)_Q <2i7l71 _ 1)

G-
+i:§1< 1) S+ DG+~ 1,

+ O(R™). (2.16)

kih'

]

Corolario 2.1.1. Seja Fy(h) uma aproximagio de I com erro de trunca-
mento da forma

I — Fi(h) =) kh* 4+ O(h*"?). (2.17)
i=1
Entao, para j > 2,
R\  Fia (%) — Fj_1(h)

¢ uma aproximagdo de I com erro de truncamento da forma

n (41— 1) H{:—f (4i—l—1 _ 1) A
_ —1 1,21
I —Fj(h) = ;:j:(—l)j AG-DG3+14 kil
+ O(h™h), (2.19)

onde d; é dado recursivamente por dj 1 = 4771d;, com dy = 1.

Demonstracio. A demonstragao é andloga ao do Teorema 2.1.1. ]
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Exemplo 2.1.1. Dada uma funcao f(x), consideremos sua aproximacao por
diferencas finitas progressiva de ordem h, i.e.

f(x+h) = f(x)

{ar="""
Fi(h)
. f”2($)h+ f//’6(1;) W2+ O(h%). (2.20)

Estao, considerando a primeira extrapolagao de Richardson, temos

Fy(h) = Fy (’;) " (F (’;) - mm) (221)
(LR R (R (RS L (R
_ S h) e afte b2 =3 .

a qual é a féormula de diferencgas finitas progressiva de trés pontos com passo
h/2,i.e. Dy (h202f() (veja, Férmula (1.48)).

Exemplo 2.1.2. Dada uma funcao f(x), consideremos sua aproximagao por
diferencas finitas central de ordem h?, i.e.

fle+h)— flz—h)

/
I =
& o0
Fi(h)
mn (5)
2 fY) 6
— —h" — . 2.24
I = St O() (2.24)

Estao, considerando a primeira extrapolagao de Richardson, temos

Fi (%) — Fi(h
FQ(h):ﬂ(Z)JF( (>3 ) (2.25)

1

=6 [f(x —h) —=8f(x —h/2)+8f(x+h/2) — f(x+h)] (2.26)

a qual ¢ a féormula de diferencas finitas central de cinco pontos com passo
h/2,ie. Dy (h2)sf(x) (veja, Férmula (1.53)).
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2.1.1 Sucessivas extrapolagoes
[[tag:revisar]]

Sucessivas extrapolacoes de Richardson podem ser computadas de forma ro-
busta com o auxilio de uma tabela. Seja Fj(h) uma dada aproximacao de
uma quantidade de interesse I com erro de truncamento da forma

I — Fy(h) = kih + koh® 4+ ksh® + - - + k,h" + O(h™t1). (2.27)

Entéo, as sucessivas extrapolagoes Fy(h), F3(h), ..., F,(h) podem ser orga-
nizadas na seguinte forma tabular

Fi(h)
Fi(h/2)  Fy(h)

T=| Fi(h/2%) Fa(h/2)  Fs(h) (2.28)
_:Fl(h/Q") :F2(h/2"*1) :Fg(h/Q”*Z) c Fu(h) |

Desta forma, temos que

h Lij—1—tic1-1
Fj (211> = ti,j—l + 21 _1 (2.29)
com j=2,3,...,nej>1i, ondet; ¢ o elemento da i-ésima linha e j-ésima

coluna da matriz T

Exemplo 2.1.3. Consideremos o problema de aproximar a derivada da fun-
gao f(z) = sen(z) no ponto 7/3. Usando a férmula de diferengas finitas
progressiva de ordem A obtemos

f,<7r>_f(§+h)—f(’§)

3 h
Fi(h):=D4 pf(m/3)
1 n
+f§x)h+f6(x)h2+--- (2.30)

Na Tabela 2.1 temos os valores das aproximagoes de f'(7/3) computadas via
sucessivas extrapolagoes de Richardson a partir de (2.30) com h = 0.1.
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Tabela 2.1: Resultados referente ao Exemplo 2.1.3.

O(h) O(h?) O(1?) ol
4,55902e—1
4,78146e—1 5,00389—1
4,89123e—1 5,00101le—1 5,00005e—1
4,94574e—1 5,00026e—1 5,00001le—1 5,00000e—1

Exemplo 2.1.4. Novamente, consideremos o problema de aproximar a deri-
vada da fungao f(x) = sen(x) no ponto 7/3. A férmula de diferengas finitas
central de ordem h? tem a forma

(7 LG £ (G -n)
T
Fi(h):=Dy 2 f(x/3)

fm<l') f(5)<3;)

6 n 120

Rt — .. (2.31)

Na Tabela 2.2 temos os valores das aproximagoes de f'(7/3) computadas via
sucessivas extrapolagoes de Richardson a partir de (2.31) com h = 1.

Tabela 2.2: Resultados referente ao Exemplo 2.1.4.

o(h?) o1 O(1°) O(h®)
4,20735e—1
4,79426e—1 4,98989¢— 1
4,94808e—1 4,99935e—1 4,99998¢— 1
4,98699e—1 4,99996e—1 5,00000e—1 5,00000e— 1

2.1.2 Exercicios

[[tag:revisar]]

E.2.1.1. Mostre que a primeira extrapolacao de Richardson de

f@) — fle—h)

D_uf(x) = h

(2.32)
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é igual a
3f(x) —4f(x—h)+ fz — 2h)

D_’(h/g)zf(x) = A . (233)

E.2.1.2. Considere o problema de aproximar a derivada de

_ sen(r +2) — e
Jw) = 2?2 +In(z + 2)

ta (2.34)

no ponto x = 2, 5. Para tanto, use de sucessivas extrapolacoes de Richardson
a partir da aproximacao por diferencas finitas:

a) progressiva de ordem h, com h = 0, 5.
b) regressiva de ordem h, com h = 0, 5.
c) central de ordem h% com h = 0, 5.

Nas letras a) e b), obtenha as aproximagcoes de ordem h? e, na letra c) obtenha
a aproximacao de ordem AhS.
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Capitulo 3
Integracao

Neste capitulo, estudamos os métodos fundamentais para a aproximacao
numérica de integrais definidas de fungoes de uma variavel real. Sao
chamados de quadraturas numéricas e tém a forma

/abf(:z:) dr ~ Zn:f(xi)wi, (3.1)

i=1
onde x; e w; sao, respectivamente, o ¢-ésimo nodo e o i-ésimo peso da
quadratura, i = 1,2,...,n.

3.1 Regras de Newton-Cotes

Buscamos um método para a aproximacao numérica da integral de uma dada
fungao f(x) em um dado intervalo [a,b], i.e.

= /ff(:c) dz. (3.2)

A ideia das Regras de Newton-Cotes é aproximar [ pela integral de um
polindémio interpolador de f(z) por pontos previamente selecionados.

Seja, p(z) o polindmio interpolador de grau n de f(x) pelos dados pontos
{(zi, f(z))}MH!, com oy < 29 < --- < @41 € @; € [a,b] para todo i =
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1,2,...,n+ 1. Entao, pelo Teorema de Lagrange, temos
onde
n+1 n+1
xr — ZEj
i 3.4
=S s =7 (3.4)
J#i
e

AL ﬁ(w —xj), (3.5)

Poa(z) = (n+ 1)1

para algum £ = £(x) pertencente ao intervalo [x1, 2,11]. Deste modo, temos

= / " b (3.6a)

- / z)dz + / Ry () dz (3.6b)
n+1 bn+1 JZ—ZL’
=2 [ 11 e
XTg — $]
J#%
quadratura
b
+ / R (2) de (3.6¢)

N———
erro de truncamento

Ou seja, nas quadraturas (regras) de Newton-Cotes, os nodos sdo as abs-
cissas dos pontos interpolados e 0s pesos sao as integrais dos polinémios de
Lagrange associados.

Na sequéncia, desenvolvemos as Regras de Newton-Cotes mais usuais e esti-

mamos o erro de truncamento em cada C&SOl.

3.1.1 Regras de Newton-Cotes Fechadas

As Regras de Newton-Cotes Fechadas sao aquelas em que a quadratura
inclui os extremos do intervalo de integracao.

!Consulte [3, Cap. 7,Sec. 1.1], para uma abordagem mais geral.
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Regra do Trapézio

A Regra do Trapézio é obtida tomando-se os nodos z; = a e 75 = b. Entao,
denotando h := b — a?, os pesos da quadratura sao:

bx —0b
wl:/a a—bdm (3.7a)
_(b-a) _h
== =75 (3.7b)
e
wy = bm_adm (3.8a)
° a b—a '
(b—a) h
5 5 (3.8b)

Agora, estimamos o erro de truncamento com

R = /ab Ry(z) dx (3.9)
:LbW(x—a)(x—b)dx (3.10)
<C /ab(x—a)(a:—b)da: (3.11)
_ol _6a)3 = O(h?). (3.12)

Portanto, a Regra do Trapézio ¢é
[ f) =5 [(a) + £0)] + O0). (3.13)

Exemplo 3.1.1. Consideramos o problema de computar a integral de f(z) =
ze~* no intervalo [0,1/4]. Analiticamente, temos

1/4 )
I:/ re ¥ dx (3.14a)
0

2Neste capitulo, h é escolhido como a distancia entre os nodos.
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6_x2 1/4
- (3.14b)
2 0
1— 671/4
— ——— = 3,020350—2. (3.14¢)

Agora, usando a Regra do Trapézio, obtemos a seguinte aproximagao

I~ Z F(0) + £(1/4) (3.152)
= 124 (0 + 16(1/4)2) (3.15h)
— 9.03567c—2. (3.15¢)

| import numpy as np

2

3# intervalo

4a = 0.

5b = 1./4

6 # fun

7f = lambda x: x*np.exp(-x**2)
8 # quad

9h = b-a

10I = h/2x(f(a) + £(b))

11 print (£'T = {I:.5el}"')

Regra de Simpson

A Regra de Simpson ¢ obtida escolhendo-se os nodos z; = a, x5 = (a + b)/2
e x3 = b. Denotando h := (b — a)/2, calculamos os pesos

B (x — z9)(x — x3) . N
w; _/a DA (3.16a)

_(b—a) h

=== (3.16b)

Pl )
ws _/a e r— (3.17a)
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=4 — 4§ (3.17Db)
e
P (@ a)(z — )
wy = / e e (3.18)
_(b-a b
=% —3 (3.19)
Isto nos fornece a quadratura
I~ ;‘ [f(a) +4f (a;b> +f(b)] (3.20)

Para estimar o erro de truncamento, consideramos a expansao em polino-
mio de Taylor? de grau 3 de f(z) em torno do ponto s, i.e.

f(@) = f(x2) + ['(w2) (2 — 22)

+ fﬂ(;z) (x — 25)°

" :172 3 321
L é (e 2) (3:21)

fW (& (2)) 4

+ T(ﬂf — 22)",

donde \ 3

| (@) de = 2hf () + 5 f ()

a (3.22)

1 b
+ 57 [ 0@ @ = ) da
Dai, usando da férmula de diferencas finitas central de ordem h?, temos

f”(332) _ f(xl) B 2f}<ﬂx2) + f(xii) + O(hQ) (323)

O tltimo termo de (3.22) pode ser estimado por

<C

b
/a (z — x9)* dw (3.24a)

| o1 | T @@ - ) e

4Brook Taylor, 1685 - 1731, matematico britanico. Fonte: Wikipédia:Brook Taylor.
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= C(b—a)’ = O(R®). (3.24b)
Entao, de (3.22), (3.23) e (3.24), temos a Regra de Simpson

/abf(x) dx = ;L lf(a) +4f (a;b) + f(b)] +O(h?). (3.25)

Exemplo 3.1.2. A aproximacao da integral do Exemplo 3.1.1 pela a Regra
de Simpson é

1/4 1/8 1 1
/ f(x)dm/[f(o)wf (5)+/(3) (3.26a)
0 3 8 4
171 2 1 2
— — |2~ (/3 Ze—(1/4) 3.26b
24 {26 T3 } (3.26b)
= 3,02959e—-2. (3.26¢)
| import numpy as np
2
3# intervalo
4a = 0.
5b = 1./4
6 # fun
7f = lambda x: x*np.exp(-x**2)
8 # quad

9h = (b-a)/2
10 I h/3x(f(a) + 4xf((a+b)/2) + £(b))
[l print(£f'I = {I:.5e}"')

3.1.2 Regras de Newton-Cotes Abertas

As Regras de Newton-Cotes Abertas nao incluem os extremos dos in-
tervalos como nodos das quadraturas.

Regra do Ponto Médio

A Regra do Ponto Médio é obtida usando apenas o nodo x; = (a + b)/2.
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Desta forma, temos

/ab f(z)dx = /ab f(zy)dx

A (3.27)
+ [ FE@) e —a) dr,
donde, denotando h := (b — a), temos®
/#ﬂ@dx:hf<a;b>+00ﬁ) (3.28)

Exemplo 3.1.3. Aproximando a integral dada no Exemplo 3.1.1 pela a
Regra do Ponto Médio, obtemos

M rya 1f(1) 3.29
/0 ) z~ o flg (3.29a)
1 2
— (/8 9
35¢ (3.29b)
= 3,07655e—2 (3.29¢)
| import numpy as np
2
3# antervalo
4a = 0.
5b = 1./4
6 # fun
7f = lambda x: x*np.exp(-x**2)
8 # quad
9h = b-a
10T = hxf((a+b)/2)
Il print(£f'I = {I:.5e}"')
3.1.3 Exercicio
E.3.1.1. Aproxime
/4
I :/ e " cos(x)dx (3.30)
/6

5Para a estimativa do erro de truncamento, consulte o Exercicio 3.1.5.
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pelas seguintes Regras de Newton-Cotes e compute o erro absoluto em relagao
ao valor exato:

a) Regra do Trapézio.
b) Regra de Simpson.

c¢) Regra do Ponto Médio.

E.3.1.2. Aproxime

/0 sen(z +2) —e

d 31
-1 224+ In(z+2) v (3:31)

usando a:
a) Regra do Ponto Médio.
b) Regra do Trapézio.

¢) Regra de Simpson.

E.3.1.3. Considere a seguinte tabela de pontos

i ow oy

1120 1.86
2121 190
3122 201
4123 216
o124 223
6125 231

Assumindo que y = f(z), compute:

2,3
a) f(z) dz usando a Regra do Ponto Médio.
2,1

2,5
b) f(z) dz usando a Regra do Trapézio.
2,0
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2,4
c) / f(z) dz usando a Regra de Simpson.
2,0

E.3.1.4. Considere uma funcdo y = f(x) com valores tabelados como no
Exercicio 3.1.3. Observando que

/22.4 f(z)dx = /2.2 f(z)dx

.0 2.0

= =h (3.32)

2.4
—l—/“ f(z)dx
A =1

compute, com a Regra de Simpson, as seguintes aproximacoes:

a) I~1.

d) f:[1—|—[~2

Por fim, diga qual das aproximacdes I e I de I tem maior exatiddo. Justifique
sua proposta.

E.3.1.5. Mostre que o erro de truncamento da regra do ponto médio é da
ordem de h3, onde h é o tamanho do intervalo de integracao.

E.3.1.6. Desenvolva a Regra de Newton-Cotes Aberta de 2 pontos e estime
seu erro de truncamento.

3.2 Regras Compostas de Newton-Cotes
Regras de integracdo numérica compostas (ou quadraturas compostas)

sao aquelas obtidas da composi¢ao de quadraturas aplicadas as subintervalos
do intervalo de integracao. Mais especificamente, a integral de uma dada
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fungao f(z) em um dado intervalo [a,b] pode ser reescrita como uma soma
de integrais em sucessivos subintervalos de [a, b], i.e.

/abf(:r) dr = 2:;/:“ (o) da, (3.33)

onde a = x1 < 9 < --- < 2,41 = b. Entao, a aplicagdo de uma quadra-
tura em cada integral em [z, z;1], i = 1,2,...,n, nos fornece uma regra
composta.

3.2.1 Regra Composta do Ponto Médio

Consideramos uma parti¢do uniforme do intervalo de integracao [a,b] da
forma a = T < Tg < -+ < Zin_,_l = b, com h = ji—&—l — T, 1 = 1,2,...,7'L.
Entao, aplicando a regra do ponto médio a cada integral nos subintervalos
[Zi, Tiy1], temos

[ s =3 [ ) (3.31)
S o] o

Agora, observando que h := (b — a)/n e escolhendo os nodos

ri=a+ (i—1/2)h, (3.36)
1 =1,2,...,n, obtemos a regra composta do ponto médio com n su-
bintervalos
b n
/ fla)de =" hf(z:) + O(h2). (3.37)

i=1

Exemplo 3.2.1. Consideramos o problema de computar a integral de f(z) =
ze~™ no intervalo [0,1]. Usando a regra composta do ponto médio com n
subintervalos, obtemos a aproximagao

1 n
/ ve= dr ~ S (x), (3.38)
20 =1
I s
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onde h = 1/nex; = (i —1/2)h, i = 1,2,...,n. Na Tabela 3.1, temos
as aproximacgoes computadas com diversos nimeros de subintervalos, bem
como, seus erros absolutos.

Tabela 3.1: Resultados referentes ao Exemplo 3.2.1.

n

| S 1S — I

1 3.89400e—1 7.3e—2
10 3.16631le—1 5.7e—4
100 | 3.16066e—1 5.7e—6
1000 | 3.16060e—1 5.7e—8

Cédigo 3.1: pm_ comp.py

I import numpy as np

2

3def pm_comp(f, a, b, n):
4 h = (b-a)/n

5) S = 0.

6 for i in range(n):

7 x = a + (i+0.5)*h
8 S += f(x)

9 S *= h

10 return S

11

12 # 2nterwvalo

13a = 0.

14b = 1.

15 # integrando
16 def f(x):

17 return x*np.exp (-x**2)
18

19 # quad

20n = 10

218 = pm_comp(f, a, b, n)
22 # ezxata
231 = 1./2 - np.exp(-1.)/2
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24 # erro abs
25 print (£ '{n}: {S:.5e}, {np.fabs(S-I):.1le}"')

3.2.2 Regra Composta do Trapézio

Para obtermos a regra composta do trapézio, consideramos uma particao
uniforme do intervalo de integracao [a,b] da forma a = 21 < 23 < -+ <
Tpi1 = bcom h = x40 —x;, ¢ = 1,2,...,n. Entao, aplicando a regra do
trapézio em cada integracao nos subintervalos, obtemos

n

3 / * f(z)da (3.39)

1

/abf(x) dx

.
Il

= Zj: {Z Lf (i) + fwig1)] + O(hg)} (3.39h)
= Zf(fcl) £ hfw) + Zf(xn—i-l) +O(h?). (3.39¢)

1=2

Desta forma, a regra composta do trapézio com n subintervalos ¢

[/ rords = 7@ + 23 ) + S| 002, a0

ondeh=(b—a)/nex;=a+(i—1)h,i=1,2,...,n.

Exemplo 3.2.2. Consideramos o problema de computar a integral de f(x) =
ze™™ no intervalo [0, 1]. Usando a regra composta do trapézio com n subin-

tervalos, obtemos a aproximacao

/01 re =% dr ~ }QL lf(l‘l) + 2271: f(z) + f(zni1)], (3.41)

=2

y S

onde h = 1/nex; = (i — 1)h, i = 1,2,...,n. Na Tabela 3.2, temos as
aproximacoes computadas com diversos nimeros de subintervalos, bem como,
seus erros absolutos.
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Tabela 3.2: Resultados referentes ao Exemplo 3.2.2.

no | S 1S — I

1 1.83940e—1 1.3e—1
10 3.14919e—1 1.1e—3
100 | 3.16049e—1 1.1e—5
1000 | 3.16060e—1 1.1e—7

Cédigo 3.2: trap__comp.py

1l import numpy as np
2
3def trap_comp(f, a, b, n):

4 h = (b-a)/n

5 S = f(a)

6 for i in range(l,n):
7 X = a + ixh

8 S += 2*f(x)

9 S += f(b)

10 S *= h/2

11 return S

3.2.3 Regra Composta de Simpson

A fim de obtermos a regra composta de Simpson, consideramos uma
partigdo uniforme do intervalo de integragao [a,b] da forma a = &) < Ty <
oo < Tpyqp = b, com h = (T41 — T4)/2, 7 = 1,2,...,n. Entao, aplicando a
regra de Simpson a cada integral nos subintervalos [Z;, Z;11], temos

/ab flz)de = Zil/:wl f(z)dx (3.42a)
-3 {Z [+ 47 (55 s + 0<h5>} .
h (3.42b)
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Entéo, observando que h = (b —a)/(2n) e tomando z; = a+ (i — 1)h, i =

1,2,...,n, obtemos a regra composta de Simpson com n subintervalos
b h n n
/ f(z)de = - [f(m) +2) floa) +4) f(w2) + f(2n11)
a 3 i=2 i=1 (3.43)
+O(h%)

Exemplo 3.2.3. Consideramos o problema de computar a integral de f(z) =
ze~® no intervalo [0, 1]. Usando a regra composta de Simpson com n subin-
tervalos, obtemos a aproximacao

n n

/01 v dp ~ Z [f(xl) + QZf(mgi_l) + 42 flz) + f(xns1) |, (3.44)

=2 i=1

S

onde h = 1/(2n) e ; = (i — 1)h, i = 1,2,...,n. Na Tabela 3.3, temos
as aproximacoes computadas com diversos niimeros de subintervalos, bem
como, seus erros absolutos.

Tabela 3.3: Resultados referentes ao Exemplo 3.2.3.

no | S | — S|

1 3.20914e—1 4.9e—3
10 3.16061le—1 3.4e—7
100 | 3.16060e—1 3.4e—11
1000 | 3.16060e—1 4.2e—15

Cédigo 3.3: simpson__comp.py
l import numpy as np
2
3def simpson_comp(f, a, b, n):

4 h = (b-a)/(2%*n)

5 S = f(a)

6 for i in range(l,n):
7 X = a + (2*i)*h
8 S += 2*f(x)
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9 for i in range(O,n):
10 X = a + (2xi+1)*h
11 S += 4xf(x)

12 S += f(b)

13 S *= h/3

14 return S

Exercicios

E.3.2.1. Aproxime

0 sen(z +2) — e~
d 3.45
/_1 2?2+ 1In(z + 2) v (3:45)
usando a:
a) regra composta do ponto médio com 10 subintervalos.
b) regra composta do trapézio com 10 subintervalos.
c) regra composta de Simpson com 10 subintervalos.
E.3.2.2. Considere
/4
I :/ e *cos(x)dx (3.46)
/6

Para cada uma das seguintes quadraturas, compute a aproximacao de I com
5 digitos significativos corretos.

a) regra composta do ponto médio.
b) regra composta do trapézio.

c) regra composta de Simpson.

E.3.2.3. Considere a seguinte tabela de pontos
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l‘%‘ Yi

1120 186
2121 190
3122 201
4123 216
5124 223
6|25 231

Assumindo que y = f(x), e usando o méaximo de subintervalos possiveis,
calcule:

2,4
a) / f(z) dx usando a regra do ponto médio composta.
2,0

2,5
b) / f(z) dx usando a regra do trapézio composta.
2,0

2,4
c) / f(z) dz usando a regra de Simpson composta.
2,0

3.3 Quadratura de Romberg

[[tag:revisar]]

A quadratura de Romberg é construida por sucessivas extrapolacoes de Ri-
chardson da regra do trapézio composta. Sejam hy = (b — a)/(2k), x; =
a—+ (’L - 1)hk e

2k
Rig = [f<a> £23° ) + ) (3.47)

a regra do trapézio composta com 2k subintervalos de

I:= /abf(x) dx. (3.48)

Por sorte, o erro de truncamento de aproximar I por R;; tem a seguinte
forma

I — Rp1 =Y khi, (3.49)

=1
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0 que nos permite aplicar a extrapolagao de Richardson para obter aproxi-
macoes de mais alta ordem.

Mais precisamente, para obtermos uma aproximacao de I com erro de trun-
camento da ordem h?", h = (b — a), computamos Ry para k = 1,2,...,n.
Entao, usamos das sucessivas extrapolacoes de Richardson

Ry j1— Rr1;1
Ryj = Ry j_1 + —2 yre— =, (3.50)
Jj=2,3,...,n, de forma a computarmos R, ,, a qual fornece a aproximagao

desejada.

Exemplo 3.3.1. Consideremos o problema de aproximar a integral de f(x) =
ze~** no intervalo [0,1]. Para obtermos uma quadratura de Romberg de or-
dem 4, calculamos

Riy = ;[f(O) +F(1)] = 1,839400—1 (3.51)

Roy = i[f(O) +2£(1/2) + F(1)] = 2, 86670c—1. (3.52)

Entao, calculando

Roy — Ry

Ros = Ryy + = 3,20914e—1, (3.53)

a qual ¢ a aproximagao desejada.

Tabela 3.4: Resultados referentes ao Exemplo 3.3.1.

Ryq Ry Ry 3 Ry 4
1,83940e—1
2,86670e—1 3,20914e—1
3,08883e—1 3,16287e—1 3,15978e—1
3,14276e—1 3,16074e—1 3,16059¢—1 3,16061e—1

=~ w N R

Na Tabela 3.4, temos os valores de aproximagcdes computadas pela quadratura
de Romberg até ordem 8.
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Exercicios

[[tag:revisar]]

E.3.3.1. Aproxime

0 9) — e—”
/ sen(z +2) —e i (3.54)

-1 22+ 1In(z+2)

usando a quadratura de Romberg de ordem 4.

3.4 Grau de Exatidao

O grau de exatidao ¢ uma medida de exatidao de uma quadratura numérica.
Mais precisamente, dizemos que uma dada quadratura numérica de nodos e
pesos {(z;,w;)}", tem grau de exatidao m, quando
b n
[ pa)de =3 plas)e (3.55)

=1

para todo polindémio p(z) de grau menor m. Ou ainda, conforme descrito na
definicao a seguir.

Defini¢ao 3.4.1. (Grau de Exatiddo.) Dizemos que uma dada quadratura
numérica de pontos e nodos {z;,w;}" ; tem grau de exatidao m, quando

b n
/ b de =" afw;, Yk < m. (3.56)

i=1

3.4.1 Regra do Ponto Médio

Vamos determinar o grau de exatidao da regra do ponto médio. Para tanto,
verificamos para quais k vale

/abxkdx—(b—a) (“;bf. (3.57)

Temos
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e« k=0:
/ab P dr = 2" =b—a, (3.58)
(b—a) <a;b>0:b—a (3.59)
k=1
/abxldx:x;i:b; 6;2 (3.60)
(b—a)(agby:(b—a)(a;b)—b;—a; (3.61)
- k=2
be2dx:§ :b; C? (3.62)
(b— )<a;b>2¢l§_‘§ (3.63)

Ou seja, a regra do ponto médio tem grau de exatidao 1. Isto quer dizer,
que a regra do ponto médio fornece o valor exato para a integral de qualquer

polinémio de grau menor ou igual a 1.

Exemplo 3.4.1. A integral

5
I:/ 1—2zdx

1
:x—x2’5
1
=(5—-25)—(1-1)=-20.

Pela regra do ponto médio, temos

S:hf<a—2f—b>
=(5-1) [1—2-(1;5)]
= 4(1 —6) = —20.
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3.4.2 Regra de Simpson

Vamos determinar o grau de exatidao da regra de Simpson. Para tanto,
verificamos para quais k vale

b b— b\"
/thz(‘;”(ﬁ+4<¢;> +M>. (3.66)
Temos
« k=0
b b
/xodx:a:|a:b—a, (3.67)
b— b\’
(b—a) a’ +4 ato +0° ) =b—a. (3.68)
6 2
L] k‘:l
b 218 B2 g2
1
de="2 =2 ¢ .
Axx =57 (3.69)
b— b)' b—
(‘”(d+4<w+> +H)=< D (4 +) (3.70)
6 2 2
b a?
o k=
b, o M S
dr=2| =2 _% 72
/ax T=3 T3y (3.72)
b— ? -
b—a) a® 4 4 atb + b :M(a2+ab+b2) (3.73)
6 2 3
¥ ad
e k=3
b Ay g4
3
de="21=2_2 .
/ax T = TiTa (3.75)

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

3.4. GRAU DE EXATIDAO 46

(b—a) (a3+4 (a;b>3+b3) (3.76)

6

_ (bga) [3;3+ 325@2+32“b2+ ?’2(73] (3.77)
_T_Cj (3.78)
« k=4
/(be4dx:;i:[§)_a557 (3.79)
(bg@ (a4+4<a—2|—b>4+b4) 7&()55_a55. (3.80)

Ou seja, a regra de Simpson tem grau de exatidao 3. Isto significa que ela
fornece o valor exato da integral de qualquer polindbmio de grau menor ou
igual a 3.

Exemplo 3.4.2. A integral

I= /_11 1 - a?de (3.81a)
— - ”;3 (3.81b)
- (1 - ;) - (—1 + ;) (3.81c)
_ § (3.81d)
Pela regra de Simpson, temos
§=1 [f(a) +af ( . b) + f(b)] (3.82a)
_ ; (1= (1)2) +4(1 = 0) + (1 = (1)?) (3.82D)
_ ;‘ (3.82¢)
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3.4.3 Exercicios

E.3.4.1. Determine o grau de exatidao da regra do trapézio.

E.3.4.2. Calcule
7V/3
/ mr — edr. (3.83)
v

E.3.4.3. Determine o nodo e o peso da quadratura numérica de um tnico
nodo e de grau de exatidao 1 para o intervalo de integracao [—1,1].

E.3.4.4. Considere uma quadratura numérica de dois nodos e pesos

S = f(z1)wr + f(x2)ws. (3.84)

Determine as possiveis escolhas de pesos e nodos para que ela tenha grau de
exatidao 2 no intervalo de integragao [0, 1].

E.3.4.5. Mostre que a seguinte quadratura numérica

S = F(=1)3 + FO)5 + /(1) (3.89)

tem grau de exatidao 3 no intervalo de integragao [—1, 1].

3.5 Quadratura Gauss-Legendre

Quadraturas gaussianas sao quadraturas numéricas de maximo grau de exati-
dao. Especificamente, quadraturas de Gauss-Legendre sao quadraturas
gaussianas para integrais da forma

I:/l (@) d. (3.89)

-1
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Vamos comegar considerando o problema de determinar a quadratura de
Gauss-Legendre de apenas um ponto, i.e.

S = f(x1)w. (3.90)

Comecgamos por exigir a integracao exata de polinébmios de o grau 0, o que
nos leva a

1
W) :/ 2" dx (3.91a)
-1
wy = x|t = 2. (3.91b)
Agora, exigindo a integragao exata de polindmios de grau 1, obtemos
1
W1T] :/ ot dx (3.92a)
-1
211
x
200 = —| =0 (3.92b)
-1
21 = 0. (3.92¢)

Com isso, concluimos que a quadratura de um nodo de maior grau de exatidao
para tais integrais é a de nodo z; = 0 e peso w; = 2. Observamos que esta ¢é
a regra do ponto médio para o intervalo de integragao [—1, 1].

Seguindo esse raciocinio, ao buscarmos por uma quadratura de n pontos com
maior grau de exatidao possivel para integrais no intervalo [—1, 1], acabamos
tendo que resolver um sistema de equagoes

n 1
Zﬁm:/xW& (3.93)
i=1 -1

para k = 0,1,2,...,2n — 1. Le., no que temos 2n incégnitas (n nodos e n
pesos) a determinar, podemos exigir o grau de exatidao maximo de 2n — 1.

O sistema (3.93) é um sistema nao linear para os nodos e a determinacao de
solugoes para n grande nao é uma tarefa trivial. Alternativamente, veremos
que os nodos da quadratura de Gauss-Legendre de n nodos sdo as raizes
do polindmio de Legendre de grau n. Por defini¢do, o polinémio de Le-
gendre de grau n, denotado por P,(x), satisfaz a seguinte propriedade de
ortogonalidade

/1 p(x)P,(z)dx =0, (3.94)

-1
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para todo polindémio p(x) de grau menor que n. Com isso, estabelecemos o
seguinte resultado.

Teorema 3.5.1. A quadratura de Gauss-Legendre de n nodos tem as raizes
do polinomio de Legendre de grau n como seus nodos e seus pesos sao dados
por

1 n ,
x—
s :/ I dz. (3.95)
-1 Je1 Ty — Ty
J#i
Demonstracao. Sejam x1,xs,...,T, as raizes do polindbmio de Legendre de

grau n. Queremos mostrar que

n

/1 p(x)de = p(x;)w;, (3.96)

-1 i=1

para todo polinémio p(z) de grau menor ou igual 2n — 1. Primeiramente, su-
ponhamos que p(x) seja um polindémio de grau menor que n. Entéo, tomando
sua representacao por polinomio de Lagrange nos nodos z;, ¢ = 1,2,...,n,
temos

n

/1 p(x)de = /_11 zilp(xz) 11 - xxj dx (3.97)

-1

_ ip(xi) | (3.98)

= ilp(xl)wZ (3.99)

Isto mostra o resultado para polinémios p(z) de grau menor que n. Agora,
suponhamos que p(z) é um polinémio de grau maior ou igual que n e menor
ou igual a 2n — 1. Dividindo p(z) pelo polinémio de Legendre de grau n,
P,(x), obtemos

p(z) = q(x)Po(z) + (), (3.100)
onde ¢(x) e r(z) sdo polindmio de grau menor que n. Ainda, nas raizes
x1,Ta, ..., T, temos p(z;) = r(x;) e da ortogonalidade dos polinémios de
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Legendre (veja, equagao (3.94)), temos
1 1
/ p(z)de = / q(z) P, () + r(x) dx (3.101)
-1 -1
1
- / r(z) dz (3.102)
-1
Agora, do resultado anterior aplicado a r(x), temos
1 n n
/ p(z)de =) r(x)w; = Zp(a:l)wl (3.103)

=1 i=1

Isto complete o resultado para polinomios de grau menor ou igual a 2n—1. [J

Exemplo 3.5.1. (Gauss-Legendre de 2 pontos.) Considaremos a quadratura
de Gauss-Legendre de 2 nodos. Do Teorema 3.5.1, seus nodos sao as raizes

do polinémio de Legendre de grau 2

as quais sao

Os pesos sao, entao

I—ZZ'Q
Wy =
133'1—1'2
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)

[‘”2 - \fx] B (3.107b)
=1 (3.107¢)

Ou seja, a quadratura de Gauss-Legendre de 2 pontos tem o seguinte conjunto
de nodos e pesos {(v1 = —v/3/3,w; = 1), (v2 = V/3/3,w, = 1)}. Esta, por
sua vez, ¢ exata para polindmios de grau menor ou igual a 3. De fato,
verificando para poténcia de ¥ temos:

« k=0
1
/ O de =2 (3.1084)
-1
0 0
3 3
2wy + Towy = (—?) + (?) = 2. (3.108b)
c k=1
1
/ 2 de =0 (3.109a)
~1
1 1
3 3
Tiwy + Tywy = <—\é_> + <\§)—> = 0. (3.109b)
« k=2
! 2
/ o = - (3.110a)
-1
2 2
2
Tiw) + Thwy = <—\é§> + <\/3§> =3 (3.110b)
« k=3
1
/ Pdr =0 (3.111a)
—1
3 3
2wy + 2wy = (—?) + (?) = 0. (3.111b)
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o k=4:

! 2
/ ot da = (3.112a)

-1

s + 2wy = <_¢§>4 + <\/§>4 - (3.112b)

Tabela 3.5: Conjunto de nodos e pesos da quadratura de Gauss-Legendre.
Fonte: Wikipedia:Gauss-Legendre Quadrature.

n Z; Wi
1 0 2
2 :i:ﬁ 1
3
8
3 0 9
L. /3 5
5 9
3 2 /6 18 + /30
T I b St
4 7T T7TV5 36
2 —
" § L2 Q 18 — /30
7 T7TV5 36
128
0 _
5 225
1 1
Ll 70 322 + 134/70
3 7 900
1 1 — 13v/
+1 0549 £ 322 — 13470
3 7 900

Exemplo 3.5.2. Considere o problema de obter uma aproximacao para I =
J1, cos(z) dr usando a quadratura de Gauss-Legendre. Calculemos algumas
aproximacoes com n = 1, 2 e 3 pontos:
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e n=1:
1
/ cos(z) dx =~ 2cos0 (3.113a)
-1
= 2. (3.113b)
e n=2
1
/ ze ™ dr ~ cos(—v/3/3) + cos(—v/3/3) (3.114a)
-1
= 1,67582. (3.114b)
e n=23

L 8 )
/ xe ® dx%5c050+§cos(— 3/5)

-1
5
+ 5 cos(y/3/5) = 1,68300. (3.115a)

Na Tabela 3.6, temos as aproximagoes de I com a quadratura de Gauss-
Legendre de n = 1, 2, 3, 4 e 5 pontos (detonado por I, bem como, o erro
absoluto com respeito ao valor analitico da integral.

Tabela 3.6: Resultados referentes ao Exemplo 3.5.2.

I |1 — 1|
2.00000 3.2e—01
1.67582 7.1e—03
1.68300 6.2¢—05

1.68294 2.8e—07
1.68294 7.9e—10

G W N~ |3

l import numpy as np

2 from numpy.polynomial.legendre import leggauss
3

4# integrando

5f = lambda x: np.cos(x)
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6 # quadratura

“Tn = 4

8x,w = leggauss(n)

9# aproxzimacado

108 = np.sum(f(x)*w)

1l print(f'{n}: S = {S:.5e}")

3.5.1 Intervalos de integracao arbitrarios

A quadratura de Gauss-Legendre é desenvolvida para aproximar integrais
definidas no intervalo [—1,1]. Por sorte, uma integral definida em um inter-
valo arbitrario [a, b] pode ser reescrita como uma integral no intervalo [—1, 1]
através de uma mudanca de variavel apropriada.

Assumindo a mudanga de variavel

z=— (u+1)+a (3.116)
temos b
dz = ;adu (3.117)
e, portanto,
b 1 h— h—
/ f(x)dw:/ f( Qa(u+1)—|—a>- 2adu. (3.118)
a —1

Portanto, para computarmos ff f(z)dx podemos aplicar a quadratura de
Gauss-Legendre na integral definida no [—1, 1] dada conforme acima.

Exemplo 3.5.3. Usemos a quadratura de Gauss-Legendre com 2 pontos
para aproximar a integral

1
/ ze da. (3.119)
0

Fazendo a mudanca de varidvel x = u/2 + 1/2, temos

1 1 1 w 2
/ ze ™ dx = / <u + > e (572)" gy, (3.120)

0 -1\2 2
Entao, aplicando a quadratura temos

1 (B 1)
/xe‘xdez —ﬁ—l—1 e< 6+2)
0 6 2
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95

+ <\/§+1> e_(

6 | 2
= 3,12754e—1.

1l import numpy as np

ol

2
+%)

(3.121a)

(3.121b)

2 from numpy.polynomial.legendre import leggauss

3
4# integral
ba =0

6b =1

7f = lambda x:
8 # quadratura
9n = 2
10x,w =
11 #
12 x

X*np.exp (—x**2)

leggauss (n)

mud de wvar
(b-a) /2% (x+1) +a

13w (b-a)/2*w

14 # aproximacao

158 = np.sum(f(x)*w)

16 print (f'{n}: S = {S:.5e}")

3.5.2 Exercicios

E.3.5.1. Aproxime

2 + In(z + 2)

usando a quadratura de Gauss-Legendre com:

-1

a) n = 1 ponto.
b) n = 2 pontos.
¢) n = 3 pontos.
d) n =4 pontos.

e) n =5 pontos.

L/‘1 sen(z 4 2) — e~

da (3.122)

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

3.6. QUADRATURAS GAUSSIANAS COM PESOS 56

E.3.5.2. Aproxime

/1 sen(z +2) —e
0

d A2
2 4+ In(x 4+ 2) ‘ (3.123)

usando a quadratura de Gauss-Legendre com:
a) n = 1 ponto.
b) n = 2 pontos.
c) n = 3 pontos.
d) n =4 pontos.

e) n =5 pontos.

E.3.5.3. Aproxime

/1 sen(z 4 2) — e

d 124
-1 22+ 1In(x + 2) v (3.124)

usando a quadratura de Gauss-Legendre com:
a) m =5 ponto.
b) n = 10 pontos.

c) n = 20 pontos.

E.3.5.4. Use uma quadratura de Gauss-Legendre para computar a integral

I = /2 rsen(r?) d (3.125)

-1

com 6 digitos significativos corretos.

3.6 Quadraturas gaussianas com pesos

[[tag:revisar]]
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A quadratura gaussiana estudada na segdo anterior (Secao 3.5) é um caso
particular de quadraturas de maximo grau de exatidao para integrais da
forma

b
/ flz)w(z)de, (3.126)
onde w(x) é positiva e continua, chamada de fungdo peso. Como anterior-
mente, os nodos xz;, ¢ = 1,2, ..., n, da quadratura gaussiana de n pontos sao

as raizes do polindmio p,(x) que é ortogonal a todos os polindémios de grau
menor que n. Aqui, isto significa

/ab q(x)pn(z)w(x) dx = 0, (3.127)

para todo polindmio ¢(z) de grau menor que n.

3.6.1 Quadratura de Gauss-Chebyshev

[[tag:revisar]]

Quadraturas de Gauss-Chebyshev sdo quadraturas gaussianas para integrais
da forma

/ 11 F@)(1 = 22)" 2 da. (3.128)

Neste caso, na quadratura gaussiana de n pontos os nodos x; sao as raizes do
n-ésimo polindémio de Chebyshev T,,(z). Pode-se mostrar (veja, por exemplo,
[3, Cap. 7, Sec. 4.1]) que o conjunto de pontos desta quadratura sao dados
por

2t —1
i = ) 3.129
x; = CoS ( o 7r> ( )
T
T 3.130
wi = ( )

Exemplo 3.6.1. Considere o problema de aproximar a integral

1 6_x2
—dx. 3.131
/4 V1—a? ( )
Usando a quadratura de Gauss-Chebyshev de n pontos temos:
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e N = 1 2
1 e * — cos(m/2)?

/_1 ﬁ dx ~ e =T. (3.132)

e N = 2
1 €_$2 dr ~ T o—cos(r/4)2 | T —cos(3n/4)? 3.133
/71 ﬁ T R 56 + 56 (3.133)
= 1,90547. (3.134)

e N = 3:

Ee— Cos(ﬂ'/ﬁ)2 + %6_ COS(W/2)2 + ge_ 005(571—/6)2 (3135)

1 e—.l’2
[
-1 4/1 — 22 3

= 2,03652. (3.136)

n I

1 3,14159
2 1,90547
3 2,03652
4 2,02581
5 2,02647
6 2,02644
10 2,02644

Tabela 3.7: Resultados referentes ao Exemplo 3.6.1.

Na Tabela 3.7, temos as aproximacoes I da integral computadas com a qua-
dratura de Gauss-Chebyshev com diferentes ntimeros de pontos.

3.6.2 Quadratura de Gauss-Laguerre
[[tag:revisar]]

Quadraturas de Gauss-Laguerre sao quadraturas gaussianas para integrais
da forma

/0 Y flz)e da. (3.137)
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Neste caso, na quadratura gaussiana de n pontos os nodos x; sao as raizes

do n-ésimo polindémio de Laguerre L, (z) e os pesos por

Na Tabela 3.8, temos os pontos da quadratura de Gauss-Laguerre para di-

versos valores de n.

Tabela 3.8: Pontos da quadratura de Gauss-Laguerre.

n

w; =

1

Z;

[l (@)Y

i=1,2,....n.

w;

1

1,0000000e+-00

1,0000000e+00

2

3,4142136e+00
9, 8578644e—01

1,4644661e—01
8,5355339e —01

6,2899451e+00
2,2942804e+00
4,1577456e—01

1,0389257e—02
2,7851773e—01
7,1109301e—01

9, 3950709e+00
4,5366203e+00
1,7457611e+00
3,2254769e—01

9,3929471e—04
3,8887909¢e—02
3,5741869¢—01
6,0315410e—-01

1,2640801e+01
7,0858100e-+00
3, 5964258¢+00
1,4134031e+00
2,6356032e—01

2,3369972e—05
3,6117587e—03
7,5942450e—02
3,9866681e—01
5,2175561e—01

Exemplo 3.6.2. Na Tabela 3.9, temos as aproximacoes I da integral I =
Jo° sen(x)e " dx obtidas pela quadratura de Gauss-Laguerre com diferentes

pontos n.

3.6.3 Quadratura de Gauss-Hermite

[[tag:revisar]]

Quadraturas de Gauss-Hermite sdo quadraturas gaussianas para integrais da

forma .
/_OO flz)e™ da. (3.139)
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I
8, 41471e—01
4, 32459 —01
4,96030e—01
5,04879¢—01
4,98903e—01

U W N —| 3

Tabela 3.9: Resultados referentes ao Exemplo 3.6.1.

Seus nodos z;, i = 1,2,...,n sao as raizes do n-ésimo polindmio de Hermite
e os pesos sao dados por
il /7
w; = 2 ntym (3.140)
[, ()]

Na Tabela 3.10, temos os pontos da quadratura de Gauss-Hermite para di-
versos valores de n.

Tabela 3.10: Pontos da quadratura de Gauss-Hermite.

n x; wy;
1 0,0000000e+00 1,7724539e+00
—7,0710678e—01 8,8622693e—01

(\V]

7,0710678e—01

8,8622693e—01

—1,2247449e4-00

1,2247449¢+00
0,0000000e+00

2,9540898e—01
2,9540898e—01
1,1816359¢+00

e

—1,6506801e+00

1,6506801e+00

—5,2464762e—01

D,2464762e—01

8,1312835e—02
8,1312835e—02
8,0491409e—-01
8,0491409e—-01

—2,0201829¢+00

2,0201829¢ 400

—9,5857246e—01

9, 5857246e—01
0, 0000000e+00

1,9953242e¢ —02
1,9953242e¢—02
3,9361932e—-01
3,9361932e¢—01
9,4530872e¢—01

Exemplo 3.6.3. Na Tabela 3.11, temos as aproximacoes I da integral I =
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I xsen(z)e " dx obtidas pela quadratura de Gauss-Hermite com diferen-
tes pontos n.

I
0, 00000e+00
8,14199¢—01
6,80706e—01
6,90650e—01
6,90178e—01

IS TS JCI NC R

Tabela 3.11: Resultados referentes ao Exemplo 3.6.3.

Exercicios

[[tag:revisar]]

E.3.6.1. Aproxime

/1 sen(z +2) e (3.141)
L o2
usando a quadratura de Gauss-Chebyshev com:
a) n =1 ponto.
b) n = 2 pontos.
¢) n = 3 pontos.
d) n =4 pontos.
e) n =5 pontos.
E.3.6.2. Aproxime
/OoO (sen(m +2)— e_‘”2) e “dx (3.142)

usando a quadratura de Gauss-Laguerre com:

a) n = 3 pontos.
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b) n = 4 pontos.

¢) n =5 pontos.

E.3.6.3. Aproxime

/ sen(z + 2)e ™ — e 2 da (3.143)

—00

usando a quadratura de Gauss-Hermite com:
a) n = 3 pontos.
b) n = 4 pontos.

c) n =5 pontos.

3.7 Meétodo de Monte Carlo

[[tag:revisar]]

O método de Monte Carlo é uma técnica nao deterministica para a aproxima-
¢ao de integrais. Mais especificamente, o método compreende a aproximacao

f(z;), (3.144)

1

[t~ C20S

n.o

onde x1, Ta, . . ., x, sdo pontos de uma sequéncia aleatéria em [a, b]. Aqui, ndo
vamos entrar em detalhes sobre a escolha desta sequéncia e, sem mais justi-
ficativas, assumiremos uma sequéncia de pontos uniformemente distribuidos
no intervalo de integracao.

Exemplo 3.7.1. Na tabela 3.12 temos aproximacoes I computadas para
1 2
[= / o (3.145)
0
usando o método de Monte Carlo com diferentes niimeros de pontos n. Aqui,

os pontos foram gerados no GNU Octave pela sequéncia quasi-randémica ob-
tida da func¢do rand inicializada com seed=0.
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n I 11— 1

10 2,53304e—01 6,3e—02
100 3,03149¢e—-01 1,3e—02
1000 3,08415e—01 7,6e—03
10000 | 3,16385¢—01 3,2¢—04
100000 | 3,15564e—01 5,0e—04

Tabela 3.12: Resultados referentes ao Exemplo 3.7.1.

Exercicios

[[tag:revisar]]

E.3.7.1. Use o método de Monte Carlo para obter uma aproximacao de

/1 sen(z 4 2) — e

d 14
-1 2?2+ In(x +2) ’ (8-146)

com precisdao de 1072,
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Capitulo 4

Problema de Valor Inicial

Neste capitulo, discutimos sobre técnicas numéricas para aproximar a solu-
¢ao de Equagoes Diferenciais Ordinarias com valor inicial (condicao inicial),
i.e. problemas da forma

Y (1) = f(t,y(t), t>to, (4.1a)
y(to) = Yo, (4.1b)

ondey : t € R — y(t) € R" é a fungdo incégnita com dadas f : (t,y) €
RxR"— f(t,y) e R" ey, € R", n > 1.

4.1 Método de Euler

Dado um Problema de Valor Inicial (PVI)

y'(t) = fltyt), t>to, (4.2a)
y(to) = o, (4.2b)

temos que f(t,y) é a derivada da solugao y(t) no tempo t. Entao, aproxi-
mando a derivada pela razao fundamental de passo h > 0

y/<t> ~ y(t+h})L_y(t)7 (43)
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obtemos

R ) (1.4

y(t+h) = y(t) + hf(t,y(t)). (4.5)

Isto nos motiva a iteracido do Método de Euler!

y(o) = Yo, (4.6a)

y* D = 0 p () k), (4.6b)

comk=0,1,2,...,n, y® %y(t(k)), t®) = ¢, + kh e passo h > 0.

Exemplo 4.1.1. Consideramos o seguinte problema de valor inicial

Yy —y=sen(t),0 <t <1, (4.7a)
1
y(0) = 3 (4.7b)
Sua solucao analitica é
.1 1
y(t) = e — 5 sen(t) — 3 cos(t). (4.8)

Para computarmos a solucao pelo Método de Euler, reescrevemos o problema
da seguinte forma

Yy =y+sen(t),0 <t <1, (4.9a)
1
TORES (4.90)

donde identificamos f(t,y) =y +sen(t), to =0e yo = 1/2.

!Leonhard Paul Euler, 1707-1783, matemaético e fisico suico. Fonte: Wikipédia: Ronald
Fisher.
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Tabela 4.1: Resultados obtidos para o problema do Exemplo 4.1.1 com h =

le—1.

(k)

y*)

) (1)

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
0]1.0

= O 00~ O ULk Wi+~ O

5.00e—1
5.50e—1
6.15e—1
6.96e—1
7.96e—1
9.14e—1
1.05e4-0
1.22e+0
1.40e+0
1.61e4+0
1.85e+0

5.00e—1
5.58e—1
6.32e—1
7.24e—1
837e—1
9.70e—1
1.13e+0
1.31e+0
1.52e+0
1.76e+0
2.03e+0
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201 === h=0.1
exata
1.8 1 7
1.6 1 »
1.4 1 ya
=1.24 -
1.0 1 "
0.8 o o

0.6 5l

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.1: Esbogo das solugoes numérica (pontos) e analitica (linha) para o

problema do Exemplo 4.1.1.

Codigo 4.1: euler.py
1 def euler(f, tO, yO, h, n):

2 t = np.empty(n+1)

3 t[0] = tO

4 y = np.empty(n+1)

5 y[0] = yoO

6 for k in range(n):

7 t[k+1] = t[k] + h

8 ylk+1] = y[k]l] + h*xf(t[k], yl[kl)

9 return t, y
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4.1.1 Analise Numeérica

O Método de Euler com passo h aplicado ao problema de valor inicial (4.2),
pode ser escrito da seguinte forma

gt h) = yo, (4.10a)
Gt h) = g™ h) + hd(t® (W) h), (4.10b)

onde §(t®) representa a aproximacio da solucdo exata y no tempo t*¥) =

to+ kh, k= 0,1,2,.... Métodos que podem ser escritos dessa forma, sao
chamados de Métodos de Passo Simples (ou tnico). No caso especifico
do Método de Euler, temos

D(t,y;h) = Ft,y(t)). (4.11)

Consisténcia

Agora, considerando a solugao exata y de (4.2), introduzimos

vt -y .

At,y; h) = { h
f(ty(t)) yh=0.

Com isso, vamos analisar o chamado erro de discretizacao local
T(t,yi h) == Aty h) — (¢t y; h), (4.13)

que estabelece uma medida quantitativa com que a solucao exata y(t) no
tempo t + h satisfaz a iteracao do método de passo simples.

Defini¢ao 4.1.1. (Consisténcia.) Um método de passo simples é dito ser
consistente quando
li ch) = 4.14
finy (1, ) =0, (.14

ou, equivalentemente, quando
lim (¢, y; h) = f(t,y)- (4.15)
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Observagao 4.1.1. (Consisténcia do Método de Euler.) Da Definigao 4.1.1,
temos que o Método de Euler é consistente. De fato, temos

lim 7(t, y; h) = lim (A(t,y; h) — (¢, y; h)) (4.16)
:£%<y@+h)—y@)_f@w@»> w.17)

=y'(t) = f(ty(t)) =0. (4.18)

A ordem do erro de discretizagao local de um método de passo simples
é dita ser p, quando

7(t,y;h) = O(h"), (4.19)
ou seja, quando
. T(tyh)

para alguma constante C'.

Para determinarmos a ordem do Método de Euler, tomamos a expansao em
série de Taylor? da solugdo exata y(t) em torno de t, i.e.
h? h3
y@+h%:Mﬂ+hy@+~5M@y+6y”@+9m, (4.21)

para algum 0 < 6 < 1. Como y/'(t) = f(¢,y(t)), temos

V(1) = St y(0) (1.22)
= filt,y) + [yt y)y (4.23)
= ft(tv y) + fy(ta y)f<t7 y)' (4'24)

Entéao, rearranjando os termos em (4.21), obtemos

h
Aty h) = f(t,y(0) + St y) + fu(ty) (. y)] + O(R?), (4.25)
Portanto, para o Método de Euler temos

T(t,y; h) = At y; h) — @(t,y; h) (4.26)

2Brook Taylor, 1685 - 1731, matemético britanico. Fonte: Wikipédia:Brook Taylor.
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= A<t7 Y; h) - f(t’ y) (427)
= MR RIS O0)  (429)
— O(h). (4.29)

Isto mostra que o Método de Euler é de ordem 1.

Convergéncia

A analise acima trata apenas da consisténcia do Método de Euler. Para
analisarmos a convergéncia de métodos de passo simples, definimos o erro
de discretizacao global

e(t; ha) == G(t; ha) — y(t), (4.30)

onde §(t; hy,) = y(t) para h,, := (t —to)/n. Dizemos que o método é conver-
gente quando
lim e(t; hy,) = 0. (4.31)

n—oo

Ainda, dizemos que o método tem erro de discretizacao global de ordem p

quando
e(t: hn) = O(h2) (4.32)

para todo t € [to,tf], t; > to.

Lema 4.1.1. ( [8, Cap. 7, Se¢do 7.2]) Se a sequéncia (g“ﬂ)keR satisfaz a

estimativa
‘f(kﬂ)‘ < (1+96) ‘5(/6)‘ + B, (4.33)

para dados 6 >0e B>0,k=0,1,2,..., entao

‘g(n)‘ < e ‘5(0)’ + 6”55— 1B. (4.34)

Demonstracao. De forma iterativa, temos
’5(1)‘ < (149) ’5(0)’ +B (4.35)
= (140)*|9|+ (14 0B+ B (4.37)
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(4.38)

k—1
€W < (146)8 €|+ BY (1 +6)" (4.39)

k=0

1 k1
= (1+0)F ¢ + B(+(?. (4.40)
Observando que 0 < 1+ 6 < €% para § > —1, concluimos que
ek —1

‘g(k)‘ < ek ‘5(0)’ + 5 B. (4.41)
O

Teorema 4.1.1. (Estimativa do Error Global.) Considere o PVI (4.2), para
to = a, yo € R. Suponha que f é Lipschitz continua em y

para todo (¢,y) € [a,b] X R e que exista M > 0 tal que
" ()] < M, (4.43)

para todo t € [a,b]. Entdo, as iteradas do Método de Euler y*) =~ y (t(k)),
t®) =ty +kh, h > (b—a)/n, k = 0,1,2,...,n + 1, satisfazem a seguinte
estimativa do erro de discretizagao global

[y —y (19)] < h;‘f {eL(t““’to) - 1} , (4.44)

Demonstracio. Para k = 0 o resultado é imediato. Agora, usamos o polind-
mio de Taylor

h2
) < () 1 (O )+ ).
onde t®) < ) < ¢+ | —0,1,2,...,n. J4, as iteradas de Euler sdo
yB D) — y®) 4y (t(k), y(k)) . (4.46)
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Subtraindo esses equacoes, obtemos

Yy —y (t(k+1)> =y® —y (t(k’)>

FRIE(00) = (0 ()] - o ()
Da hipotese de f Lipschitz, temos

0 = ()] < < (1)

4.48
O R A
Ou, ainda,
ly®e =y ((5 )| < (14 L) [y =y (9| + th (4.49)
Do Lema 4.1.1, temos
’y(kﬂ) —y (t(k“))‘ < ]122]\4616}2[/_ 17 (4.50)
donde segue a estimativa do erro global (4.44). ]

Observacgao 4.1.2. (Convergéncia.) Do Teorema 4.1.1, a ordem do erro de
discretizacao global de um método de passo simples é igual a sua ordem do
erro de discretizagao local. Portanto, o Método de Euler é convergente e ¢é
de ordem 1.

Exemplo 4.1.2. Consideramos o seguinte problema de valor inicial

Yy =y+1,0<t<]l, (4.51a)
y(0) = 0. (4.51b)
Na Tabela 4.2, temos as aproximagoes 7(1) de y(1) computadas pelo Método
de Euler com diferentes passos h. A solugdo analitica deste problema é

y(t) =€ — 1.
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Tabela 4.2: Resultados referentes ao Exemplo 4.1.2.

h g 15(1) —y(1)]
1077 1.59374  1.2e—1
1072 | 1.70481  1.3e—2
1073 1.71692  1.de—3
1075 | 171827  lde—5
1077 [ 171828 1.de—7
1079 | 1.71828  1.4e—9

Erros de Arredondamento

O Teorema 4.1.1 nao leva em consideracao os erros de arredondamento. Le-
vando em conta esses erros, a iteracdo do Método de Euler tem a forma

7O = yo + 6%, (4.52a)
g = g®) L by (t(k), g(k)) + oD (4.52b)
onde %) é o erro devido a arredondamentos na k-ésima iterada, t*) = ¢, +

hk, k = 0,1,2,...,n. Assumindo as hipdéteses do Teorema 4.1.1, podemos
mostrar a seguinte estimativa de erro global

’g(k;+1) —y (t(k:-i-l))’ < l (W + 5) {eL(tU")—tO) — 1]

“L\ 2 A (4.53)
+ |50|€L(t<k)fto)7
para 6% < §, k=0,1,2,...,n.
4.1.2 Sistemas de Equacoes
Seja um sistema de EDOs?® com valor iniciais
Y = fty),to <t <ty (4.54a)
y(to) = o, (4.54b)

com dada f : (t,y) € [to,ts] x R™ — R™, dados valores iniciais yo € R™ e
incognita y : t € [to, tf] — R™, n > 1.

3Equacoes Diferenciais Ordinarias
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Do ponto de vista algoritmico, a iteracao do Método de Euler é diretamente
estendida para sistemas:

0) _
Yy = Yo,
(k+1) (k) (k) (k) (4.55)
y ) =y ® L f (10, y®)
para y®) ~y (t(k)), t®) =ty +kh, h=(ty —ty)/n, k=0,1,2,...,n.
Exemplo 4.1.3. Consideramos o sistema de EDOs
Yy = —y1 +y2 — e " —sen(t) + cos(t), (4.56a)
yh = 2y1 + 3y2 — 6e" — 2cos(t), (4.56b)
para 0 < t < 1 com condicoes iniciais
11(0) =0, (4.57a)
y2(0) = 3. (4.57b)
Este sistema tem solugao analitica
y1(t) = e’ — 2e™" + cos(t), (4.584a)
yo(t) = 2e" + e~ " (4.58b)
Podemos reescrevé-lo na forma vetorial
il [—y1 +yo + et — sen(t) + cos(t) <
yé} n [ 2y1 + 3ya — 6e' — 2 cos(t) O<tsty (4.59%)
~—~—
Y (t) f(ty)
[41(0) 0
_ 4.59b
_@,2(0)] [3 (4.555)
S— ~~
y(0) Yo

Usando o Método de Euler com h = 1072 obtemos as solucoes mostradas na
figura abaixo.
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ot
!

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
t

Figura 4.2: Solugoes numérica (linha pontilhada) versus analitica (linha con-
tinua) para o PVI do Exemplo 4.1.3.

l import numpy as np

2

3def euler(f, tO, yO, h, n):

4 t = np.empty(n+1)

5 m = yO.size

6 y = np.empty((n+l, m))

7

8 t[0] = t0

9 y[0] = yoO

10

11 for k in range(n):

12 t[k+1] = t[k] + h

13 ylk+1] = y[k] + h*xf(t[k], ylk]l)
14 return t, y

15

16 def f(t, y):

17 v = np.array([-y[0] + y[1] \
18 - np.exp(-t) \
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N

+ np.cos(t) \

T = e
(-

1

2 - np.sin(t), \
21 2xy [0] + 3xy[1]
22 - 6*np.exp(t)
23 - 2xnp.cos(t)])
24 return v

25

26

27h = 1le-2

28n = round(1l./h)

29t0 = 0.

30y0 = np.array([0., 3.])

31t,y = euler(f, t0O, yO, h, n)

4.1.3 Equacgoes de Ordem Superior
Seja dado o PVI de ordem m

d™y dy dm 1y
dtim = f (tv Y, Ev LI dtm_l 5 (460&)
dy dm=1y —
y(tO) = Yo, E . = y67 ’ dt(m_l) . — y(() 1)7 (460b)
t= t=

para tg <t < ty.

Para resolvé-lo com o Método de Euler, a ideia é reescrevé-lo como um sistema
de EDOs de primeira ordem com condic¢oes iniciais. Isso pode ser feito com
a mudanca de variaveis

up =y, (4.61)
Uy = fl‘z, (4.62)
uz = Cj;g, (4.63)

: (4.64)
Uy = f;:ni?f. (4.65)
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Com isso e do PVI (4.60), obtemos o sistema de EDOs de primeira ordem

Uy = ug, (4.66a)
uhy = ug, (4.66b)
uy = Uy, (4.66¢)
: (4.66d)
ufm = f(ta Uy, Uz, .- aum)a (4666)
para typ <t < t; e com condigoes inicias
u1(to) = Yo, (4.67a)
uz(to) = Yo, (4.67b)
Ug(to) = yg, (467(3)
: (4.67d)
um(to) = y5" . (4.67¢)
Exemplo 4.1.4. Consideramos o seguinte PVI de ordem superior
v —ty +y=(2+te " —tcos(t),0 <t <1, (4.68a)
y(0) = 1,4'(0) = 0. (4.68b)
Sua solucao analitica é
y(t) = sen(t) + e (4.69)

Para reescrevé-lo como uma sistema de EDOs de primeira ordem, tomamos
as mudancas de variaveis u; = y e us = y'. Com isso, obtemos

uy = ug, (4.70a)
uy = tuy — uy + (2 +t)e”" —tcos(t), (4.70Db)

para 0 <t <ty e com condigoes iniciais

u1(0)
UQ(O)

1, (4.71a)
0. (4.71D)
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Com passo h = 1072, o Método de Euler aplicado a este sistema fornece a
solucao do PVI mostrada na figura abaixo.

analitica

1.20 euler

1.05 4 7

1.00 —¢==—

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
t

Figura 4.3: Solugdo numérica versus analitica computadas para o PVI do
Exemplo 4.1.4.

4.1.4 Exercicios

E.4.1.1. O problema de valor inicial

y = {0082(7'(15) — sen2(7rt)} , 0<t<1.5, (4.72a)
y(0) = 0. (4.72b)

tem solugdo analitica y(t) = sen(t) cos(mt). Compute a aproximagcao g(1.5; h) ~
y(1.5) pelo Método de Euler com passo h = 107! e forneca o erro e(1.5; h) :=
y(1.5;h) —y(1.5)

E.4.1.2. Use o Método de Euler para computar a solucao de

Yy =e -2y, 0<t<l, (4.73a)
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y(0) = 0. (4.73D)

Escolha um passo h adequado de forma que y(1) seja computado com precisao
de 5 digitos significativos.

E.4.1.3. Considere o seguinte problema de valor inicial

y+e Vvt =2 t>1, (4.74a)
y(1) = —1. (4.74D)

Use o Método de Euler para computar o valor aproximado de y(2) com
precisao de 6 digitos significativos.

E.4.1.4. Use o Método de Euler para computar a solucao de

y =-30y, 0<t<1, (4.75a)
1
y(0) =3 (4.75b)

A solugao analitica é y(t) = %e‘30t. Compute a solucao aproximagao (1) e

o erro |g(1) — y(1)| usando o passo h = 1071, O erro obtido estd de acordo
com a estimativa (4.44)7?

E.4.1.5. Para o sistema de EDOs do Exemplo 4.1.3, verifique a ordem de
convergéncia do Método de Euler computando o erro € = ||g(1) —y(1)]| com
diferentes tamanhos de passos h = 1071,1072,...,107°.

E.4.1.6. Para o PVI de segunda ordem dado no Exemplo 4.1.4, tente
computar a solugao para tempos finais t; = 2, 3, ..., 5. Faca uma comparagao
grafica entre as solugoes numérica e analitica. O que ocorre ao aumentarmos
o tempo final? Justifique sua resposta.

Analise Numérica
E.4.1.7. Mostre que se § > —1, entdo 0 < 1+ 6 < ¢€°.
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E.4.1.8. Seja dado um PVI (4.2), ¢t < t < t;. Sejam §¥), k =0,1,2,...,n,
as aproximacdes computadas conforme em (4.52), com 6 < §. Assumindo
as mesmas hipdéteses do Teorema 4.1.1, mostre a estimativa de erro global
(4.53).

E.4.1.9. Assumindo um erro de arredondamento maximo de d > 0, use
(4.53) para obter uma estimativa para a melhor escolha de h.

4.2 Métodos de Taylor de Alta Ordem

Métodos de Taylor* sao usados para computar a solucdo numérica de Pro-
blemas de Valor Inicial (PVI) da forma

y = f(ty), to<t<ty, (4.76a)
y(to) = o, (4.76Db)
onde y : [to,tf] — R é a fungdo incognita, dada f : [to,tf] x R — R e dado

valor inicial yy € R.

Na Secao 4.1, vimos que a ordem do erro de discretizacao local do Método
de Euler® é também a do erro de discretizacdo global. Este resultado é
generalizado pelo Teorema 4.2.1, para todo o método de passo simples

y© = yo, (4.77a)
y* D — y® 1 ho (tw), y<k>) 7 (4.77b)

onde y® ~ y (t(k)), t®) =ty + kh, h = (t; —to)/n, k=10,1,2,... ,n.

Antes, lembramos que o erro de discretizagao local ¢ definido por

7(t,y; h) == A(t,y; h) — O(t, y; h), (4.78)
onde
t+h) —y(t
A(t,y; h) ;:{ . f)z 0 70, (4.79)
f(ty(t)) ,h=0.

4Brook Taylor, 1685 - 1731, matemético britanico. Fonte: Wikipédia:Brook Taylor.
5Leonhard Paul Euler, 1707-1783, matemético e fisico suico. Fonte: Wikipédia: Ronald
Fisher.
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J4, o erro de discretizagao global ¢ definido por
e(t; hn) = g(tv hn) - y(t>7 (480)
onde g(t; h,) ~ y(t) dada por (4.77) para h,, = (t — to)/n.

Com o objetivo de desenvolvermos métodos de alta ordem, podemos usar o
polinémio de Taylor de ordem m de y = y(¢)

Yt 4+ 1) = (®) + (1) + o 1)

4.81)
hm dmy herl derly (
o4 ¢
LY dtm< )+ (m + 1)! dtmt! (©):
donde
h? ,
y(t+h) =y(t) +hf(t,y) + 5 f(ty)
hm dmflf
e — 4.82
s = A (4.8
hm+1 dmf
(m 4 D1 dem (& y(6))
e, portanto
h
A(t,y;h) = f(ty) + §f’(t, )
hm dmflf
B _
+o (L) (4.83)
hm+1 dmf
+ (m+ D)t (& y(6))
Isto nos motiva a iteragdo do Método de Taylor de Ordem m:
¥ =y, (4.84a)
YD = o ®) 4 pm) (t(k>, y(k)) : (4.84b)
onde "
7(m) (t('“), y(k)) = f (t('“), y(k)) + §f/ (t(k), y(k))
(4.85)

m—1 Jgm—1
P AT y®)
m! dtm—1 ’

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

4.2. METODOS DE TAYLOR DE ALTA ORDEM 82

Exemplo 4.2.1. Considere o PVI

Y =y+sen(t), 0<t<1, (4.86a)
1
y(0) = 5. (4.86b)

Vamos usar o Método de Taylor de Ordem 2 para computar sua solugao e
comparar com a solucao analitica

y(t) = e — ;sen(t) - ;COS(t). (4.87)

h 15(1) —y(1)]
1071 4.9¢e—3
1072 5.2e—5
1073 5.2e—7
107% 5.2e—9
107° 5.2e—11

Codigo 4.2: taylor.py

l import numpy as np
2

3def taylor(Phi, tO, yO, h, n):

4 t = t0

bt y = yO0

6 for k in range(n):

7 y += h*Phi(t, y, h)
8 t += h

9 return t, y

10

11 def f(t, y):

12 return y + np.sin(t)

11def £f1(t, y):

15 return f(t, y) + np.cos(t)

16

17def Phi(t, y, h):

18 return £(t, y) + h/2xf1(t, y)

19
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20# analitica

21 def exata(t):

22 return np.exp(t) - 0.5*%np.sin(t) - 0.5%np.cos(
t)

23

24h = l1le-1

25n = round (1/h)

26t,y = taylor (Phi, 0., 0.5, h, n)

4.2.1 Analise Numérica

Teorema 4.2.1. (Convergéncia, [8, Cap. 7, Secao 7.2].) Considere o PVI
(4.76), para ty € [a,b] e yp € R. Seja ¢ continua em

para hg > 0 e vy > 0. Sejam também, M, N constantes tais que
|(t,y; h) — (¢, 2 h)| < My — =], (4.89)

para todas (t,y;h), (t,z;h) € G. Se, ainda, para algum p > 0 e para todo
t € [a,b], |h| < ho, temos a estimativa do erro de discretizagao local

[7(t, y(t); h)| < NIhJ?, (4.90)
entdo existe h, 0 < h < hg, tal que vale a seguinte estimativa do erro de
discretizacao global

eMlt—tol _ 1
M
para todo t € [a,b] e para todo h, = (t —ty)/n, n=1,2,..., com |h,| < h.

e(t: hn)| < [Ba? N (4.91)

Demonstracao. Seja

X ®(t,y; h) (t Yy, h) €
O(t,y;h) == q P, yt) +v:h) t€la,b], Ih\ < hgy>yt)+v, (4.92)
Ot y(t) — v h) tela,b]|h] < hoy <ylt) —7,

A fungao ® é continua em

G:={(t,y;h) : t €[a,b],y €R,|h| > ho} (4.93)
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e satisfaz

[D(t, 53 h) — D(t, 23 h)| < Mly — 2], (4.94)

para todas (t,y;h), (t,z;h) € G. Ainda, como ®(t,y(t);h) = ®(t,y(t); h),
também temos que

|A(t, y(t); h) — (¢, y(t); h)| < N|hJ?, (4.95)
para t € [a,b] e |h| < hy.

Sejam, §®) = § (t0); 1), 10 = 1o+ kh, §© = yo:

g = 9+ b (19,50 h) sy (1410) =y (£9) + hA (89,4 (£9) 1)
(4.96)

Definindo é® := g*) —y (t(’“)), obtemos a férmula de recorréncia

gl — é< VR [@(E9, g h) — A (19, y (¢9) s h)] (4.97)
h[cb (t R) gtk >;h)—ci>(t<k>,y(t<k>);h)} (4.98)
+h[&>(<>,y(<k>) h) = A (19, (1) 1)) (4.99)
Agora, de (4.94) e (4.95), temos
\cﬁ t®, 5™ h) — & (¢ ),y(t<k>),h)] SM(é(’“)‘ (4.100)
‘A(t("’ (t“f) h) =@ (9, y (#M) ;)| < NP (4.101)
Portanto, de (4.99), temos

B < (14 |h M) [e®)| + N|pfPt! (4.102)
Entao, do Lema 4.1.1, temos
KIRIM _
M

Sejam, agora, t € [a,b], t # to fixo e h := h, = (t —ty)/n, n > 0. Entao,
tM) =ty +nh =t e de (4.103) temos

e®| < N|pJP (4.103)

M|t7t0| _ 1

& (£, )| < N|ho|PS

_ 4.104
- (4104
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para todo t € [a,b], |hn| < ho. Uma vez que [t —to| < |b—a| e v > 0, existe
h, 0 < h < hy, tal que |é(t, h,)| < 7 para todo ¢ € [a,b] e |h,| < h. Logo,
para o método de passo simples (4.77) gerado por @, temos para |h| < h que

§¥ =y ™), (4.105)
ek) = k), (4.106)
o (t(k), g, h) s (t(k), g h) . (4.107)

Concluimos que
p6M|t7tQ| _1
t,h,)| < N|h,|P —————,
et )| < NS

para todo t € [a,b] e h, = (t —tg)/n, n=1,2,..., com |h,| < h. O

(4.108)

4.2.2 Exercicios

E.4.2.1. Use o Método de Taylor de O(h?) para computar a solugao de
y +cos(t) =y, 0<t<I1, (4.109a)

y(0) = . (4.109b)

o |

A solugdo analitica é y(t) = 5 cos(t) — 1sin(t). Faca testes numéricos com
h=10"1,107% 1073 e 107, observe os resultados obtidos e o erro & := |§(1)—
y(1)], onde g corresponde a solugdo numérica. O erro tem o comportamento
esperado? Justifique sua resposta.

E.4.2.2. Use o Método de Taylor O(h?) para computar a solu¢io do PVI
(4.109) com h = 107!, Faga um esbogo do grafico do erro e (t;h = 107!) =
|g(t) — y(t)| e verifique se ele tem a forma esperada conforme a estimativa
do erro global (4.91).

E.4.2.3. Use o Método de Taylor de O(h?) para computar a solu¢ao do PVI
(4.109). Escolha o passo h de forma que a solugdo numérica tenha precisao
de 6 digitos significativos.
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E.4.2.4. Considere o seguinte PVI

/

y =y —ty, 1<t<2 (4.110a)
y(1) = —2. (4.110D)

Compute a solu¢io com o Método de Taylor de O (h?) com passo h = 107!

a) p=2
b) p=3
c) p=4

E.4.2.5. Considere o seguinte PVI
y -ty =0, 1<t<3, (4.111a)
y(1) = 5. (4.111D)

a) p=2
b) p=3
c) p=4

Analise Numérica

E.4.2.6. Considere o PVI (4.109). Verifique que o Método de Taylor de
O(h?) satisfaz as estimativas do erro local (4.90) e do erro global (4.91).
Forneca valor estimados para os parametros N e M.

4.3 Meétodos de Runge-Kutta
Seja um Problema de Valor Inicial (PVI) da forma

y = f(ty), to<t<ty, (4.112a)
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y(to) = Yo, (4.112b)

onde y : [to, tf] — R é a funcdo incognita, dada f : [to,tf] x R = R e dado
valor inicial g, € R. Seguimos usando a notacao y*) = y (t(k)>, t*) = to+kh,
k=0,1,2,....,n, h = (ty —to)/n.

Os métodos de Runge®-Kutta” de s-estidgios sao métodos de passo simples
da seguinte forma

y* ) = ) 4 hchqz (™, y®), (4.113)
= (1) ()
onde

61 1= f (t(’“ "), (4.114a)
62 = f (t®) + agh,y® + hBy 1), (4.114b)
63 = f (1% + ash,y® + h(Bs101 + B3262)) (4.114c)

) ) s—1
G5 = f ¢ + ash, y(z) +h Z ﬁs,jﬁbj , (4.114d)

j=1
com os coeficientes ¢;, o, 1 = 1,2,...,5¢ 35, =1,2,...,5 — 1, escolhidos

de forma a obtermos um método de passo simples com erro local da ordem
desejada.

Na sequéncia, discutimos alguns dos métodos de Runge-Kutta usualmente
utilizados. Pode-se encontrar uma lista mais completa em [3, Cap. 8, Segao
3.2].

6Carl David Tolmé Runge, 1856 - 1927, matemdtico alemao. Fonte: Wikipédia: Carl
Runge.

"Martin Wilhelm Kutta, 1867 - 1944, matematico alemao. Fonte: Wikipédia: Martin
Wilhelm Kutta.
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4.3.1 Meétodos de Runge-Kutta de ordem 2

Precisamos apenas de 2 estagios para obtermos métodos de Runge-Kutta de
ordem 2. Tomamos a forma

y B+ = 4B 4 p 016y + cacdo) (4.115)
—
= (1) )
com
o (t(k),y(k)) =f (t(k),y(k)) 7 (4.116a)
0 (19,50 2= £ (K9 + agh,y® + by FE9.4)) . (4116h)

Nosso objetivo ¢ de determinar os coeficientes c;, ca, ao, B2 tais que o mé-
todo (4.115) tenha erro de discretizagao local de O(h?). Da defini¢io do erro
local (4.78)

T(t,y: h) = Aty h) — B(t,y;h), (4.117)
e por polinomio de Taylor de y(¢)®
d
Alt,yih) = f(t,y(t) + 5 2 f(ty) + O() (4.118)

= 7t y(6) + 5 Lilt.y)
+fy(ty) [t y)] + O(R?). (4.119)
De (4.115), temos

O(t,y; h) = a1 f(t,y) + eof (t + ah,y+ hfa1f(t,y)) (4.120)

Agora, tomando a expansao por série de Taylor de ®(¢,y; h), temos

(I)(tv Y; h) = (Cl + CZ)f(ta y) + CQh[CYth@L? y)

(4.121)
+ 62,1fy(t7 y)f(t7 y)) + O(h2>
Entao, por comparagao de (4.119) e (4.121), temos
c1+co = 1 (4122)

8Consulte (4.83) para mais detalhes sobre a expansio em polinémio de Taylor de
A(t,y; h).
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1

Collg = 5 (4123)
1

Coflo1 = 5 (4.124)

Este sistema tem mais de uma solugao possivel.

Método do Ponto Médio

O Método do Ponto Médio é um método de Runge-Kutta de ordem 2 prove-
niente da escolha de coeficientes

Cc1 — O,
Cy = 1,
g = }’ (4.125)
2
1
Pay = 3.
Logo, a iteracao do Método do Ponto Médio ¢
y(o) = Yo
h h (4.126)
y* D) = ) 4 pf <t(k) + 2 y ) 4 §f(t(k), y(k))> ’
com k=0,1,2,...,n.
Exemplo 4.3.1. Consideramos o seguinte PVI
y —y=sen(t),0 <t <1, (4.127a)
1
y(0) = 3 (4.127b)

Na Tabela 4.3, temos as aproximagoes 7(1) =~ y(1) computadas pelo Método
do Ponto Médio com diferentes passos h.
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Tabela 4.3: Resultados referentes ao Exemplo 4.3.1.

1l import numpy as np

2

h g(1)  [g(1) —y(1)]
1077 2.02175  5.6e—03
1072 | 2.02733  6.0e—05
1073 [ 2.02739  6.1e—07
104 ] 2.02740  6.1e—09
1075 | 2.02740  6.le—11
1076 | 2.02740  1.9e—12

3def pm(f, tO, yO, h, n):

Cédigo 4.3: pm.py

- 0.5%np.sin(t)

4 t = t0
bt y = yo0
6 for k in range(n):
7 ya =y + h/2xf(t, y)
8 y += h*f(t+h/2, ya)
9 t += h
10 return t, y
11
12def f(t, y):
13 return y + np.sin(t)
14
15 # analitica
16 def exata(t):
17 return np.exp(t)
t)
18
19h = le-1
20n = round(1l./h)

21t,y = pm(f,

22 print (f'{h:.1e}:

)
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Método de Euler Modificado

O Método de Euler Modificado é um método de Runge-Kutta de ordem 2
proveniente da escolha de coeficientes

1

C1 = 9

1
C2 = 9 (4.128)

Qg = 1,

for = 1.

Logo, a iteracao do Método de Euler Modificado ¢
y(o) = Yo
h

y(k+1) - y(k) + 5 {f (t(lf)7 y(k)) (4.129)

+f (19 + hy® + nf (10, 5®))].

Exemplo 4.3.2. Consideremos o seguinte problema de valor inicial
Y —y =sen(t),t >0 (4.130a)

y(0) !

= —. 4.130b
: (4.1300)

Na Tabela 4.4, temos as aproximagoes 7(1) de y(1) computadas pelo Método
de Euler modificado com diferentes passos h.

h g 15(1) —y(1)]
1077 [2.02096  6.4e—03
1072 [ 2.02733  6.9e—05
1073 [ 2.02739  6.9e—07
1074 2.02740  6.9e—09
1075 | 2.02740  6.9e—11
107 | 2.02740  2.0e—12

Tabela 4.4: Resultados referentes ao Exemplo 4.3.2

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

4.3. METODOS DE RUNGE-KUTTA 92

Cédigo 4.4: eulerm.py

l import numpy as np
2

3def eulerm(f, tO, yO, h, n):

4 t = t0

bt y = yO

6 for k in range(n):

7 ya =y + hxf(t, y)

8 y += h/2 x (£(t, y) \
9 + f(t+h, ya))
10 t += h

11 return t, y

12

13def f(t, y):

14 return y + np.sin(t)

15

16 # analitica

17 def exata(t):

18 return np.exp(t) - 0.5*%np.sin(t) - 0.5%np.cos(
t)

19

20h = le-1

2ln = round(1./h)

22t,y = eulerm(f, 0., 0.5, h, n)

23 print (f'{h:.1e}: {y:.5e} {np.abs(y-exata(1l)):.1lel}'
)

4.3.2 Meétodo de Runge-Kutta de ordem 4

Um dos métodos de Runge-Kutta mais empregados é o seguinte método de
ordem 4:
y©

h
y(kH) = Z/(k) + g(% + 20 + 203 + ¢4),

= Yo,
(4.131)

com

o1:=f (t(k),y(k’)) , (4.132a)
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¢ = f (1% + h/2,y® + hey /2), (4.132b)
¢ = f (1% + h/2,y® + hen/2), (4.132¢)
da 1= (1% + h,y®™ + hey), (4.132d)

Exemplo 4.3.3. Consideremos o seguinte PVI
y —y=sen(t),t >0 (4.133a)
y(0) = 3. (4.133b)

Na Tabela 4.5, temos as aproximagoes 3(1) ~ y(1) computadas pelo Método
de Runge-Kutta de Quarta Ordem com diferentes passos h.

h g(1)  [g(1) —y(1)]
1077 2.02739  2.8¢—06
1072 [ 2.02740  3.1e—10
1073 | 2.02740  3.0e—14
101 2.02740  4.4e—14

Tabela 4.5: Resultados referentes ao Exemplo 4.3.3

4.3.3 Exercicios

E.4.3.1. Considere o seguinte problema de valor inicial

Y +e V=2 1<t<2, (4.134)
y(1) = —1. (4.135)

Use os seguintes métodos de Runge-Kutta com passo h = 0, 1 para computar
o valor aproximado de y(2):

a) Método do Ponto Médio.
b) Método de Euler Modificado.

c) Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem.
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E.4.3.2. (4.109) Considere o seguinte problema de valor inicial

Yy +cos(t)=y, 0<t<1, (4.136a)

y(0) = =. (4.136b)

DN |

A solugao analftica é y(t) = 3 cos(t) — 1sin(t). Faca testes numéricos com

h = 107!, 1072, 1072 e 10~*, observe os resultados obtidos e o erro € :=
|7(1) — y(1)|, onde § corresponde a solugdo numérica. Faga testes para:

a) Método do Ponto Médio.

b) Método de Euler Modificado.

¢) Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem.

O erro tem o comportamento esperado? Justifique sua resposta.

E.4.3.3. Considere os métodos de Runge-Kutta aplicados para computar
a solugdo do PVI (4.109). Para cada um, faca um esbogo do grafico do

erro e (t;h =107Y) = [g(t) — y(t)| e verifique se ele tem a forma esperada
conforme a estimativa do erro global (4.91).

E.4.3.4. Mostre que o Método de Kutta é O(h?). Sua iteragio é definida
por
(0)

Yy = Yo, ( )
h 4.137
y* ) =y ®) 4 5 (¢1 + 42 + ¢3),
com k=0,1,2,...,n, onde
(bl = f(tu y)
¢2 = f(t+h/2,y+ ho1/2) (4.138)

¢3 = f(t+ h,y — hdr + 2hes).

Aplique-o para o PVI dado no Exercicio (4.109) e verifique se o erro global
satisfaz a ordem esperada.
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E.4.3.5. Considere o seguinte PVI

y =y —ty, 1<t<2, (4.139a)
y(1) = —2. (4.139b)

Use os seguintes métodos de Runge-Kutta com passo h = 0.1 para computar
o valor aproximado de y(2):

a) Método do Ponto Médio.
b) Método de Euler Modificado.

¢) Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem.

E.4.3.6. Considere o seguinte PVI
y -ty =0, 1<t<3, (4.140a)
y(1) = 3. (4.140b)

Use os seguintes métodos de Runge-Kutta com passo h = 102 para computar
o valor aproximado de y(3):

a) Método do Ponto Médio.
b) Método de Euler Modificado.

¢) Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem.

4.4 Método de Euler Implicito

Seja o Problema de Valor Inicial (PVI)

y' = ft,y),to <t <ty (4.141a)
y(to) = Yo, (4.141D)

com dados tp,t; € R e yo € R, sendo a fungao y = y(¢) a incdgnita.

Consideramos a discretizacao no tempo t*) := ¢, +hk, k= 0,1,2,...,n, com
passo h := (t; — typ)/n. De (4.141) e do Teorema Fundamental do Calculo
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temos
t(k+1)
y (t550) = y (1) +/t<k) F(t,y) dt. (4.142)
A integral pode ser aproximada por
$(k+1)
/ F(t.y)dt = hf (105D, 400 (4.143)
t(k)
donde obtemos
Y (t(k+1)) A~y (t(k)> + hf (t(k+1), y(k+1)) . (4.144)
Isto nos motiva a iteragdo do Método de Euler Implicito’
0) _
Yy = Yo,
(4.145)
yB+) = ) 4y (t(k:+1)’ y(k+1)) :
sendo y¥) ~ y (t(k)), k=0,1,2,...,n.
Exemplo 4.4.1. Consideremos o seguinte PVI
y —y=sen(t),t >0 (4.146a)
1
y(0) = 5. (4.146b)

Na Tabela 4.6, temos as aproximagoes (1) ~ y(1) computadas pelo Método

de Euler Implicito com diferentes passos h.

h g(1)  [g(1) —y(1)]
1077223660  2.1e—1
1072 | 2.04660  1.9e—2
1073 2.02930  1.9e—3
1074 [ 2.02759  1.9e—4
1075 | 2.02741  1.9e—5
1076 2.02740  1.9e—6

Tabela 4.6: Resultados referentes ao Exemplo 4.4.1

9Leonhard Paul Euler, 1707-1783, matemético e fisico suico. Fonte: Wikipédia: Ronald

Fisher.
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Codigo 4.5: eulerImp.py

l import numpy as np

2from scipy.optimize import fsolve
3
4def eulerimp(f, t0O, yO, h, n):

) t = t0

6 y = yO

7 for k in range(n):

8 y = fsolve(lambda x:

9 x -y - hxf(t+h, x),
10 x0 = y, xtol=1le-14) [0]
11 t += h

12 return t, y

13

14 def f(t, y):

15 return y + np.sin(t)

16

17# analitica

18 def exata(t):

19 return np.exp(t) - 0.5*%np.sin(t) - 0.5%np.cos(
t)

20

2lh = le-1

22n = round(1./h)

23t,y = eulerimp(f, 0., 0.5, h, n)

24 print(f'{h:.1e}: {y:.5e} {np.abs(y-exata(l)):.le}'
)

4.4.1 Analise Numeérica

O Método de Euler Implicito é O(h). De fato, tomando o polinémio de Taylor
y(t) = y(t+h) — hf (t+ h,y(t + b)) + O(h?), (4.147)

temos
T(t,y; h) = A(t,y; h) — @(t, y; h) (4.148)
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oyt h) —ylt)

ft+h,y(t+h);h) (4.149)

=P

—O(h). (4.150)

Estabilidade

Um método é dito ser estavel quando pequenas perturbagoes na condi¢ao
inicial produzem pequenas altera¢des nas aproximacoes subsequentes, i.e. os
resultados dependem continuamente dos dados iniciais.

Exemplo 4.4.2. Consideramos o seguinte PVI

y' = —40y,0 <t <1, (4.151a)
1
y(0) = 3 (4.151b)
A solugdo exata é y(t) = fe ", Na tabela abaixo, temos os resultados

obtidos por computagoes com o Método de Euler (Explicito, g.) e o Método
de Euler Implicito (f;) para h = 1071 e 1072

b g —yM] [5:(1) —y()]
1077 2.0c+04 3.80—08
1072 1de—18 8.le—16

Estabilidade do Euler Explicito
Consideramos o PVI

y = Ay, t >0, (4.152a)
y(0) = yo, (4.152b)

para dados A < 0 e yg € R.

A iteracao do Método de Euler Explicito para este PVI consiste em

N RSO SWO) (4.153)

donde temos
y B = (1 4 hA) Ly, (4.154)
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Tendo em vista a solugdo exata y(t) = yoe, temos que o erro global é
‘y (t(k)) - y(k)‘ = ‘yoe)‘hk —yo(1+ h)\)k‘ (4.155)
k
()" = (1 +hA)"

[yol (4.156)

e, portanto, a exatiddo é determinada por quiao bem 1 + hA aproxima e*”.

k
Observamos que, para qualquer A < 0, (eAh) — 0 quando ¢t — oo. Por

outro lado, para y* — 0, quando ¢ — 0, é necessario que |1 4+ h\| < 1, i.e.
o passo do Método de Euler fica restrito

2
h< = (4.157)
Al

Supondo um erro de arredondamento J, (apenas) na condigao inicial, as
aproximacoes subsequentes do Método de Euler Explicito ficariam

y D = (14 BN (yo + 8o) (4.158)
donde temos que
6" = (14 hA)ES, (4.159)

é o valor propagado de dp na k-ésima iteragao. Ou seja, quando |1+ hA| > 1,
temos que 6*) — 0o quando k — 0o e 0 método é instével. Concluimos que
o Método de Euler Explicito é estavel para

2
h< = (4.160)
Al

Estabilidade do Euler Implicito

O Método de Euler Implicito é incondicionalmente estavel. Para o PVI
(4.152), o método produz as aproximagoes

y® = (1= h\) "y, (4.161)
Aqui, para qualquer A < 0, temos que
(1—hN)" =0, k— oo, (4.162)

para qualquer escolha do passo A > 0. Isto mostra a estabilidade incon-
dicional do método. Também, o Exercicio 4.4.7 mostra que o método é
convergente para o PVI (4.152).
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4.4.2 Exercicios

E.4.4.1. Considere o seguinte problema de valor inicial

Y =y+1, 0<t <1, (4.163a)
y(0) =0, (4.163Db)

com solugdo exata y(t) = e' — 1. Use o Método de Euler Implicito com
h = 107! para computar uma aproximacao de y(1). Entao, verifique a ordem
de convergéncia para diferentes passos h = 1071,1072,107% e 10~

E.4.4.2. Considere o seguinte problema de valor inicial

Y = =50y +50,0 < £ < 1, (4.165a)
y(0) =2, (4.165)
com solucdo exata y(t) = 1+ e °%. Com h = 10!, compute a aproximagao

de y(1) dada pelo
a) Método de Euler Explicito.
b) Método de Euler Implicito.

Por que os resultados sao tao diferentes entre os métodos? Escolha um passo
h em que ambos produzam resultados satisfatorios e justifique sua escolha.

E.4.4.3. Use o Método de Euler Implicito, com h = 107!, para computar
aproximacoes para a solucao do PVI discutido no Exemplo 4.1.1. Compare
os resultados com aqueles apresentados com o Método de Euler Explicito.

E.4.4.4. O problema de valor inicial
y = [COSQ(Wt) — sen2(7rt)] , t>0, (4.166a)
y(0) = 0. (4.166b)

tem solugao analitica y(t) = sen(t) cos(mt). Compute a aproximagao g(1.5) ~
y(1.5) pelo Método de Euler Implicito com passo h = 107! e forneca o erro
e:=|g(1.5,h) — y(1.5)].
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E.4.4.5. Use o Método de Euler Implicito para computar a solucao de

"= -2y, 0<t<1, (4.167a)
y(0) = 0. (4.167b)

Escolha um passo h adequado de forma que y(1) seja computado com precisao
de 5 digitos significativos.

E.4.4.6. Considere o seguinte problema de valor inicial

Y +e vt =2 t>1, (4.168a)
y(1) = —1. (4.168D)

Use o Método de Euler Implicito para computar o valor aproximado de y(2)
com precisao de 6 digitos significativos.

Andlise Numérica

E.4.4.7. Mostre que o Método de Euler Implicito é convergente para a
solugdo exata do PVI (4.152) para qualquer A < 0.

4.5 Métodos de Passo Miiltiplo

Seja um Problema de Valor Inicial (PVI)

y'(t) = f(t.y(t), to<t<ty, (4.173a)
y(to) = Yo (4.173b)

Assumimos uma discretizacao uniforme no tempo t**) = ty+kh, com tamanho
de passo h = (t; — ty)/n. Do Teorema Fundamental do Calculo, temos
A , (k)
Y (t(k+’)) =y (t(k_j)) —l—/ f(s,y(s))ds. (4.174)

t(k—3)
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A ideia é aproximar a integral por uma quadratura de Newton!'“-Cotes!!.
Das regras'?, temos

¢ (k+14) m

/t F(s,y(s))ds ~ 3 f (s, y(s®)) w®, (4.175)

(k—3)

onde s sdo os nodos e w®) os pesos da quadratura, [ =1,2,...,m.

4.5.1 Métodos de Adams-Bashforth

Métodos de Adams-Bashforth sdao métodos explicitos de passo multiplo ob-
tidos ao escolhermos j =0e i =1em (4.175), i.e.

$(k+1)

Y (t(k+1)) =y (t(k)) + /t f(s,y(s))ds. (4.176)

(k)
Aplicando as regras de Newton-Cotes, escolhemos os nodos de quadratura
s ==+ 1 = 1.2 ... m, e, entdo
t(k+1) m

Lo Fy)ds = 30 (s0(s) w, (4.177)

(k)

e
t(k+1) m _ s
0 — S5
w /t(k) o —w ds. (4.178)
p#l

Agora, fazendo a mudancga de varidvel u = (s — t(k)> /h, obtemos

1m -1
w? =h 11 vrp—1 du (4.179)
0 p—l
p#l
Donde, obtemos o seguinte esquema numérico
gkt — o) hZw(l)f(t(k—l—i-l)’y(k—l—i—l)), (4.180)

=1

0Tsaac Newton, 1642 - 1727, matemético, fisico, astrénomo, tedlogo e autor inglés.
Fonte: Wikipédia: Isaac Newton.

HRoger Cotes, 1682 - 1716, matemdtico inglés. Fonte: Wikipédia: Roger Cotes.

12Consulte as Notas de Aula: Matematica Numérica II: Integracio: Regras de Newton-
Cotes.
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onde
1m 1
w® :/ Lt AW N (4.181)
o p—l
p#l

Observacgao 4.5.1. (Ordem de Truncamento.) A ordem de truncamento de
um Método de Adams-Bashforth de m-passos é O(h™) [2].

Método de Adams-Bashforth de Ordem 2

Tomando m = 2 em (4.181), temos

1
w® = / s lds—> (4.182)
0 2
e
1
w® = / —sds = —1. (4.183)
0 2

Entéao, de (4.180) temos a iteragdo do método de Adams-Bashforth de 2
passos:

(0)
1)

Yy = Yo,

Y =1, (4.184)
h e

g =y 4 230,y = f(O D D)

com t®) =t5 + kh, h = (t; —to)/n, k=10,1,2,...,n.
Exemplo 4.5.1. Consideramos o seguinte PVI

Yy —y=sen(t),t >0 (4.185a)
1
Na Tabela 4.7, temos as aproximagoes g(1) de y(1) computadas pelo Método
de Adams-Bashforth de 2 passos. Como este método é de ordem 2, esco-
lhemos inicializa-lo pelo método do ponto médio, de forma a mantermos a
consisténcia.
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Tabela 4.7: Resultados referentes ao Exemplo 4.5.1

h g (1) —y(1)]
1077 2.01582 1.2e—02
1072 | 2.02727  1.3e—04
1073 | 2.02739  1.3e—06
1074 | 2.02740  1.3e—08
1075 | 2.02740  1.3e—10

Cédigo 4.6: abs2.py

| import numpy as np

2

3def ab2(f, t0O, yO, h, n):

4

) # inicializacgdo

6 yl = y0O + h/2%xf(t0, yO)

7 yl = yO + h*xf(t0+h/2, y1)
8 tl = t0 + h

9

10 # 1teracdes

11 for k in range(l,n):

12 y = yl + h/2x(3x£f(t1, y1) \
13 - £(t0, y0))
14 t =t1l +h

15

16 t0 = t1

17 yO = y1

18

19 tl = ¢t

20 yl =y

21

22 return t, y

23

24 def f(t, y):

25 return y + np.sin(t)

26

21 # analitica
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28 def exata(t):

29 return np.exp(t) - 0.5%np.sin(t) - 0.5%np.cos(
t)

30

31h = 1le-1

32n = round(1l./h)

33t,y = ab2(f, 0., 0.5, h, n)

34 print(f'{h:.1e}: {y:.5e} {np.abs(y-exata(l)):.le}'
)

Método de Adams-Bashforth de Ordem 4

Tomando m = 4 em (4.181) obtemos, de (4.180), a iteragdo do método de
Adams-Bashforth de 4 passos

(0)

Y = Yo,

y(l) = glu

y(2) = G,
h , (4.186)

y(k-i-l) - y(’f) + o [55f(t(k), y(k))
—59f(t*Y =Dy L 37 f (1= (k=2
Exemplo 4.5.2. Consideremos o seguinte problema de valor inicial
y —y=sen(t),t >0 (4.187)
1

y(0) = 3 (4.188)

Na Tabela 4.8, temos as aproximagoes ¢(1) de y(1) computadas pelo mé-
todo de Adams-Bashforth de 4 passos. Como este método é de ordem 3,
escolhemos inicializa-lo pelo método de Runge-Kutta de ordem 4, de forma
a mantermos a consisténcia.
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Tabela 4.8: Resultados referentes ao Exemplo 4.5.2

h g(1) (1) —y(1)]
1077202735 5.0e—05
1072 | 202740 7.7e—09
103 | 202740 7.9e—13

Cédigo 4.7: ab4.py

I import numpy as np
2
3def ab4(f, tO0, yO, h, n):

4

5 t = np.empty(5)

6 t[0] = tO

7 y = np.empty(5)

8 y[0] = yoO

9

10 # 2nicializacgdo

11 for k in range(3):

12 phil = f(t[k], ylk])

13 phi2 = f(t[k]l+h/2, y[k] + h*phil/2)

14 phi3 = f(t[k]l+h/2, y[k] + h*phi2/2)

15 phi4 = f(t[k]l+h, y[k] + h*xphi3)

16

17 ylk+1] = y[k] + h/6 \

18 * (phil + 2*xphi2 + 2*phi3 + phi4)

19 t[k+1] = t[k] + h

20

21 # iteracoes

22 for k in range(3,n):

23 y[4] = y[3] + h/24x(55*xf(t[3], y[3]1) \
24 - 59xf (¢t [2], y([2]) \
25 + 37xf (¢ [1], y[1]) N\
26 - 9xf(t[0], y[0]))
27 t[4] = t[3] + h

28

29 tl:4] = t[1:]
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30 y[:4] = yl[1:]

31

32 return t[4], yl[4]

33

34 def f(t, y):

35 return y + np.sin(t)
36

37 # analitica

38 def exata(t):

39 return np.exp(t) - 0.5*%np.sin(t) - 0.5%np.cos(
t)

40

41h = 1e-3

42n = round(1l./h)

13t,y = ab4(f, 0., 0.5, h, n)
44 print(f'{h:.1e}: {y:.5e} {np.abs(y-exata(l)):.1lel}'
)

4.5.2 Métodos de Adams-Moulton

Métodos de Adams-Moulton sdo esquemas implicitos obtidos tomando-se i =
1,j = 0 em (4.174) e incluindo-se t**1) como nodo da quadratura em (4.175).

Método de Admans-Moulton de 2 Passos
A iteragio do de Admans-Moulton de 2 Passos (A-B-2)" ¢

©) —

Yy = Yo,
y(l) = U1,
y(k+1) _ y(k) + 1h2 [5f (t(k+1)’ y (t(k+1))> (4.189)

+8f (1%, y (t7))
—f (,5(1671)7 y (t(kfl)))}

13Consulte o Exercicio 4.5.6
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Observacao 4.5.2. (Estimativa do Erro Local.) O método A-B-2 tem erro
de truncamento local da O(h?).

A inicializacdo do método A-B-2 requer a computacao de y™") por algum mé-
todo de passo simples. Manter a consisténcia é um desafio e uma alternativa
é a utilizacdo de um esquema preditor-corretor.

Método Preditor-Corretor

Um Método Preditor-Corretor consistem em acoplar um método expli-
cito com um implicito. A cada passo no tempo t**). o método explicito
(preditor) é usado para computar uma primeira aproximacao §* ~ y (t(k))
e, o método implicito (corretor) é usado para computar y*), usando §*) no
esquema.

Exemplo 4.5.3. Consideremos o seguinte PVI
y' —y=sen(t),0 <t <1, (4.190a)

y(0) !

= —. 4.190b
: (4.190D)

Na Tabela 4.9, temos as aproximacoes 7(1) de y(1) computadas pelo Método
Preditor-Corretor de Adams de 2 passos'?. Para a inicializacdo, usamos o
Método do Ponto Médio 4.126, como preditor o Método de Adams-Bashforth
de 2 passos (4.184) e como corretor o Método de Adams-Moulton (4.189).

Tabela 4.9: Resultados referentes ao Exemplo 4.5.3.

h g(1)  [g(1) —y(1)]
107" 2.02638  1.0e—03
1072 2.02739  1.1e—06
1073 | 2.02740  1.2e—09

Cédigo 4.8: pca2.py

| import numpy as np
2

14Com erro de truncamento local de O(h?).
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3def pca2(f, tO0, yO, h, n):

4

5 t = np.empty(3)

6 t[0] = tO0

7 y = np.empty(3)

8 y[0] = yO

9

10 # inictalizagdo (PM 2)

11 y[1] = y[0] + h/2xf(t[0], y[0])

12 y[1] = y[0] + h*xf(t[0]+h/2, y[1])

13 t[1] = t[0] + h

14

15

16 # 1teracdes

17 for k in range(l,n):

18

19 # preditor (AB 2)

20 y[2] = y[1] + h/2*%(3x£f(t[1],y[1]) \
21 - f£(t[0], yl[0]))
22 t[2] = t[1] + h

23 # corretor (AM 2)

24 y[2] = y[1] + h/12%x(5xf(t[2],y[2]) \
25 + 8xf(t[1], y[1]1) \
26 - £(t[0], y[0]))
27

28 tl:2] = t[1:]

29 y[:2] = yl[1:]

30

31 return t[2], yl[2]

32

33def £(t, y):

34 return y + np.sin(t)

35

36 # analitica

37 def exata(t):

38 return np.exp(t) - 0.5%np.sin(t) - 0.5%np.cos(

t)
39
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40 h le-1

41 n round (1./h)

12t,y = pca2(f, 0., 0.5, h, n)

43 print (f'{h:.1e}: {y:.5e} {np.abs(y-exata(1l)):.lel}'
)

Método de Adams-Moulton de 4 Passos

O Método de Adams-Moulton de 4 Passos é um método implicito com erro
de truncamento local de O(h%). Sua iteragio consiste em

(0)

Y = Yo,

y(l) = 01,

y(2) = g??
B — g

g . (4.191)
(k+1) _ (k) 4 v (k+1)  (k+1)

y =Yy +720 [251f(t Y )

+646f (+8),y®)) — 264 f (¢4 k1)
+106f (£572),y*=2) 19 (#5953

Exemplo 4.5.4. Consideramos o seguinte PVI
y —y=sen(t),0 <t <1, (4.192a)
y(0) = 5. (4.192b)

Podemos computar uma aproximacao para y(1) usando um esquema preditor-
corretor com: inicializacao pelo Método RK-4 4.131, preditor o Método de
Adams-Bashforth de 4 passos (4.186) e como corretor o Método de Adams-
Moulton (4.191). Isto nos fornece um método com erro de truncamento local
minimo de O(h*). Consulte o Exercicio 4.5.4.

4.5.3 Exercicios

E.4.5.1. Considere o seguinte problema de valor inicial

Yy eVt =2 ¢>1, (4.193a)
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y(1) = —1. (4.193b)

Inicializando pelo Método de Euler, use os seguintes métodos de passo mul-
tiplo com h = 0,1 para computar o valor aproximado de y(2):

a) método de Adams-Bashforth de ordem 2.
b) método de Adams-Bashforth de ordem 3.

¢) método de Adams-Bashforth de ordem 4.

E.4.5.2. (4.109) Considere o PVI

Y +cos(t)=y, 0<t<I1, (4.194a)
1
y(0) = 5 (4.194Db)

Usando um método de inicializagado adequado, aplique os seguintes métodos
para computar aproximagoes para y(1):

a) Método de Adams-Bashforth de 2 Passos.

b) Método de Adams-Bashforth de 4 Passos.

Em cada caso, verifique se seus resultados satisfazem a ordem esperada do
erro de truncamento local.

E.4.5.3. Desenvolva o Método de Adams-Bashforth de ordem 3. Para
tando, assuma m = 3 em (4.181) para obter as iteragoes

y(O)

h
y(k+1) _ y(k) + 3 [23f(t(k), y(k)) (4.195)

—167(t*70, ) + 5102,y 0]

= Yo,

Escolha um método adequado para inicializa-lo e implemente-o para compu-
tar a solugao aproximada de y(1) para o PVI

y —y=sen(t),0 <t <1, (4.196a)
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1
y(0) = 5. (4.196b)
E.4.5.4. Considere o PVI
y' —y=sen(t),0 <t <1, (4.197a)
1
y(0) = 5. (4.197b)

Compute aproximagoes para y(1) usando um esquema preditor-corretor com:
inicializacao pelo Método RK-4 4.131, preditor o Método de Adams-Bashforth
de 4 passos (4.186) e como corretor o Método de Adams-Moulton (4.191).
Verifique que isso nos fornece um método com erro de truncamento local

minimo de O(h*).

E.4.5.5. O Método de Adams-Moulton de 3 passos (AM-3) é um método
implicito com erro de truncamento local de O(h*). Sua iteragio consiste em

(0)

() = Yo,
y(l) = 71,
y(2) = G,
4.198
y(k+1) y [9f< (k:+1 (k+1)) ( )

+19f< ) =57 (1.4
s ).

Refaga o Exercicio 4.5.4 substituindo o método corretor pelo AM-3. Verifique
se suas computacoes satisfazem o espero erro de truncamento local.

Analise Numérica

E.4.5.6. Mostre o desenvolvimento do Método de Adams-Moulton de 2
passos (4.189).
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4.6 Meétodo adaptativo com controle de erro
[[tag:revisar]]

Consideremos um problema de valor inicia

y'(t) = ft,y(t), t>to, (4.199)
y(to) = vo. (4.200)

e um método de passo simples

y(l) = Yo, (4.201)
y(i+1)(h(i+1)) — y(i) + h(i-*-l)q)(t(i)7 y(i); h(i+1))’ (4.202)

com t® =t + (i — 1)h. Nesta secdo, discutiremos uma estimava para o
maior valor de h(*V) tal que o erro de discretizacao global e(t01); b1 seja
controlado por uma dada tolerancia TOL, i.e.

le(t0HD; DY | = | D (D) — g (¢ = TOL. (4.203)

Para um método de ordem h”, pode-se mostrar que (veja, [3, Cap. 7, Sec.
7.2])
y(z+1)(h(z+1)) _ y(t(z+1)) + €p<t(z+1))(h(z+l))p7 (4‘204)
onde e(t*+1) é uma funcio apropriada. Entdo, assumindo que e(t®; b)) =
0, temos
e, (tUT1)) = hlithel (1) (4.205)

e, portanto, para termos (4.203) impomos que
[(WFD)PHe! (#9)| = TOL. (4.206)

Dai, se obtermos uma aproximacao para e;(t(i)) teremos uma aproximacao
para o passo hUTD.

Para estimarmos e, (t(+1), observamos que de (4.204) temos

(h(i+1))p

(i+1) h‘(H_l) (i+1) (i+1)
y Ty | FYET) et

5 (4.207)
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e, entdo, subtraindo esta de (4.204) temos

. . . hi+1) , RGE+D\ P
y(erl)(h(erl)) _ y(z+1) () _ ep(t(l+1)> ( ) (2P — 1), (4.208)

2 2
donde
. . . . (i+1)
. RUADNP D (RUHDY) g (i) (L)
(i+1) - 2
ep(t) ( 5 = 5r =1 . (4.209)
Dal, de (4.205), obtemos
) . . . (i+l)
o RN D (RGHD) g (D) (L)
7 i+1 o 2
e, (1) Rl < 5 ) = 1 : (4.210)
o que nos fornece a seguinte aproximacao de e, (t®)
. 1 2P 4 . , R+
T @y = (+1) (1) _ ,, (+1)
e, (1) = (R 3 1 [y (A" —y < 5 )1 . (4.211)

Assim sendo, de (4.206) temos que o passo h(+1) apropriado é tal que

op

L (i+l)(h(i+l)) (i+1) @ ~TOL (4.212)

Com base nesta estimativa podemos propor o seguinte método de passo adap-
tativo. Partindo de uma escolha arbitraria de h, computamos y(+1(h) e
y@*D(h/2) de y¥. Entdo, enquanto

> | o (b
D) (1) — @D (2
5T ‘y (h) =y <2>

tomamos sucessivas divisoes de h por 2, até satisfazermos (4.212). Obtido o
h que satisfaz (4.212), temos computado y(+Y) com A+ = h,

> TOL, (4.213)

Exemplo 4.6.1. Consideremos o seguinte problema de valor inicial
y —y=sen(t),t >0 (4.214)
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y(0) = =. (4.215)

A Figura 4.4 mostra a comparagio entre y(t) e a solu¢do numérica obtida da
aplicagao do Método de Euler com passo adaptativo. No método, utilizamos
o passo inicial R = 0,1 e tolerdncia TOL = 10~*. Ao compararmos esta
figura com a Figura (4.1) fica evidente o controle do erro.

25 T T T T

Figura 4.4: Resultados referentes ao Exemplo 4.6.1.

4.6.1 Exercicios

[[tag:revisar]]

E.4.6.1. Considere o seguinte problema de valor inicial

Y +e V=2 t>1, (4.216)
y(l) = —1. (4.217)
Use o Método de Euler com passo adaptativo para computar o valor aproxi-

mado de y(2). Para tanto, utilize o passo inicial h = 0,1 e a tolerdncia de
TOL = 1074
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Capitulo 5

Problema de Valor de Contorno

Neste capitulo, estudamos métodos numéricos para resolver Problemas de
Valores de Contorno da forma

u" = f(z,u,u'), a <z <b, (5.1a)
mu'(a) + O1u(b) = g (5.1b)
nou' (b) 4 Oou(b) = go (5.1¢)

onde a incognita é u = u(x) com dada f = f(x,u,u’) e dados pardmetros
N1, 61 (ndo simultaneamente nulos), 7y, 65 (ndo simultaneamente nulos), gl
e g2.

5.1 Meétodo de Diferencas Finitas

Consideramos o seguinte problema linear de valor de contorno (PVC)

u + a(z)u + f(z)u = f(x), a <z <Db, (5.2a)
u(a) =g, (5.2b)
u(b) = h. (5.2¢)

onde a incognita é u = u(x) com dada fonte f = f(x) e dados pardmetros g
e h.

A aproximagdo pelo Método de Diferengas Finitas (MDF) de (5.2a)-
(5.2¢) surge da substituigao das derivadas por Férmulas de Diferencas Finitas.
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De forma geral, o método pode ser dividido em trés etapas: 1. discretizagao
do dominio, 2. discretizacao das equacgoes, 3. resolucao do problema discreto.

1. Discretizacao do Dominio.

A discretizagao do dominio é seu particionamento em subintervalos (cé-

lulas computacionais) e pontos (nodos computacionais). Por simplicidade,

vamos considerar apenas o caso de um particionamento uniforme. Particio-

namos o dominio D = [a, b] em n de subintervalos de tamanho de malha
b—a

h , (5.3)

n

e os nodos da particao podem ser indexados da seguinte forma
2 =a+ (i — 1)h, (5.4)
com?=1,23,....,n+1.
2. Discretizacao das Equacoes.
Comegando por (5.2a), em um nodo & = x;, i = 2,3,...,n, temos
' (27) + o)/ (z:) + Blx)u(z;) = f(=:). (5.5)

Podemos substituir a segunda derivada de u pela férmula de diferencas
finitas central de ordem h?

o (1) = u(z; —h) — QU}E?) + u(z; + h) Lon?), (5.6)

DS,hQ u(z;)

A primeira derivada de u também pode ser substituida pela férmula de dife-
rencas finitas central de ordem h?
u(z; + h) —u(z; — h)

u' () = 57 +O(h?). (5.7)

Do,h2 u(z;)

Agora, denotando w; &= u(x;), temos w; 1 ~ u(x; — h) e w41 ~ u(x; + h).
Substituindo as derivadas pelas férmulas de diferengas finitas, temos de (5.5)
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que

e (),
+ B(xi)u; + O(h*) = f(:),

Rearranjando os termos e desconsiderando o termo do erro de truncamento,
obtemos o seguinte sistema de equagoes lineares

(7 = 3 ) oo+ (= ) w
1 (5.9)
+ (hQ + 2) Uit1 = fi,

onde, usamos a notagao o; = a(x;), B = B(x;) e fi = f(x;).

Observamos que este sistema consiste em n — 1 equagoes envolvendo as n + 1
incognitas u;, © = 1,2,...,n + 1. Para fecha-lo, usamos as condigoes de
contorno. De (5.2b), temos

Uy =g (5.10)

e de (5.2¢) temos
— (5.11)

lembrando que ug = u(zg) € u, = u(z,).

Por fim, as equagoes (5.9)-(5.11) formam o seguinte problema discretizado

up =g, (5.12a)
1 o 2
(h2 - 2h> it (5’ h2> .
1 (07}
Unt1 = h, (5.12¢)

para i =2,3,...,n.

3. Resolucao do Problema Discreto.
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O problema discreto (5.12) consiste em um sistema linear de n + 1 equagdes
com n + 1 incégnitas. Na forma matricial temos

(??7)Au =b (5.13)
onde u = (uy, ug, ..., uyt1) é 0 vetor das incognitas, b = (g, fo, f3,..., fu, h).
A matriz dos coeficientes é A = [ai’j]z;;l’lnﬂ e seus elementos nao nulos sao
1,1 = 1,
1 (07
il = — — —, 5.14
R PR (5:14)
2
aii =P — 12 (5.15)
1 (073
;41 = ﬁ + ﬁ’ (516)
Ap+t1n+l = 1, (517)

parai=2,3,...,n.

A resolucao do problema discreto se resume, a resolver o sistema Au = b, o
que pode ser feito por qualquer método numérico apropriado.

Exemplo 5.1.1. Consideramos o seguinte PVC

—u” =n?sen(nz), 0 <z < 1, (5.18)
u(0) = 0, (5.19)
(1) = 0. (5.20)

A solugao analitica deste problema é u(x) = sen(wx). Usando o MDF como
acima, encontramos o problema discreto

w =0, (5.21a)
1 2 1 ,
—ali-1 + pali T gpliel =T sen(mx;), (5.21b)
Upt+1 = 0, (521C)
com tamanho de malha h = 1/n e nodos x; = (i — 1)h indexados por i =

1,2,...,n+1.

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

5.1. METODO DE DIFERENCAS FINITAS

120

1.0 1

0.8 1 7

0.6 /

u(z)

0.4 1

0.2 1

0.0 1

—— Analitica
MDF

0.0 0.2

04

0.6
X

0.8 1.0

Figura 5.1: Resultado referente ao Exemplo 5.1.1.

Tabela 5.1: Resultados referentes ao Exemplo 5.1.1.

h | |@ — ul| e
1.0e—1 | 1.8e—2
5.0e—2 | 6.5e—3
2.5e—=2| 2.3e—3
1.0e—=3 | 5.8e—4

Resolvendo este sistema com h = 10~! obtemos a solucdo numérica apresen-
tada na Figura 5.1. Ainda, na Tabela 5.1 temos a comparacio na norma L2
da solucdo numérica % com a solucio analitica u = (u(z;))?} para diferentes

escolhas de h.

Codigo 5.1: pve_mdf.py

1l import numpy as np
2

3# malha
4n = 10
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5h = 1./n

6xx = np.linspace(0., 1., n+1)

7

8 # fonte

9def f(x):

10 return np.pi**2xnp.sin(np.pi*x)
11

12 # prob discreto

13A = np.zeros((n+l, n+1))

14b = np.empty(n+1)

15

16 # c.c. z
17A[0,0] =
1I8b[0] = 0.
19

20# pts internos

21 for i in range(1l,n):

= ().
1.

22 Ali,i-1] = -1./hxx*2
23 Ali,i] = 2./hx*x%x2

24 Ali,i+1] = -1./hx*x*2
25 b[i] = f(xx[i])

26

210# c.c. = = 1.

2A[n,n] = 1.

29b[n] = 0.

30
31 # resol
32u = npla.solve(A, b)

5.1.1 Exercicios

E.5.1.1. Considere o PVC

— " =n?cos(rx), 0 < <1, (5.22)
u(0) = 1, (5.23)
u(l) = 1. (5.24)

A solucgao analitica deste problema ¢é u(x) = cos(mx). Use o MDF para com-
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putar aproximacoes numéricas @, com tamanhos de malha h = 10~!,1072,1073,10~*
e verifique o erro absoluto e,ps := ||ty — u||.

E.5.1.2. Considere o PVC

—u'=2 —1l<z<l, (5.25)
u(—1) =0, (5.26)
u(1) = 0. (5.27)

A solugao analitica deste problema é u(z) = 1 —2?. Use o MDF com n = 20
subintervalos na malha e verifique o erro absoluto e,ps := ||@, — u||. Por que
o erro esta proximo precisao de maquina? Justifique sua resposta.

E.5.1.3. Considere o seguinte PVC

—u" +u = f(z), -1l<z<1, (5.28a)
u(—1) =0, (5.28)
u/'(1) =0, (5.28¢)
onde X
<
f(rc)z{ 0 i;g (5.29)

Use uma aproximacao adequada pelo método de diferencas finitas para obter
o valor aproximado de u(0) com precisao de 2 digitos significativos.

E.5.1.4. Considere o PVC

—u" = n?cos(rx), 0 < <1, (5.30)
u(0) = 1, (5.31)
u'(1) = 0. (5.32)

A solugao analitica deste problema é u(x) = cos(mx). Aplique o MDF para
computar aproximagoes numéricas usando a:

a) formula de diferencas finitas D_ u(x) no contorno = = 1.
b) férmula de diferencas finitas D_ p2u(x) no contorno z = 1.

Quais das duas produz o resultado mais preciso? Justifique sua resposta.
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5.2 Método de Elementos Finitos

Consideramos o seguinte problema linear de valor de contorno (PVC)

—u" = f(x), a <z <b, (5.33a)
u(a) =0, (5.33b)
u(b) = 0. (5.33¢)

onde a incognita é u = u(x) com dada fonte f = f(z).

A solugao pelo Método de Elementos Finitos (FEM) de (5.2a)-(5.2¢)
surge da aproximacao do problema em um espaco de dimensao finita de
fungdes. Sao trés passos fundamentais: 1. escrever a formulagao fraca do
problemal, 2. escrever a formulacdo de elementos finitos e 3. resolver o
problema de elementos finitos.

1. Formulacao Fraca

Para obter a formulagao fraca do PVC (5.3)-(5.33c), multiplicamos (5.3)
por uma arbitraria fungao teste v = v(x)

—u'v = fu (5.34)
e integramos no dominio a < z < b, i.e.
b b
—/ u”vdx:/ fudz. (5.35)

Entao, aplicando integracao por partes no primeiro termo do lado es-
querdo, obtemos

b b
/ W' dx — [u'v)]_, = / fodz. (5.36)
Vamos denotar o produto interno em L?([a,b])? por

(u,v)9 := /ab uv dx (5.37)

Por convengdo, (5.2a)-(5.2c) é chamado de formulagio forte do problema.
2u € L2([a,b]) & 7 [ul? de < oo.
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e nos contornos

(u,v) :=u(b)v(b) — u(a)v(a). (5.38)

Com isso, definimos a formulagao fraca como o seguinte problema: encon-
trar u € V := H}([a,b])? tal que

a(u,v) =1(v), Yo €V, (5.39)
onde a forma bilinear é
a(u,v) :== (u',;v"), (5.40)
e a forma linear ¢
[(v) = (f,0)2. (5.41)

2. Formulacao de Elementos Finitos

A formulagao de elementos finitos do problema (5.3)-(5.33c) é obtida a
partir de (5.39) pela substituicdo do espago de fung¢oes V' por um espago
de dimensao finita V},. A ideia é que V;, — V, bem como a solucao de
elementos finitos u, — v € V quando h — 0.

Para construir o espago de elementos finitos V), vamos considerar ele-
mentos do tipo

P (I):={v=wv(z);v(x) =cy + 17,

x €l ,cy,c1 €RY, (542)
onde I é um intervalo fechado.
Sobre o dominio, assumimos uma malha uniforme
M([a,b]) := {1, 22, ..., Tpi1} (5.43)

comh=(b—a)/n,z;=a+ (i—1)h,i=1,2,...,n+ 1. Nesta, definimos o
espago de fungoes

Vio = {v =v(z);v € C°a,b],v(a) = v(b) =0,

‘ (5.44)
oz € Pi(mimia]),i= 1,2, n}.

(Y

*H ([a,b]) := {u = u(@); u,u’ € L*([a,b]),u(a) = u(b) = 0}.
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Pode-se mostrar que Vj, = span{¢;}?-}!, com base nodal
¢;(wi) = { (1) R (5.45)
]
parai,j =2,...,ne ¢1(a) =0 = ¢,(b). Podemos verificar que
(x —xi1)/h 2 € [T, 3],

di(z) = ($z+1 —x)/h € [, 1], (5.46)

,noutros casos

Com isso, definimos a formulagao de elementos finitos sendo o seguinte
problema: encontrar wu;, € Vo tal que

a(up,vp) = l(vy), Yo, € V. (5.47)
Tendo em vista que Vj, = span{¢;}’=}', este é equivalente a

a(un, ¢;) =1(¢;), V1< j<mn-—1 (5.48)

3. Resolucao do Problema de Elementos Finitos

O problema de elementos finitos (5.48) consiste em um sistema linear Au = b.
De fato, a solugao u;, € V)0 pode ser escrita como a seguinte combinacao
linear

n—1
Up = Z Ujgbj. (549)
j=1
Logo, temos que

j=1

a<uh7¢i) = (Z_: u]¢j7¢l) ) (550&)

= nz wi(d;, di)a, (5.50b)
= Au, (5.50¢)
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onde a matriz dos coeficientes ¢ A = [a;; := (¢;, gbz)]?;l e o vetor das

n—

j:f. Doutro lado, temos

l(¢z’) = (fv ¢z’)2,

incognitas é u = (u;)

o que nos fornece o vetor dos termos constantes b = (b; :=

O célculo dos elementos de A fornece
aii = (05, 9;)2
b 2

= [(@) do

Qji4+1 = (¢;+17 ¢;)2
b
= [ dhdids
Tit1 <$i+1 - $)/ ($ - xi—&-l)/ d
= T
z; h h

Li=1,2,...,n—2,

1
h
Qi—1,4 = (¢;—1>¢;>2
b
:/ Qi1 dw
T T, — X ! r — T; !
:/( h )( h )dx
1

=——,1=2,...,n—1,

h?

(5.51)
(f» ¢i)2)?;11‘

(5.52a)

(5.52b)

(5.52¢)
(5.52d)

(5.52¢)

(5.52f)

(5.53a)
(5.53b)

(5.53c)

(5.53d)

(5.54a)
(5.54b)

(5.54c)

(5.54d)
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observando que, noutros casos, a; ; = 0.
Um célculo aproximado dos elementos de b fornece?
bi = (f, $i)2 (5.55a)
- / (5.55b)
(a: — T 1)
= f(x)T dx (5.55¢)
+ / Ty x’“ @in =), (5.55d)
h
~ 2f(9€z 1/2) + f(xz—i-l/Q) (5.55¢)
Exemplo 5.2.1. Consideramos o seguinte PVC
— " =7?sen(rr), 0 <z <1, (5.56)
u(0) =0, (5.57)
u(l) =0. (5.58)

A solugao analitica deste problema é u(x) = sen(wx).

Resolvendo este sistema com h = 107! obtemos a solugdo numérica apresen-

tada na Figura 5.2.

Cédigo 5.2: pve_mef.py

I import numpy as np

2

3# malha

4n = 10

5h = 1./n

6xx = np.linspace(0., 1., n+1)

7

8 # fonte

9def f(x):

10 return np.pi**2*xnp.sin(np.pi*x)

4Por simplicidade, usando a regra do ponto médio para aproximar as integrais.
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1.0 1 Pt N —— Analitica

S NG
S/ \
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0.2- // \\
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u(z)

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
X

Figura 5.2: Resultado referente ao Exemplo 5.2.1.

11

12 # prob discreto

13A = np.zeros((n-1, n-1))
11b = np.empty(n-1)

15

16 # c.c. © = 0.
17A[0,0] = 2./h
18A[0,1] = -1./h

19p[0] = h/2 * (£f(xx[1]-0.5%h) + f(xx[1]+0.5%h))
20

21 # pts internos

22 for i in range(1,n-2):

23 Ali,i-1] = -1./h

24 Ali,i] = 2./h

25 Afi,i+1] = -1./h

26 b[i] = h/2 * (f(xx[i+1]1-0.5%h) + f(xx[i
+1]1+0.5%h))

27
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28# c.c. = = 1.

29A[n-2,n-3] -1./h

30A[n-2,n-2] 2./h

31b[n-2] = h/2 * (f(xx[n-1]1-0.5%h) + f(xx[n-1]1+0.5%*h
))

32

33 # resol

34u = npla.solve(A, D)

35 ## c.c. (dirichlet)

36u = np.concatenate (([0.],u,[0.]))

5.2.1 Exercicios

E.5.2.1. Considere o PVC

— " =n?cos(rx), 0 < x <1, (5.59)
u(0) = 1, (5.60)
u(l) = 1. (5.61)

A solucao analitica deste problema é u(z) = cos(mz). Use o MEF para com-
putar aproximacoes numéricas @, com tamanhos de malha h = 10~!,1072,1073,10~*
e verifique o erro absoluto e, 1= ||ty — ul|.

E.5.2.2. Considere o PVC

—u'=2 —1<z<l, (5.62)
u(—1) =0, (5.63)
u(1) = 0. (5.64)

A solugao analitica deste problema é u(z) =1 — 2% Use o MEF com n = 20
subintervalos na malha e verifique o erro absoluto eup,s := ||tiy, —u||. Por que
o erro esta proximo precisao de maquina? Justifique sua resposta.

E.5.2.3. Considere o seguinte PVC
—u4u = f(z), —1<z<1, (5.65a)
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u(—1) =0, (5.65b)
u'(1) =0, (5.65¢)
onde
Tz <
f(x)z{(l) :xgg (5.66)

Use uma aproximagcao adequada pelo MEF para obter o valor aproximado
de u(0) com precisdo de 2 digitos significativos.

E.5.2.4. Considere o PVC

— " =n?cos(rx), 0 <z <1, (5.67)
u(0) =1, (5.68)
d(1) = 0. (5.69)

A solugao analitica deste problema é u(z) = cos(wz). Aplique o MEF para
computar uma aproximacao numérica com erro absoluto de no maximo 1073
na norma L2.

5.3 Meétodo de Volumes Finitos

O Método de Volumes Finitos (MVF) é um método de discretizagao
apropriado para problemas conservativos. Consideramos o seguinte problema
linear de valor de contorno (PVC)

— Uy = f(2), a <2 <D, (5.70a)
u(a) =0, (5.70b)
u(b) = 0. (5.70¢)

onde a incognita é u = u(z) com dada fonte f = f(x). A Eq. (5.70) pode ser
reescrita na forma conservativa

div(F) = f, (5.71)
onde F' = —u,

1. Discretizacao Espacial.
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Assumimos uma malha do dominio [a, b] da forma
a=r1 <Typ <Ts <o < T <@ < Typa <ccs <y <y = (5.72)

onde h = (b —a)/n, Ti 1 =a+ (i —1)h,hm =ht =h/2,i=1,2,....n

Também denotamos K; = (xi_ 1, T %) a i-ésima célula da malha.
2. Discretizacao das Equacgoes.

No MVF, as incognitas u;, © = 1,2,...,n, sdo as aproximacoes para o valor
médio de u nas células K, i.e.

(5.73)

U; =

| K<

O problema discreto para u; é obtido tomando a média da Eq. na célula K;,

donde temos
1 [z,
— 7 um dx = / fdex, (5.74a)

1

- [—u( ri) s () / fdx (5.74b)

Por formula de diferencas finitas central, temos

ug (2,41) = % +0(h) (5.75)
(§]
Uy (aji_%) = w + O(h) (5.76)

Com isso, obtemos as equacoes

L/ wipr —uy u Uz1
h(— —+ ) /fd:z: (5.77)

Rearranjando os termos e aproximando a integral de f pela regra do ponto
médio, obtemos

1 2 1
Taatim1 gt = st = Jis (5.78)

onde f;:= f(z;)) ei=2,3,...,n— 1.
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Na célula Ky, tomamos a aproximacao
uy — U%
Uy (x%) = h/2 +0O(h), (5.79a)
== —+0(h 5.79b
g TOB). (5.790)
Aplicando na Eq. (5.74b), obtemos
T ta—w / fda, (5.80)
h h h/ 2) " h '
Analogamente, integrando na célula K, de fronteira, obtemos
1/( u, Up — Up—1 1
— = — dz. 5.81
h<h/2+ h > h/Kifx (5:81)
Por fim, obtemos o problema discreto
3 1
ﬁul — Sus = fi, (5.82a)
1 2 1
— ﬁui_l + ﬁ U; — h2u1+1 fza (582b)
1 3
— 3aln-1 —I— = fu, (5.82¢)

parai=2,3,...,n— 1.

3. Resolucao do Problema Discreto.

A resolucao do problema discreto se resume a computar a solu¢ao do sistema
linear (5.82). Sua forma matricial é Au = b, onde a matriz de coeficientes

A = la;;];52, tem elementos da diagonal sao

3
afl,lzﬁa
2 .
ai,z:ﬁ; 2<i1<n—1,
3
ann:ﬁ7
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e os demais a; ; para i # j

1

i { 0 ,noutros casos (5.84)

O vetor dos termos constantes é b = (b; = f;)", fi = f(z;) e o vetor das
incognitas ¢ u = (u;)?_,, sendo u; a aproximagao do valor médio de u na
célula K;, 1 =1,2,...,n.

Exemplo 5.3.1. Consideramos o seguinte PVC

—u" = r?sen(nz), 0 < x < 1, (5.85)
u(0) = 0, (5.86)
u(1) = 0. (5.87)

A solugao analitica deste problema é u(x) = sen(wx).

1.0 1 .

/ : —— Analitica
4 \\\ MVF

/ \

0.2 1

0.0 1

0.0 0.2 04 0.6 08 1.0
xX

Figura 5.3: Resultado referente ao Exemplo 5.3.1.

Resolvendo este sistema com h = 107! obtemos a solugdo numérica apresen-
tada na Figura 5.3.
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Codigo 5.3: pve_mvi.py
Il import numpy as np
2
3# fonte
4def f(x):
5 return np.pi**2*np.sin(np.pix*x)

6
7# malha
8n = 10

9h = 1./n

10xx = np.linspace(h/2, 1.-h/2, n)

12 # prob. discreto
13A = np.zeros((n,n))
14b = np.empty(n)

15

16 # c.c.
17A[0,0] 3./h*x*2
18A[0,1] -1./h*x%2
19b[0] = f(xx[0])

20

21# pts internos

22 for i in range(l,n-1):

=0

8

23 A[i,i-1]1 = -1./h*%x2
24 A[i,i] = 2./h*x%2

25  A[i,i+1] = -1./hxx*2
26 b[i] = f(xx[il])

27

28# c.c. = = 1
29A[n-1,n-2] = -1./hxx*2
30A[n-1,n-1] = 3./h*x*2

31b[n-1] = f(xx[n-1]1)
32

33 # resol prob disc
34u = npla.solve(A, b)
35

36 xx = np.concatenate (([0.],xx,[1.]))
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37u = np.concatenate (([0.],u,[0.]))

5.3.1 Exercicios

E.5.3.1. Considere o PVC

—u" = n?cos(rx), 0 < <1, (5.88)

u(0) =1, (5.89)

u(l) = —1. (5.90)
A solucao analitica deste problema é u(z) = cos(mz). Use o MVF para
computar aproximacoes numéricas #, com tamanhos de malha h = 1071,
1072, 1073, 10~ e verifique o erro absoluto & aps := ||Un — ul.

E.5.3.2. Considere o PVC

—u'=2 —l<x<]l, (5.91)
u(—1) =0, (5.92)
u(1) = 0. (5.93)

A solugdo analitica deste problema ¢ u(z) =1 — 22 Use o MVF com n = 20
subintervalos na malha e verifique o erro absoluto e,ps := ||@n, — u||.

E.5.3.3. Considere o seguinte PVC

—u4u = f(x), —1<z<1, (5.94a)
u(—1) =0, (5.94b)
u'(1) =0, (5.94c)
onde
f(fv)z{é ifg (5.95)

Use uma aproximacao adequada pelo MVF para obter o valor aproximado
de u(0) com precisao de 2 digitos significativos.
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E.5.3.4. Considere o PVC

—u" =7?cos(rx), 0 <2 <1, (5.96)
u(0) =1, (5.97)
W (1) = 0. (5.98)

A solugado analitica deste problema é u(x) = cos(mz). Aplique o MVF para
computar uma aproximacao numérica com erro absoluto de no méximo 103
na norma L2.

5.4 Problemas Nao-Lineares

Vamos estudar a resolucao de Problemas Nao-Lineares de Valores de
Contorno da forma

Upe = [ (T, u,u,), a <z <D, (5.99a)
u(a) = Ug, (5.99b)
u(b) = w, (5.99¢)

onde f = f(z,u,u,) é uma fungdo ndo linear para u ou u,.

Empregando o Método de Diferencas Finitas (MDF), comegamos assu-
mindo uma malha uniforme de n-subintervalos com nodos z; = a + (i — 1)h,
tamanho de malha h = (b —a)/n,i =1,2,...,n+1. Denotando u; ~ u(z;)
e aplicando férmulas de diferencas finitas centrais para u,, e u,, a Eq. (5.99a)

fornece
1 2 1

ﬁuifl - ﬁuiﬁuiﬂ =
1 1
/ <$i,ui, ﬁuiﬂ - 2h“i1> )
para i = 2,3,...,n. As condi¢oes de contorno Egs. (5.99b)-(5.99¢), fornecem
as equacoes de fechamento

(5.100)

U1l = Ugq, (5101&)
Upy1 = Up. (5.101b)

Com isso, temos que o problema discreto associado consiste em: encontrar

u = (u;)!] solucdo do seguinte sistema de equacdes nao-lineares

up — u, =0, (5.102a)
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1 2 1
hZUZ 1 _I_ h2 ﬁui-‘rl
1 1
+f <xu T QhuH) =0, (5.102b)
Upt+1 — up = 0. (5.102¢)

A resolugao do problema discreto (5.102) pode ser feito com o Método
de Newton®. Para tando, observamos que o sistema tem a forma vetorial

F(u) =0, (5.103)
onde F(u) = (fi(u )) ) 6 a funcio vetorial de componentes
fi(w) = u — ug, (5.104a)
filu) = hlgul 1t 52 ;Ui-&-l
+f (:v " 21hui+1 _ 21hui_1> , (5.104b)
frs1(w) = upi1 — uy, (5.104c)
com ¢ =2,3,...,n. A iteracao do Método de Newton consiste em
u¥ = aprox. inicial, (5.105a)
D) = o ®) 4§k (5.105Db)

onde §*) é a atualizacdo de Newton computada por
Jr (u®) 60 = —F (u®), (5.106)

para k = 0,1,2,... até que um critério de parada seja satisfeito. A matriz

n+1,n+1

ij=1 ¢ tem elementos nao

jacobiana® ¢ denotada por JF( ’“)> = [3i];
nulos

=1, (5.107)

5Isaac Newton, 1642 - 1727, matemético, fisico, astrénomo, tedlogo e autor inglés.
Fonte: Wikipédia: Isaac Newton.

6Carl Gustav Jakob Jacobi, 1804 - 1851, matemético alemdo. Fonte: Wikipédia: Carl
Gustav Jakob Jacobi.
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1 1 1 1
= U —— Uiy — — U 1
Jii—1 h2 zhfuz (xwuzv 2huz+l Zhuz 1> 9 (5 08&)
2 1 1
Jii = e + fu <$ia ug, %Uiﬂ - Zhuil) ; (5.108b)
1 1 1 1
R Tl U Ui — — i 1
Jii+1 B2 + thuz (xzauz: 2hu2+1 2huz 1) ’ (‘5 OSC)
parai=2,3,...,ne
Int+1n+1 = L. (5.109)

Exemplo 5.4.1. Vamos considerar o seguinte PVC

Uly — Uy = Tsen(mz) [1 4 cos(mz)], 0 <z <1, (5.110a)
w(0) = u(1) = 0. (5.110Db)

Rearranjando os termos, podemos escrevé-lo na forma da Eq. (5.99), com
U, = U, =0 e

f(z,u,u,) = vu, — wsen(wz) [r + cos(nz)]. (5.111)

Com isso, calculamos

fu(x,u, ua:) = Uy, (5112&)
Juo (@, u, ug) = . (5.112b)

Entao, a aplicacio do MDF-Newton com h = 107! fornece o resultado da
Fig. 5.4. A solugao exata ¢ u(z) = sin(7z).
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1.0 1 S -
VAN
0.8 1 Ve X
i / \
06 1 X
3 \
\
0.4 /
024/
—— Analitica
0.0 4 MDF-Newton
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

x

Figura 5.4: Resultado da aplicacio do MDF-Newton para o PVC do
Ex. 5.4.1.

Cédigo 5.4: mdf-newton.py
l import numpy as np
2 import numpy.linalg as npla
3 from numpy import pi, sin, cos

4

5# parametros

6n = 10

7h = 1./n

8xx = np.linspace(0., 1., n+1)

9
10# c.c. Dirichlet

lIlua = 0.

12ub = 0.

13

14 def f(x, u, ux):

15 return u*ux - pi*sin(pixx)*(pi + cos(pix*x))

16
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fu(x, u, ux):
return ux

fux(x, u, ux):
return u

np.empty(n+1)
1
= ul0] - ua
7

i in range(l,n):
ux = uli+1]/(2%h) - uli-1]/(2xh)
ylil] = -1./h**2*%xuli-1] + 2./h**2*xuli]

1./h**2xuli+1] \

+ f(xx[i], ulil, ux)
{n+1}

= uln] - ub

17 def

18

19

20 def

21

22

23 # rhs

24 def F(u):
25 y =
26 # f_
27 y [0]
28 # f_
29 for
30

31

32

33 # f_
34 y [n]
35

36
37

return y

38 # jacobiana
39 def J(u):

40
41
42
43
44
5
46
47
48

50

(1 SNG I
w N =

J =

J [0,

for

J[n,

np.zeros ((n+1,n+1))
0] = 1.
i in range(1l,n):
ux = 1./(2xh)*uli+1] - 1./(2*xh)*uli-1]
J[i,i-1] = -1./h**2 - 1/(2*h)\
* fux(xx[i], ulil], ux)
J[i,i] = 2/h**2 + fu(xx[i], uli], ux)
JIi,i+1] = -1./h**2 + 1/(2*h)\
* fux(xx[il, ulil, ux)
n] = 1.

return J

# aprox inicial
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= np.zeros(n+1)

(2 BTAN
c

) # 1teracdes de Newton
maxiter = 10

Tt Ot Ot Ot
(@] :

Q3

58 for k in range (maxiter):

59

60 # passo de Newton

61 dlta = npla.solve(J(u), -F(u))
62

63 # atualizagdo

64 u += dlta

65

66 ndlta = npla.norm(dlta)

67 print (f'{k+1}: norm = {ndlta:.2el}')
68 if (ndlta < 1e-10):

69 print ('convergiu.')

70 break

5.4.1 Exercicios

E.5.4.1. Considere o PVC

u? — Uy, = cos®(mx) + w2 cos(mz), 0 < x < 1, (5.113a)
u(0) =1, (5.113b)
u(l) = —1. (5.113c)

Este problema tem solugdo analitica u(x) = cos(wz). Use o MDF-Newton
para computar u, aproximacoes de u para h = 1071, 1072, 1072, 10~*. Entao,
verifique a convergéncia com base no erro ¢ := || — ul|. A convergéncia
tem a taxa esperada? Justifique sua resposta.

E.5.4.2. Considere o PVC

Uy — Uz =2+ (1 —2)(1 —22), 0 <2 <1, (5.114a)
up(0) = 1, (5.114b)
u(l) = 0. (5.114c)
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Este problema tem solucdo analitica u(z) = (1 — ). Use o MDF-Newton
para computar u;, aproximacoes de u para h = 1071, 1072, 1073:

a) aplicando as diferengas finitas Dy p2u(x) para 0 < x < 1 e Dy pu(x) para
x=0.

b) aplicando as diferengas finitas Dy p2u(x) para 0 < < 1 e D, p2u(x) para
xz =0.

Qual dessas formulacoes tem a melhor taxa de convergéncia do erro em re-
lacao ao passo de malha h? Justifique e verifique sua resposta.

E.5.4.3. Desenvolva uma versao do método MEF-Newton (Método de Ele-
mentos Finitos com o Método de Newton) para computar a solu¢ao aproxi-
mada do PVC dado no Exemplo 5.4.1. Implemente-o e verifique a conver-
géncia do método para h = 1071, 1072 ¢ 1073.

E.5.4.4. Desenvolva uma versao do método MVF-Newton (Método de Volu-
mes Finitos com o Método de Newton) para computar a solugdo aproximada
do PVC dado no Exemplo 5.4.1. Implemente-o e verifique a convergéncia do
método para h = 1071, 1072 e 1073,

E.5.4.5. Desenvolva uma versao do método MEF-Newton (Método de Ele-
mentos Finitos com o Método de Newton) para computar a solugao aproxi-
mada do PVC dado no Exercicio 5.4.2. Implemente-o e verifique a conver-
géncia do método para h = 1071, 1072 ¢ 1073,

E.5.4.6. Desenvolva uma versao do método MVF-Newton (Método de Volu-
mes Finitos com o Método de Newton) para computar a solu¢ao aproximada

do PVC dado no Exercicio 5.4.2. Implemente-o e verifique a convergéncia do
método para h = 107!, 1072 e 1073,
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Capitulo 6

Equacoes Diferenciais Parciais

Neste capitulo, estudamos alguns topicos fundamentais da aplicagdo do Mé-
todo de Diferengas Finitas (MDF) para a solu¢do numérica de Equagoes
Diferenciais Parciais (EDPs).

6.1 Equacao de Poisson

Consideramos a equagao de Poisson' (ou equagio de Laplace?® hetero-
génea) no dominio retangular D = (a,b) X (¢, d) com condigbes de contorno
de Dirichlet homogéneas

Au = f(z,y), (z,y) € D, (6.1a)
u(z,y) =0, 0D, (6.1b)

onde u = u(z, y) é a incognita, Au := uy, +1u,, e D é a fronteira do dominio
D.

A aplicacao do Método de Diferencas Finitas para resolver este problema
consiste dos mesmos passos usados para resolver problemas de valores de

1Siméon Denis Poisson, 1781 - 1840, matemético francés. Fonte: Wikipédia:Siméon
Denis Poisson.

2Pierre-Simon Laplace, 1749 - 1827, matemético francés. Fonte: Wikipédia: Pierre-
Simon Laplace.
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contorno (consulte Segao 5.1), a saber: 1. discretiza¢do do dominio, 2. discre-
tizagao das equacoes, 3. resolucao do problema discreto.

1. Discretizagdo do Dominio (Malha).

Tratando-se do dominio retangular D = [a,b] x [c,d], podemos construir
uma malha do produto cartesiano de partigdes uniformes dos intervalos [a, b]
e [¢,d]. Ou seja, tomamos

zi:=a+ (i — 1)h,, (6.2a)
yj:=c+(j —1)hy, (6.2b)
comi=12...,n,+1 5=12...,n,+ 1, sendo n, e n, o nimero de

subintervalos escolhidos para as partigoes, respectivamente, e os passos h, =
(b —a)/n, e hy = (d —c)/n,. O tamanho da malha é definido por h :=
max{h,, hy}.

. n(n+1) ) (n+1)2
n
(=T

Be =y 0

5 ‘k;—n—l

Figura 6.1: Malha bidimensional.
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O produto cartesiano das particbes em x e y nos fornece uma particdo do
dominio D da forma

P(ﬁ) - {<xlay1>7 ($17y2)7 cey ($i,yj); MR (xnwyny)}? (63)

cujos nodos (x;, y;) podem ser enumerados (indexados) por k = i+(j—1)(n,+
1). Por simplicidade, no decorrer do texto, assumiremos n, = n, =: n e, por
conseguinte, h, = h, = h e temos a enumeragao

E=i+(—1)(n+1). (6.4)
Consulte a Figura 6.1.
2. Discretizacao das Equacgoes.

Usando a férmula de diferencas finitas central de ordem h? para a segunda
derivada, temos

U(l’ + h7 y) — 2u(x, y) + U(l’ B h7 y)

Uz (T, Yy) = 2 + O(h?), (6.5)
Uyy(2,y) = ul,y h) - 2u(ha:2, y) Fuly —h) + O(h?). (6.6)

Dal, denotando u;; ~ u(x;,y;) temos

i+15 — 2Uij + Uim1

(11, y) = —HL = 4 O(R?), (6.7)
Wij+1 — 2U; 5 + Ui 1

Uyy (23, Y5) = & hzj — + O(hZ)' (6.8)

Entao, da Eq. 6.1a temos

i1, — 2Uij + Uiy,

h? (6.9)

Wi j41 — 2Uj 5 + Ui j—1
PSR L O(®) = S )

Agora, com base na enumeracao (6.4) denotamos uy, := Uiy (j—1)(n+1), despre-
zando o erro de truncamento e rearranjando os termos, obtemos

1 1 4 1 1

ﬁuk_n + ﬁuk_l — ﬁUk + ﬁuk+1 + ﬁuk+n = fk'a (610)
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para k =i+ (j+1)(n+1) comi,j = 2,3,...,n (nodos internos). Isto é, esta
tltima expressao nos fornece um sistema de (n — 1)? equacoes para (n + 1)?
incégnitas u = (uk),(g”Q. Para fechar o sistema, usamos as condigoes de
contorno (6.1b)

up =0 (6.11)
para k =i+ (j+ 1)(n+1) comi=1n+1lej=12...,n+1, ou
1=2,3,...,nej=1,n+1.

Com isso, o problema discreto obtido da aplicacdo do MDF consiste no
sistema linear de (n + 1)? x (n + 1)? (6.10)-(6.11).

3. Resolucao do Problema Discreto.

O problema discreto (6.10)-(6.11) pode ser escrito na forma matricial

Au = b, (6.12)

g 4 1)2 . .
onde o vetor da incognitas é u = (uk)g:; . A matriz dos coeficientes A =

(n+1)2,(n+1)2 (n+1)2

[Q1m])m=1 e o vetor dos termos contantes b = (bg),—; = tém elementos
nao nulos
1=1,n+1 5=1,2,....n+1:
arr = 1, (6.13)
b, =0,
1=1,2,...,n+1, j=1,n+1:
app = 1, (6.14)
br =0,

1,]=2,3,...,n
1

Ak k—n = 75

h2’
1
A k—1 = ﬁ’
4
1
Ak k+1 = ﬁ7
1
Ak k+n = ﬁa
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Assim sendo, basta empregarmos um método apropriado para resolver o sis-
tema linear (6.12) para obter a solucao aproximada de u nos nodos (z;,y;).

Exemplo 6.1.1. Consideramos o seguinte problema
Au = —271%sen(rx) sen(wy), (z,y) € (0,1)?, (6.16a)
u=0, (z,y) € OD. (6.16Db)
A solugao exata é u(x,u) = sen(mz) sen(my).

A Figura 6.2 mostra o grafico de superficie da solu¢ao aproximada obtida pelo
MDF com h = 10~!. A Figura 6.3 mostra a comparacao entre os graficos de
contorno das solugbes numérica e exata (linhas brancas).

Figura 6.2: Solucao aproximada do problema de Poisson do Exemplo 6.1.1.
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1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0.4 0.6
z

Figura 6.3: Comparacao das solugbes numérica e exata (isolinhas brancas)
do Exemplo 6.1.1.

1 im
2 im
3
4 #
5n
6h
7 XX
8yy
9
10 #
11 de
12
pi
13
14 #

Codigo 6.1: mdf poisson.py

port numpy as np
port numpy.linalg as npla

malha
= 10
= 1./n

= np.linspace(0., 1., n+1)
= np.linspace(0., 1., n+1)
Ths

f f(x,y):

return -2%np.pi**2*np.sin(np.pi*x)*np.sin(np.
*xy)

problema discreto
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I15A = np.zeros (((n+1)**x2, (n+1)**2))
16b = np.empty ((n+1) **2)

17

18# c.c.

19 for j in range(n+1):
20 # 1 =0

21 k = jx(n+1)

22 Alk,k] = 1.

23 b[k] = 0.

24 # 1 = n

25 k = n + j*(n+1)
26 Alk,k] = 1.

27 b[k] = 0.

28

29 for i in range(1l,n):
30 # 5 =0

31 k=1

32 Alk,k] = 1.

33 b[k] = 0.

34 # 7 = n

35 k = i + nx(n+1)
36 Alk,k] = 1.

37 b[k] = 0.

39# pts internos
40 for i in range(l,n):

41 for j in range(l,n):

42 k =i + jx(n+1)

43 Alk,k-n-1] = 1./h*%x2
44 Alk,k-1] = 1./h*x%2

45 Alk,k] = -4./hx*x2

46 Alk,k+1] = 1./h*x%2

A7 Alk,k+n+1] = 1./h*%x2
48 blk] = f(xx[il,yy[jl)
19

50 # resol p.d.
5lu = npla.solve(A, b)
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6.1.1 Exercicios

E.6.1.1. Use o MDF para encontrar uma soluc¢ao aproximada do seguinte
problema de Poisson

Au = —27%sen(rx) sen(ny), (z,y) € D = (—1,1)% (6.17a)
u=0, (z,y) € OD. (6.17b)

A solugao exata é u(x,y) = sen(mwz)sen(ny). Faga uma comparacao grafica
entre as solugdes numérica e exata no caso de h = 107! (malha uniforme).
Compare o erro ¢ := |ju, — ul|z para n = 10,20,40, 80,160 (nimero de
subintervalos na malha uniforme). A taxa de convergéncia é a esperada?
Justifique sua resposta.

E.6.1.2. Use o MDF para encontrar uma solug¢ao aproximada do seguinte
problema de Laplace

AU = Oa (:L‘7y) € (07 1)27 (618&)
w0,y) =u(l,y) =y* —y, 0<y <1, (6.18b)
u(z,0) =u(r,1) =z —2° 0<z <1 (6.18¢)

A solugao exata é u(z,y) = r — 2* + y* — y. Faga uma comparagao grafica
entre as solucoes numérica e exata no caso de h = 107!, Compare o erro
en = ||up — ul|s para n = 10,20,40,80,160 (nimero de subintervalos na
malha uniforme).

E.6.1.3. Considere o problema

Au = —2r%sen(wz) sen(ry), (z,y) € (0,1)?, (6.19a)
w(0,y) =0, 0<y <1, (6.19h)
uz(ly) =0, 0<y <1, (6.19¢)
u(z,0) =u(z,1) =0, 0<z < 1. (6.19d)

A solugao exata é u(z,y) = sen(mzx)sen(my). Com uma malha uniforme,
obtenha uma solugao aproximada com o MDF empregando, na fronteira com
condicoes de Neumann?:

3Carl Gottfried Neumann, 1832 - 1925, matemdtico alemdo. Fonte: Wikipédia: Carl
Neumann.
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a) D_ férmulas diferenga regressiva de ordem h.
b) D_ 2 diferenga regressiva de ordem h*.

Compare a taxa de convergéncia do erro ¢j, := ||&, — u||2 entre essas duas
formulacoes.

E.6.1.4. Considere o problema

Au = —27%sen(7x) sen(wy), (z,y) € (0,1)?, (6.20a)
u(0,y) =u(l,y) =0, 0 <y <1, (6.20b)
Uy(2,0) = uy(z,1) =0, 0 <z <1 (6.20c)

A solugdo exata é u(x,y) = sen(mz)sen(ry). Com uma malha uniforme,
obtenha uma solucdo aproximada com o MDF empregando, nas fronteiras
com condigoes de Neumann:

a) férmulas de diferencas finitas de O(h).
b) féormulas de diferengas finitas de O(h?).

Compare a taxa de convergéncia do erro €, := ||u, — u|| entre essas duas
formulacoes.

E.6.1.5. Use o MDF para encontrar uma solucao aproximada do seguinte
problema de Poisson

Au=1, (v,y) € D= (-1,1)? (6.21a)
u=0, (x,y) € OD. (6.21b)

Usando uma malha uniforme, obtenha solu¢ées para n = 10, 20, 40, 80, 160
(ntimero de subintervalos). Sua solucao esta correta? Justifique sua resposta.

6.2 Equacao do Calor

Consideramos a equacao do calor com condigao inicial dada e condigbes de
contorno de Dirichlet homogéneas

U — Qg = f(t,z), 0<t <ty a<z<b, (6.22a)
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u(0,2) = up(x), a <z < b, (6.22b)
u(t,a) =u(t,b) =0, 0 <t <ty, (6.22¢)

onde u = u(t, x) é a incognita.

O problema (6.22) é um problema de valor inicial com condigdes de contorno.
Uma das estratégias numéricas de solugao é o chamado Método das Linhas,
o qual trata separadamente as discretizagoes espacial e temporal. Aqui, va-
mos comegcar pela discretizacao espacial e, entao, trataremos a discretizacao
temporal.

1. Discretizacao Espacial.

Na discretizagao espacial, aplicamos o Método de Diferencas Finitas
(MDF). Comecamos considerando uma malha uniforme de nodos z; = a +
(t—1)hg,i=1,2,...,n,+ 1, com tamanho de malha h, = (b—a)/n,, sendo
n, o nimero de subintervalos. Denotando w;(t) ~ u(t,z;) e empregando
a formula de diferencas finitas centrais DahQ, temos que a Eq. (6.22a) fica
aproximada por

du; « 200 o
o = Eui,1 — F% h2 5 Uil + f(t iIZ',L) (623)

parai = 2,3,...,n,. Agora, das condigdes de contorno (6.22¢), temos u; = 0
e u, = 0. Com isso, obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais
ordinarias

du 2a
7; = ﬁUQ + h2 U3 + f(t -1'2) (624&)
du; o 20
gt = Eui_l - ﬁ h2 uz+1 + f(t IZ) (624b)
du,, o 200
ﬁ = h—%un_z h2 —Up—1 + f(t Tp— 1) (624(3)
onde i = 3,4,...,n — 1 e com condigoes iniciais dadas por (6.22b), i.e
parat = 2,3,...,n. Este sistema pode ser escrito na seguinte forma matricial
du ~
— = Au 6.26
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onde @(t) = (ug(t),us(t), ... un(t)), f(t) = (f(t,z2), f(t,z3), ..., f(t,zn)) €

A é uma matriz (n — 1) x (n — 1) da forma

—2 % 0 0 0 0 0
L -3 &% 0 0 0 0
A= 0 & -8 3 0 0 0 (6.27)
0 0 I 0 0
00 0 0 o & -3

2. Discretizagao Temporal.

Para a discretizagdo temporal vamos usar o esquema-6. Consideramos os

tempos discretos t*) = kh,, com passo no tempo h; = tr/ne, para k =
0,1,2,...,n;. Denotando ul(»k) ~u (t(k), xi), 0 esquema consiste nas iteracoes
2 =a, (6.28a)

at+) — 5® 4 (1), (Aﬂ(’“) +f UC))
+0h, (Au (1) o D ) (6.28D)

para k = 0,1,...,n, — 1 e para um escolhido 0 < # < 1. No caso, f nao
depende de u e a Eq. (6.28b) é equivalente ao sistema linear

(I — 0hA) @™ = [T + (1 — O)hAla®™ + hofy” (6.29)

com fy' = (1 - )" +of".
Observacao 6.2.1. (Estabilidade e Erro de Truncamento.) Para § = 0

(Método de Euler Explicito) o esquema numérico condicionalmente
estavel [2, Cap. 12, Se¢. 2] para

hy 1

Para § = 1 (Método de Euler Implicito) o esquema é incondicionalmente
estdvel. Em ambos estes casos, o erro de truncamento é O(hy+h?). Escolhendo-
se § = + (Método de Crank-Nicolson), o esquema numérico é incondici-
onalmente estdvel e com erro de truncamento O(h? + h2).

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

6.2. EQUACAO DO CALOR 154

Exemplo 6.2.1. Consideramos o seguinte problema de calor

Up — Upy = (72 — 1)e 'sen(mz), 0<t <1, 0< o <1, (6.31a)
u(0,x) =sen(mz), 0 <z <1, (6.31b)
u(t,0) =u(t,1) =0, 0<t <1, (6.31c)

Este problema tem solugdo exata u(t,z) = e *sen(mx). A Figura 6.4 mostra
o grafico de superficie u = u(t, z) da solugdo numérica. Na Figura 6.5, temos
a comparagao entre a solugao numérica e a solugao exata (isolinhas).

Figura 6.4: Solucao aproximada do problema de calor do Exemplo 6.2.1.
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1.0

1.0

Figura 6.5: Comparacao das solugdes numérica e exata (isolinhas brancas)
do Exemplo 6.2.1.

Codigo 6.2: calor.py

1l import numpy as np

2 import numpy.linalg as npla
3

4# params

5 alpha
6 theta
7

8 # malha temporal
9nt = 10

10ht = 1./nt

1.
0.5

11tt = np.linspace(0., 1., nt+1)
12

13 # malha espacial

l4nx = 10

15h = 1./n
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16 xx = np.linspace(0., 1., n+1)
17

18 # rhs

19def f(t, x):

20 return (np.pi**2-1)*np.exp(-t)*np.sin(np.pix*x)
21

22# axziliares

23 1bda = alpha/hx*x2

24

25 # matriz difusado

26 A = np.zeros(((nx-1), (nx-1)))

27A[0,0] = -2%1bda

28 A[0,1] = 1bda

29 for i in range(1l,nx-2):
30 A[i,i-1] = 1bda

31 A[i,i] = -2x1bda

32 A[i,i+1] = 1lbda

33 A[nx-2,nx-3] = 1lbda

34 A[nx-2,nx-2] = -2x1bda

35

36 # matrizes auziliares

37 Jth = np.identity(A.shape[0]) - theta*xhtx*A
38 J1th = np.identity (A.shape[0]) + (1-theta)*htxA
39

40# c. 1.

41u0 = np.sin(np.pi * xx)

42

43 # lagco mo tempo

44u = u0.copy ()

15 for k in range(nt):

46 print (f'{k+1}: t = {tt[k+1]:£f}")

47 fth = (1-theta)*xf(tt[k],xx[1:-1]) + thetaxf(tt
[k+1] ,xx[1:-11)

48 ul1:-1] = npla.solve(Jth, J1th@uO[1:-1]+htx*xfth
)

49 u0 = u.copy ()
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6.2.1 Exercicios

E.6.2.1. Considere o problema

U —Upe =0, 0<t <1, — T <<, (6.32a)
u(0,z) =sen(x), -7 <z <m, (6.32b)
u(t,—m) =u(t,m) =0, 0 <t <1. (6.32¢)

Sua solugao exata é u(t,z) = e *sen(z). Implemente o MDF com esquema-
em uma malha uniforme de tamanho espacial h, e passo no tempo h; para
obter uma solucao numérica uy, »,. Entao, verifique a taxa de convergéncia
do erro ey, p, 1= ||up, — ul|2 para os diferentes esquemas:

a) Euler Explicito: 6 = 0.
b) Euler Implicito: 0 = 1.

¢) Crank-Nicolson: 6 = 3.

E.6.2.2. Considere o problema

U — g, =0, 0<t <1, — T <z <m, (6.33a)
u(0,x) = sen(ax), —7m <z <, (6.33b)
u(t,—m) =u(t,m) =0, 0 <t < 1. (6.33c)

Sua solugao exata é u(t, z) = e~ sen(ax). Implemente o MDF com esquema-

6 em uma malha uniforme. Faga testes numéricos para analisar a validade
da condicao de estabilidade (6.30) para os seguintes esquemas:

a) Euler Explicito: 6 = 0.
b) Euler Implicito: 6 = 1.

¢) Crank-Nicolson: 6 = 3.

E.6.2.3. Considere o problema

2 » s
Up — Ugy = Z_l e COS(Qm),O<t§1,O<x<1, (6.34a)
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u(0,x) = cos (gx) , 0<z <1, (6.34b)
u(t,0)=e" 0<t <1, (6.34c)
u(t,1) =0, 0< ¢ < 1. (6.34d)

Sua solugao exata é u(t, z) = et cos(rz/2). Implemente o MDF com esquema-
f em uma malha uniforme de tamanho espacial h, e passo no tempo h; para
obter uma solugao numérica wuy, ,,. Entao, verifique a taxa de convergéncia
do erro ey, p, = ||up — ul|2 para os diferentes esquemas:

a) Euler Explicito: § = 0.
b) Euler Implicito: 6 = 1.

c¢) Crank-Nicolson: 6 = 2

5-

E.6.2.4. Considere o problema

w2 T
Up — Ugy = (4—1) e ' cos <2x>, 0<t<l, 0<x <1, (6.35a)
u(0,z) = cos (;Tx> , 0< 2 <1, (6.35b)
u(t,0) =0, 0<t <1, (6.35¢)
ut,1) =0, 0<t < 1. (6.35d)
Sua solugdo exata é u(t,z) = e 'cos(wrz/2). Implemente o MDF com o

Método de Crank-Nicolson em uma malha uniforme para obter uma solugao
numeérica up, . Entao, verifique a taxa de convergéncia do erro ey, p, =
||up, — u||2 para os seguintes diferentes esquemas:

a) empregando a diferenca finita D ,, na condi¢@o de contorno de Neumann.

b) empregando a diferenga finita D, 4> na condigao de contorno de Neumann.

E.6.2.5. Considere o seguinte problema de calor

Uy — Upe = (7% — 1)e 'sen(nz), 0<t <1, 0< <1, (6.36a)
u(0,2) =sen(rz), 0 <z <1, (6.36b)
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u(t,0) =u(t,1)=0, 0 <t <1, (6.36¢)

Sua solugao exata u(t,z) = e 'sen(nx). Faga implementagdes numéricas do
Método das Linhas com MDF na discretizagao espacial e empregando os se-
guintes métodos de Runge-Kutta para resolver o sistema de EDOs associado:

a) Método do Ponto Médio.

b) Método de R-K-4.

E.6.2.6. (Equacao de Burgers.) Considere o problema

Up + Uy = AUy, 0 <t <1, 0< <1, (6.37a)

u(0,2) = 2an S oo (6.37b)
2 + cos(mx)

u(t,0) =u(t,1) =0, 0 <t <1. (6.37¢)

Sua solugao analitica é [9]

e~ sen(mz)

2+ e~ cos(mx)

u(t,x) = 2am (6.38)

Faga uma implementacdo numérica com MDF' e com esquema-6 para resolver
este problema. Teste os esquemas para o« = 1.,0.1,0.01,0.001.

6.3 Equacao da Onda

Consideramos a equagao da onda com condigoes iniciais dadas e condigdes
de contorno de Dirichlet homogéneas

Uy — g, =0, 0 <t <ty a<xz<b, (6.39a)
u(0,2) = f(z), a <x <D, (6.39b)
u(0,2) = g(z), a <x <b, (6.39¢)
u(t,a) = u(t,b) =0, 0 <t <ty, (6.39d)

onde u = u(t,x) é a incognita com f, g e o > 0 dadas.

Para a aplicacio do Método das Diferengas Finitas (MDF), assumimos
as discretizacoes: no tempo, t*) = kh,, 7 =0,1,...,n;, hy = tr/n¢; no espago
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ri=a+ (i—1Dh,,i=1,2,...,n,+ 1, h, = (b — a)/n,. Entao, assumindo
(k)

a notacao u,  ~u (t(k),:ci) usando a férmula de diferencas finitas central

D&hg, obtemos a seguinte forma discreta da equacao Eq. (6.39a)

ul(kfl) B QUZ(k) n u£k+1)
hi
(6.40)
20 1
-« % =0,
para i =2,3,....,n, j=1,2,...,n; — 1. Denotando \ := ah?/h?, rearran-
jando os termos e aplicando as condig¢oes de contorno, obtemos
u T =21 = N ud? + 2l — ufFY, (6.41a)
ugkﬂ) = Augk) +2(1 - )\)ugk) + )\ugﬁ)l — ugkfl), (6.41b)
ul ) = ) +2(1 - Nul) — uE=D] (6.41c)
para i = 2,3,...,n,, J = 1,2,...,n; — 1. Ou, equivalentemente, na forma
matricial
a D = Ag® — k-1, (6.42)
parak =1,2,...,n,—1, onde a® = (ufk))j; e A= [ai’j]%;ll’"rl é a matriz
tridiagonal de elementos
aiyi,lz)\ 1<t <n, —1,
ai; =14 a;=2(1-}) ,1<i<n,—1, (6.43)
ai,i+1:)\ ,1§z<nm—1
Para a inicializacdo, a Eq. (6.42) requer que conhecemos %® e (V). A pri-
meira, vem diretamente da condigao inicial Eq. (6.39b), i.e.
i = (), (6.44)

onde Z = (x;);",. Agora, aplicando a férmula de diferengas finitas progressiva
D, j,, temos da condicao inicial Eq. (6.39¢)

T h =g(2) (6.45)
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ou, equivalentemente,

2V =4 + hg(2). (6.46)

De tudo isso, temos que a solugdo numérica da equacao da onda pode ser
computada com a seguinte iteragao

a® = f (%), (6.47a)
aV =4O 4 hg (@), (6.47Dh)
) — Ag® _ gD, (6.47¢)

para k = 1,2,...,n; — 1, com u® = (0,4,0).

Observacao 6.3.1. (Condigdo de Estabilidade e Erro de Truncamento.)
Pode-se mostrar a seguinte condigio de estabilidade [3, p. 487]

a— < 1. (6.48)
Com isso e para f e g suficientemente suaves, o esquema numérica (6.47)

tem erro de truncamento O(h? + h?).

Exemplo 6.3.1. Consideramos o seguinte problema

Uy —Uge = 0, 0<t <2, 0< <1, (6.49a)
u(0,2) =0, 0 <z <1, (6.49b)
u(0,2) = wsen(mx), 0 <a <1, (6.49¢)
u(t,0) = u(t,1) =0, 0 <t < 2. (6.49d)

Sua solugao exata é u(t, x) = sen(nt) sen(mwx). A Figura 6.6 contém gréficos
de comparacao entra as solugoes numérica e exata. Para a solugao numérica,
tomamos n; = 40 (hy = 0.05) e n, = 10 (h, = 0.1).

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

6.3. EQUACAO DA ONDA 162

1.00 +
0.75 1

0.50 1

t=0.05

exata t=1.50
——— numériCa \\//
—1.00 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.00 +

exata

0.75 - -=-=- numdérica

0.50 1
0.25 1

0.00 7

u(t, 0.5)

—0.25 1
—0.50 1
—0.75

—1.00
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Figura 6.6: Graficos comparativos das solugoes numérica e exata do problema
de onda do Exemplo 6.3.1.

I import numpy as np
2 from numpy import pi, sin, cos

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 6. EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

163

3
4# params

S5nt = 40

6ht = 2./nt

7tt = np.linspace(0., 2., nt+1)
8

9nx = 10

10hx = 1./nx

11 xx = np.linspace(0., 1., nx+1)
12

I3# c.2.s

14 def f(x):

15 return np.zeros_like (x)

16

17 def g(x):

18 return pi*sin(pi*x)

19
20# azxzitliares
21 1bda = ht**2/hx**2

22

23 A = np.zeros(((nx-1), (nx-1)))
24A[0,0] = 2x(1. - 1lbda)
25A[0,1] = 1lbda

26 for i in range(1,nx-2):

27 A[i,i-1] = 1lbda

28 Ali,i] = 2x(1 - 1bda)

29 Ali,i+1] = 1bda

30 A[nx-2,nx-3]
31 Alnx-2,nx-2]

¢
32

1bda
2% (1 - 1bda)

33 # laco mo tempo

34 ## c.1.s

35u0 = f(xx)

36

37ul = u0.copy()

38ulf1:-1] = uw0[1:-1] + ht*xg(xx[1:-1])
39

40u = ul.copy (O
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41 for k in range(l,nt):

42

43 print (f'{k+1}: t = {tt[k+1]:£f}"')
44

45 ull1:-1] = AQui1[1:-1] - uO([1:-1]
46

47 u0 = ul.copy()

48 ul = u.copy ()

6.3.1 Exercicio

E.6.3.1. Considere o problema

Uy — Uy = 0, 0 <t <15, 0< o<1, (6.50a)
u(0,2) =0, 0 <z <1, (6.50b)
ut(0,2) = wsen(mz), 0 <z <1, (6.50c)
u(t,0) =u(t,1) =0, 0 <t < 1.5. (6.50d)

Sua solugao exata é u(t, ) = sen(nt) sen(mwz). Faga testes numéricos para de-
terminar os passos h; e h, para os quais o esquema numérico (6.47) compute
o valor de u(1.5,0.5) com 5 digitos significativos corretos.

E.6.3.2. Considere o problema

Uy —Upe =€ 24+ —2%), 0<t <1, 0<a <], (6.51a)
u(0,2) =2 — 2% 0<x <1, (6.51b)
u(0,7) =2* — 2, 0 < <1, (6.51c)
u(t,0) =wu(t,1) =0, 0 <t < 1. (6.51d)

Sua solugao exata é u(t,z) = e~*(x —x?). Implemente um esquema numérico
semelhante ao (6.47) para computar solugdes numéricas desse problema.

E.6.3.3. Considere o problema

Uy — Uppg =€ (2+2—2%), 0<t <1, 0<2<], (6.52a)
u(0,7) =2 —2% 0< <1, (6.52b)
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u(0,7) =2 — 2, 0 < <1, (6.52¢)
u (t,0) =e ', 0<t <1, (6.52d)
u(t,1)=0, 0<t<1. (6.52¢)

Sua solucao exata é u(t,r) = e *(x —x?). Implemente um esquema numérico
semelhante ao (6.47) para computar solugdes numéricas desse problema.

E.6.3.4. Considere o problema

Uy —Upe =0, 0<t <2, 0< <1, (6.53a)
uw(0,2) =0, 0 <z <1, (6.53b)
u(0,2) = wsen(mzx), 0 <z <1, (6.53c¢)
u(t,0) =wu(t,1) =0, 0 <t <2, (6.53d)

Sua solugao exata é u(t, ) = sen(nt) sen(mwz). Baseado em (6.47), desenvolva
um novo esquema numérico substituindo o passo (6.47b) por um esquema
numérico de mais alta ordem.

E.6.3.5. Considere o problema

Uy — Uz, =0, 0<t <1, O0< o<,
uw0,2) =z(l—2), 0<x <1,

u(0,2) =0, 0<x <1, (6.54c
u(t,0) = u(t,1) =0, 0 <t < 2. (6.54d

Use o0 esquema numérico (6.47) para fazer testes numéricos para o = 1.,0.5,0.1,0.01.
E necessario ajustar os parametros h; e h, ao variar o parametro a? Justifi-
que sua resposta.
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Resposta dos Exercicios

E.1.1.1. f/(7/3) = —0.866025¢+0, h = 10~7
E.1.1.2. f'(r/3) = —0.866025¢+0, h = 10~°
E.1.1.3. f'(r/3) = —0.866025¢+0, h = 10~3

E.1.1.4.2a) D, f(2.5) = 1,05949; b) D_, f(2.5) = 1,05877; ¢) Do 2 f(2.5) =
1,05913;

E.1.1.5.

dy/dx
[ 4.0e—2
7.5e—1
1.3e+0
1.1e+0
7.5e—1
8.0e—1

‘@U‘l%wl\)r—l‘®~

E.1.1.8.
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dy/dx
5.0e—2
7.5e—1
1.3e40
1.1e40
7.5e—1
8.5e—1

‘CDO“)J;OJI\DI—“N-

E.1.2.1. a) 7.25162e —2; b) 7.24701e —2; c¢) 7.24696e —2; d) 7.24696¢ — 2;
h=10"%

E.1.2.2. f"(1) = 3.92288¢+0, h = 1073,
E.1.2.3. 4.0;

E.1.3.1. 1.05913

E.1.3.2.

a) ﬁ [3f(z — 4h) — 16f(x — 3h) + 36 f(x — 2h) — 48 f(z — h) + 25f(z)]

b) é [—f(z — 3h) + 6f(x — 2h) — 18f(x — h) + 10f(z) + 3f(z + h)]

1

©) o [f(@ = 2h) = 8 (& — 1) +8f(x + 1) = f(w + 2h)]

d) ﬁ [—3f(x — h) — 10f(z) + 18f(x + h) — 6f(z + 2h) + f(z + 3h)]

d) ﬁ [—25f(x) + 48f(z + h) — 36f(z + 2h) + 16f(z + 3h) — 3f(z + 4h)]
E.1.3.3.

i 1 2 3 1 5 6
dy/dz | 1,7500e—1  7,2500e—1  1,4250e+0  1,1250e4+0  4,2500e—1  1,6750e-+0

E.2.1.2. a) 1,05919; b) 1,05916; c) 1,05913

E.3.1.1. [ = 1.08414c—1, a) I = 1.09356e—01, |I — I| = 9.4e—4, b) I =
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1.08413e—01, |[I — I| = 7.1e—07, ¢) I = 1.07942e—01, |I — I| = 4.7e—04
E.3.1.2. a) 3,33647e—1; b) 1,71368e—1; ¢) 2,79554e—1
E.3.1.3. a) 4,02000e—1; b) 1,04250F + 0; ¢) 8,08667e—1

E.3.1.4. a) [ = 8.08667e—01, b) I; = 3.82333e—01, ¢) I, = 4.29333e—01,
d) I = 8.11667e—01. (mais exata)

E.3.1.5. Use um procedimento semelhante aquele usado para determinar a
ordem do erro de truncamento da regra de Simpson.

E.3.1.6. h:= &Y
f (a—i— ;(b—a)>
+f <a+§(b—a))] + o),

E.3.2.1. a) 2.69264e—1; b) 2.68282e—1: ¢) 2.68937e—1

E.3.2.2. Dica: para cada quadratura, observe a convergéncia das aproxima-
¢Oes com sucessivos refinamentos no niimero de intervalos.

E.3.2.3. a) 8.12000e—1; b) 1.03850; ¢) 8.11667e—1

E.3.3.1. 2,68953e—1

E.3.4.1.1

E.3.4.2. Dica: use a regra do ponto médio.
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E.3.4.3. T = 0, w1 = 2

E.3.4.4.
wtwy =1 (3.85)
Tiwy + Towy = ; (3.86)
Tiwy + Tawy = Zl’> (3.87)

E.3.4.5. Dica: consulte o grau de exatidao da regra de Simpson.

E.3.5.1. a) —2.61712e—1; b) 2.55351le—1; c¢) 8.97510e—2; d) 1.27411le—1;
e) 1.21016e—1.

E.3.5.2. a) —1.54617e—1; b) —1.50216e—1; ¢) —1.47026e—1; d) —1.47190e—1;
e) —1.47193e—1.

E.3.5.3. a) 1.21016e—1; b) 1.2174de—1: ¢) 1.21744e—1

E.3.5.4. 5.93738e—1

E.3.6.1. a) —2,84951E —01; b) 2,66274e—01; ¢) 1,49496e—01; d) 1, 60085e—
01; e) 1,59427e—01.

E.3.6.2. a) —1,03618¢—1; b) —5,56446e—2; ¢) —4, 19168e—2

E.3.6.3. a) —1,31347; b) —1,23313; ¢) —1, 26007

E.3.7.1. 1,2e—1
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E.4.1.1. §(1.5) = 3.14159¢—1, ¢(1,h) = 3.1E — 01
E.4.1.2. h =107, (1) = 1.8134e+0

E.4.1.3. —5.58858e—1

E.4.1.4. |y(1) — y(1)| = 3.4e+2. Dica: verifique as hipéteses do Teorema
4.1.1.

h y(1) 19(1) —y(1)]
101 | (2:387,5.077) | 7.de—1
1072 | (2.500,5.693) | 1.1e—1
E.4.1.5. 1073 | (2.520,5.793) | 1.2e—2
10~* | (2.523,5.803) | 1.2e—3
1075 | (2.523,5.804) | 1.2e—4
1076 | (2.523,5.804) | 1.2e—5

E.4.1.6. Dica: O PVI do Exemplo 4.1.4 é um problema rigido.
E.4.1.7. Dica: use o polinomio de Taylor de grau 2 de e’.

E.4.1.8. Dica: estude a demonstracao do Teorema 4.1.1.

E.4.1.9. h = /26/M. Dica: Encontre o minimo de E(h) := M/2 + 6 /h?.

h y(1) 9(1) —y(1)]
le—1 | —1.52293¢—1 | L.7¢—3
E.4.2.1. le—2| —1.50602e—1| 1.8e—5
le—3 | —1.50585¢—1 | 1.8e—7
le—4 | —1.50584e—1 | 1.8e—9
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E.4.2.2. Dica: o grafico de e (t;h = 107!) tem a forma de uma funcio expo-
nencial crescente.

E.4.2.3. h =102, §(1) = —1.50584e—1

E.4.2.4. Dica: y(2) = —2.10171le—1.

E.4.2.5. Dica: y(2) = 2.90306e+3.

E.4.3.1. a) —6.00654e—1; b) —6.00703e—1; ¢) —5.99608¢ — 1

E.4.3.3. Dica: o gréfico de e (t; h = 107') tem a forma de uma fungio expo-
nencial crescente para todos os métodos de R-K.

E.4.3.5. Dica: y(2) = —2.1017le—1.

E.4.3.6. Dica: y(3) = 2.90306e+3.

E.4.4.1. Dica.
gD = 0 g (D) ) (4.164a)
y*+D — y® | <y<k+1> + 1) (4.164b)
k) 1 p
O+ y1—+h (4.164c)

E.4.4.2. Dica: consulte a condigao de estabilidade (4.160).

E.4.4.4. §(1.5) = 6.65400e—1, e = 6.7E — 01
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E.4.4.7.
y (10 = yoe” (4.169)

o . . —t<k)/h
= Yo hlgg& (1—h\) (4.170)
=y lim (1—h\)~" (4.171)

—0t
~ i o ®)

hlggl+ Yy (4.172)

E.4.5.1. a) —6.00696e—1; b) —5.96694e—1; ¢) —5.96161e—1

E.4.5.2. Dica: solucdo analitica é y(t) =  cos(t) — 3 sin(t).

a) Inicializagao pelo Método do Ponto Médio, 7 = O(h?); b) Inicializagio
pelo Método de RK-4, 7 = O(h?).

E.4.5.3. Dica: use um Método de R-K com O(h?), p > 3, como inicializador.

E.4.5.4. Dica: solucdo analitica é y(t) = e’ — Lsen(t) — 3 cos(t).

E.4.5.5. Dica: 7 = O(h*).

E.4.6.1. —5.99240e—1

h \ |t — u||Le
107! 3.9e—3
E.5.1.1. 1072 1.2e—4
1073 | 3.9e—6
10~4 1.2e—7

E.5.1.2. e, = 3.1e—14.
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E.5.1.3. 2, 7e—1

E.5.1.4. b) resultado mais preciso.

E.5.2.3.7,2¢e—1

E.5.3.3. 7,2e—1

E.5.4.1.

h

En

1071
1072
1073
1074

4.0e—03
1.3e—04
4.0e—06
1.3e—07

E.5.4.2. b) tem melhor taxa de convergéncia.

E.6.3.1. h, = 2.5e— 3 h, = l.e— 2

E.6.3.4. Dica: use, por exemplo, um método de R-K-2.

E.6.3.5. Dica: consulte a Observagao 6.3.1.
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