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Prefacio

O site notaspedrok.com.br é uma plataforma que construi para o comparti-
lhamento de minhas notas de aula. Essas anotacoes feitas como preparacao
de aulas é uma prética comum de professoras/es. Muitas vezes feitas a ra-
biscos em rascunhos com validade tao curta quanto o momento em que sao
concebidas, outras vezes, com capricho de um diario guardado a sete cha-
ves. Notas de aula também sao feitas por estudantes - sdo anotagoes, fotos,
prints, entre outras formas de registros de partes dessas mesmas aulas. Essa
dispersao de material didatico sempre me intrigou e foi o que me motivou a
iniciar o site.

Com inicio em 2018, o site contava com apenas trés notas incipientes. De 14
para ca, conforme fui expandido e revisando os materais, o site foi ganhando
acessos de varios locais do mundo, em especial, de paises de lingua portugusa.
No momento, conta com 13 notas de aula, além de minicursos e uma colegao
de videos e audios.

As notas de Mlatematica Numérica I abordam tépicos introdutérios sobre
representacao de nimero em maquina, métodos numéricos para a resolucao
equagoes, para sistemas de equacoes lineares e nao lineares, interpolagao
de fungdes e aproximacgao por minimos quadrados. Codigos exemplos sao
apresentados em linguagem Python.

Aproveito para agradecer a todas/os que de forma assidua ou esporadica
contribuem com corregoes, sugestoes e criticas! ;)

Pedro H A Konzen

https://www.notaspedrok.com.br
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CAPITULO 1. ARITMETICA DE MAQUINA 1

Capitulo 1
Aritmética de Maquina

] >>> 0.1 + 0.2 == 0.3
2 False

1.1 Sistema de Numeracao Posicional
[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

Cotidianamente, usamos o sistema de numeragao posicional na base decimal.
Por exemplo, temos

123,5=1x 102 +2x 10" +3 x 10° + 5 x 107, (1.1)

onde o algarismo/digito 1 estd na posicao 2 (posigao das centenas), o digito 2
estd na posigao 1 (posi¢ao das dezenas) e o digito 3 esta na posi¢ao 0 (posigao
das unidades). Mais geralmente, temos a representagao decimal

+d, ... dodydy,d_yd_od_s. .. (1.2)
:zi(dn><10”+---+d2><102+d1><101+d0><10° (1.3)
td_y x 107 +dy x 1072+ d_g x 1075 4+ (1.4)

cujos os digitos d; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},i=n,...,2,1,0,—1,-2,-3,....
Observamos que esta representagao posicional pode ser generalizada para ou-
tras bases numeéricas.
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1.1. SISTEMA DE NUMERACAO POSICIONAL 2

Definicao 1.1.1. (Representagio posicional) Dada uma base b € N\ {0},
definimos a representacao

+(dy, . .. dydydo, d_1d_sd_5 .. .), (1.5)
= ok (dy X By x By x b dp x B (1.6)
oy x b d g x b2 dog x b4 (1.7)

onde os digitos d; € {0,1,...,b =1} i=mn,...,2,1,0,—-1,-2,-3,....

Exemplo 1.1.1. (Representagao binaria) O ndmero (11010,101), estd es-
crito na representagao bindria (base b = 2). Da Defini¢ao 1.1.1, temos

43210 -1-2-3

(11010, 1 0 1) (1.8)
=1 x2' 1 x224+0x224+1x2'40x2° (1.9)
+1x2T+0x2 241 x27° (1.10)
= 26, 625. (1.11)
1 >>> 1%2%*%x4 + 1x2%%x3 + 0*x2*%x%x2 + 1%2%x%x1 + 0*x2%x%x(
+ 0\
2 o 1X2%k-1 4+ 0*%2%*%x-2 + 1%x2%%x-3
3 26.625

1.1.1 Mudanca de Base

Um mesmo ntmero pode ser representado em diferentes bases. A mudanca
de base da representacao de um dado niimero pode ser feita de varias formas.
De forma geral, se temos um nuimero x representado na base b; e queremos
obter sua representagao na base by, fazemos

1. Calculamos a representacao do niimero x na base decimal.

2. Da calculada representacao decimal, calculamos a representacao de x
na base b,.

!Para bases b > 11, usamos a representacdo dos digitos maiores ou iguais a 10 por
letras maiusculas do alfabeto latino, i.e. A =10, B =11, C = 12 e assim por diante.
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CAPITULO 1. ARITMETICA DE MAQUINA 3

Observamos que o passo 1. (b — 10) segue imediatamente da Defini¢do
1.1.1. Agora, o passo 2. (10 — b), podemos usar o seguinte procedimento.
Suponhamos que x tenha a seguinte representagao decimal

dpdy_1d_s ... do,d_1d_sd_s. .. (1.12)

Entao, separamos sua parte inteira I = d,d,,_1d,,_o ... dy e sua parte fracio-
naria F' = 0,d_1d_sd_5... (x = I+ F). Entao, usando de sucessivas divisoes
de I pela base b desejada, obtemos sua representacdo nesta mesma base.
Analogamente, usando de sucessivas multiplicacoes de F' pela base b, obte-
mos sua representacao nesta base. Por fim, basta somar as representagoes
calculadas.

Exemplo 1.1.2. Obtenha a representacao em base quartenaria (b = 4) do
nimero (11010, 101)s.

1. b =2 — 10. A representagao de (11010,101), segue direto da Defini¢ao
1.1.1 (veja, o Exemplo 1.1.1). Ou seja, temos

43210 -1-2-3
(11010, 1 0 1) (1.13)
=2ty 222t 27t 4278 (1.14)
= 26, 625. (1.15)
1 >>> 2%*x4 + 2%%x3 4+ 2 + 2%x*x-1 + 2%x*x-3

2 26.625

2. b = 10 — 4. Primeiramente, decompomos 26,625 em sua parte inteira
I = 26 e em sua parte fracionaria 0,625. Entao, ao fazermos sucessivas
divisoes de I por b = 4, obtemos:

I =26 (1.16)
=6x4+2x4° (1.17)
=(1x44+2)x4+2x4° (1.18)
=1x42+2x4+2x4° (1.19)
= (122),. (1.20)

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

1.1. SISTEMA DE NUMERACAO POSICIONAL 4

I = int (26.625)

1

2 d_int = []

3 while (I != 0):

4 d_int.insert (0, I % 4)

5 L )= 4

6 print (' (',*d_int,"') _4',sep="")

N

Agora, para a parte fracionaria, usamos sucessivas multiplicacoes de F
por b = 4, obtendo:

F =0,625 (1.21)

=25x41'=2x4"1405x4"" (1.22)
=2x4 1 +2x4 x4t (1.23)
=2x47 4 2x47? (1.24)
= (0,22),. (1.25)

1 F = 26.625 % 1

2 d_fra = []

3 while (F != 0):

4 F %= 4

5 d_fra.append (int (F))

6 F %=1

print(' (0, ,kd _fra, ')_4' ,sep=" ")

8

Por fim, dos passos 1. e 2., temos (11010, 101), = (122, 22),.

1 >>> print (' (' ,*d_int,',',*d_fra,') _4', sep='")
2 (122,22) 4
Q
9]

1.1.2 Exercicios Resolvidos

ER 1.1.1. Fornega a representacao decimal dos seguintes niimeros:
a) (10101),

b) (0,4321)5
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CAPITULO 1. ARITMETICA DE MAQUINA 5

C) (23, 5)8
d) (A24)y
e) (BEBE)lG
Solucgao.
43210
a) (10101)2
1 >>> 0b10101
2 21
3
0 -1 —2 —3 —4

b) (0, 4 3 2 1);

>>> 4 xB5xx—14+3%5%x%x—-2+4+2%x5%x*%x-3+5%x%x -4

|

2 0.9376000000000001
3

10 -1

C) (2 37 5)8

1 >>> 00235 / 8xx1

2 19.625

3

210
d) (A2 A)nu
1 >>> int ("A2A', 11)
2 1242

3

3 2 1 0

¢) (BE B E)s

1 >>> 0xBEBE
2 48830
3

O

ER 1.1.2. Forneca a representacao na base indicada dos seguintes niimeros
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1.1. SISTEMA DE NUMERACAO POSICIONAL 6

decimais:

a) 203 — base 2

b) 0,671875 — base 2
c) 17,25 — base 8

d) 3245,875 — base 16

a) 203 — base 2 Usando o método Python bin, obtemos

1 >>> bin (203)
2 '0b11001011"

ou seja, 203 = (11001011),.

b) 0,671875 — base 2.

Executando o cédigo

F = 0.671875

1

2 digs = []

3 while (F !'= 0):

4 F x= 2

5 digs.append (int (F))

6 F %=1

7 print (' (0, "' ,*digs,') _2',sep="")

obtemos que 0,671875 = (0,101011)s.
c) 17,25 — base 8

Temos que
17,25 =1740,25 (1.26)

2
:16+1+g (1.27)
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CAPITULO 1. ARITMETICA DE MAQUINA 7

=2-8'4+1.8°42.871 (1.28)
= (21,2)s (1.29)

d) 3245,875 — base 16

Executando o seguinte codigo

1 # base

2 b = 16

3 # digitos

4 digs = "0123456789ABCDEF"

5

6 # numero

7 x = 3245.875

8

9 # parte inteira

10 I = int(x)

11 di = []

12 while (I != 0):

13 di.insert (0, I % Db)

14 I //=D»

15

16 # parte fractonaria

17 F=x7%1

18 df = []

19 while (F !'= 0):

20 F = Db

21 df . append (int (F))

22 F %=1

23

24 print (' (' ,*x[digs[d] for d in dil,\

25 ',',x[digs[d] for d in df],f') _{bl}',sep="
ll)

26

obtemos 3245,875 = (CAD, E).
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1.1. SISTEMA DE NUMERACAO POSICIONAL 8

ER 1.1.3. Na base indicada, fornega a representacao dos seguintes niimeros:
a) (1101)y — base 8

b) (1011,0101)y — base 8

a) (1101)y — base 8
>>> oct(0b1101)

1
2 '0015"
3
Ou seja, (1101)9 = (15)s.
b) (1011,0101)s — base 8

Primeiro, convertemos (1011,0101), para decimal (base 10).

>>> 0b10110101 / 2x%x4
11.3125

W N =

Logo, convertemos para a base octal (base 8) com o seguinte c6digo:

1 # base

2 b = 8

3

4 # mumero

5 x = 11.3125

6

7 # parte inteira

8 I = int(x)

9 di = []

10 while (I !'= 0):

11 di.insert (0, I % Db)
12 I //=b

13

14 # parte fractonaria
15 F=x %1
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CAPITULO 1. ARITMETICA DE MAQUINA 9

16 df = []

17 while (F !'= 0):

18 F x= b

19 df . append (int (F))

20 F %=1

21

22 print (' (' ,*di,"',"' ,*df,f') _{bl}',6sep="")

Com este ultimo, obtemos (1011,0101)y = 11,3125 = (13, 24)5

1.1.3 Exercicios

E.1.1.1. Obtenha a representacdo decimal dos seguinte niimeros:
a) (101101,00101),

b) (23,1)4

c) (DAAD)6

d) (33,11)g

e) (51)

E.1.1.2. Obtenha a representacao dos seguintes niimeros decimais na base
indicada:

a) 10 na base 2.

b) 45,5 na base 2.

c¢) 41 na base octal.

d) 66,31640625 na base hexadecimal.

e) 0,3 na base 3.
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1.2. REPRESENTACAO DE NUMEROS EM MAQUINA 10

E.1.1.3. Obtenha a representacao dos seguintes niimeros na base indicada:
a) (101101,00101)y na base 4.
b) (23,1)4 na base 2.

c¢) (2001),6 na base 8.

E.1.1.4. Obtenha a representacao dos seguintes niimeros na base indicada:
a) (0,1)3 na base decimal.
b) (0,1); na base decimal.

c¢) 0,3 na base octal.

E.1.1.5. Obtenha a representacao dos seguintes niimeros na base indicada:
a) 0,3 na base 4.
b) 0,3 na base 9.

c) (A8)16 na base 5.

1.2 Representacao de Numeros em Maquina

[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

Usualmente, niimeros sao manipulados em maquina através de suas represen-
tacOes em registros com n-bits. Ao longo desta secdo, vamos usar a seguinte
notacao

[b1 by by -+ by, (1.30)
para representar um registro de n-bits b; € {0,1},i=1,2,...,n.

Na sequéncia, fazemos uma breve discussao sobre as formas comumente usa-
das para a manipulacdo de niimeros em computadores.
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1.2.1 Numeros inteiros

O sistema de complemento de 2 é utilizado em computadores para a mani-
pulacao de niimeros inteiros. Nesta representacao, um registro de n bits

[dy dy ds -+ dp],
representa o numero inteiro

xr = (dn—l . dg dl)g — dn2n_1.

Exemplo 1.2.1. O registro de 8 bits?
1100000 0]

representa o numero

= —d 28_1+(d7 de ... dl)g
7 6543210
=—0---2"+(0000011)
ot 4+ 20 =3

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)
(1.36)

Podemos implementar um conversor de registro para nimero inteiro como

segue

Codigo 1.1: packbits8.py
1 def packBitsInt8(dd):
2 X = -dd[7] * 2xx7
3 for i, d in enumerate(dd[:7]):
4 x += d x 2x*x(i)
5

return X
6

Esta funcao, converte uma lista de bits (registro) no inteiro corresponde ao

sistema de complemento 2.

1
2 3
3

28 bits = 1 byte [B.
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Na representacao de complemento de 2 com n bits, o menor e o maior niimeros
inteiros sao obtidos com os registros

—2" 1~ 0000 --- 1], (1.37)
2" —1~111 - 10], (1.38)

respectivamente. J& o zero é obtido com o registro

0~[00000000]. (1.39)

Exemplo 1.2.2. Com um registro de 8-bits, temos que o menor e o maior
nimeros inteiros que podem ser representados sao

00000001] (1.40)
~ —27 + (0000000)y = —128, (1.41)
€
[11111110] (1.42)
~ —0-27 + (1111111), = 127, (1.43)
respectivamente.

Usando o Cédigo 1.1, temos

>>> packBitsInt8([0,0,0,0,0,0,0,1])
-128

>>> packBitsInt8([1,1,1,1,1,1,1,0])
127

>>> packBitsInt8([0,0,0,0,0,0,0,0])
6 0

(

N =

U = W

Observacao 1.2.1. No NumPy, o dtype=numpy . int8 corresponde a inteiros
de 8 bits.

1 >>> import numpy as np

2 >>> np.array([-127, 0, 3, 128, 129], dtype=np.
int8)

3 array ([-127, 0, 3, -128, -127], dtype=
int8)

4
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Consulte a lista de tipos basicos do NumPy em NumPy:Data types.

A adicao de nimeros inteiros na representacao de complemento de 2 pode ser
feita de maneira simples. Por exemplo, consideremos a soma 3 + 9 usando
registros de 8 bits. Temos

3~[11000000] (1.44)
9~[10010000] + (1.45)
————————— (1.46)
12~[00110000] (1.47)

No sistema de complemento de 2, a representacao de um nimero negativo
—x pode ser obtida da representacao de z, invertendo seus bits e somando 1.
Por exemplo, a representacao de —3 pode ser obtida da representagao de 3,
como segue

3~[11000000). (1.48)

Invertendo seus bits e somando 1, obtemos

—3~[10111111]. (1.49)

A subtracao de nimeros inteiros usando a representacao de complemento de
2 fica, entao, tanto simples quanto a adi¢ao. Por exemplo:

3~[11000000] (1.50)
—9~[11101111]+ (1.51)
————————— (1.52)
—6~[01011111] (1.53)

1.2.2 Ponto flutuante

A manipulacdo de nimeros decimais em computadores é comumente reali-
zada usando a representacao de ponto flutuante de 64 bits®. Nesta, um dado
registro de 64 bits

[S | Cig0 C9 ... Cp | mq meo ... m52] (154)

3Padrao IEEE 754.
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representa o nimero
r=(—1)*M . 27103 (1.55)

onde M é chamada de mantissa e ¢ da caracteristica, as quais sao definidas
por

M = (1, mimeomsg. .. m52)2, (156)

C .= (CIO N 020100)2. (157)

Exemplo 1.2.3. Por exemplo, na representacao em ponto flutuante de 64 bits,
temos que o registro

[1[10...00[10100 ...0] (1.58)

representa o nimero —3, 25.

A seguinte funcao faz a conversao uma lista de 64 bits no nimero decimal
corresponde ao sistema de ponto flutuante de 64 bits.

Cédigo 1.2: packBitsDouble.py
def packBitsDouble (1d):

]

2 s = 1d[0]

3 c =0

| for i, d in enumerate(ld[1:12]):
5 c += d * 2xx(10-1)

6 m = 1.

7 for i, d in enumerate(1d[12:]):
8 m += d *x 2%*x(-(i+1))

9 x = m x 2*%*x(c - 1023)

10 return -x if s else x

11

Por exemplo, usando-a para o registro acima, obtemos

>>> 14 [0]=1; 1d[1]=1; 1d[12]=1; 1d[13]=1
>>> packBitsDouble (1d)
-3.5

=W N =
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1.2.3 Erro de arredondamento

Dado um ntmero real z, sua representacao fl(z) em ponto flutuante é o
registro que representa o nimero mais proximo de x. Este procedimento é
chamado de arredondamento por proximidade.

A seguinte funcao obtém a representacgao em ponto flutuante de 64 bits de

um dado nimero z*.

Codigo 1.3: unpackBitsDouble.py

import numpy as np

def unpackBitsDouble (x):

1d = 64x[0]
5 if ( x == 0):
6 return 1d
7 elif (x < 0):
8 1d [0] =1
9 x = np.fabs(x)
10 c = int(np.log2(x) + 1023)
11 m = x/2*xx(c - 1023)
12 for i in range (11):
13 1d [11 - i] = ¢ % 2
14 c //= 2
15 m -= 1
16 for i in range (52):
17 m *x= 2
18 1d [12+ i] = int(m)
19 m %= 1
20 return 1d
21

Por exemplo, x = 1,1 é representado pelo registro

>>> 1d = unpackBitsDouble(1.1)

4Esta funcdo ndo é precisa e pode fornecer registros errados devido a erros de arredon-
damento. Uma alternativa melhor é apresentada na Observacao 1.2.2.
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4 1, 1, 1, 1, 0, O, O, 1,
! i, 0, 0, 1, 1, 0, O, 1,
6 i, 0, 0, 1, 1, 0, O, 1,
7 i, 0, 0, 1, 1, 0, O, 1,
8 i, 0, 0, 1, 1, O, O, 1,
9 1, 0, 0, 1, 1, O, O, 1,
10 i1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, O]

que corresponde ao nimero

>>> flx = packBitsDouble (1d)
>>> print (f'{flx:1.51f}"')
1.10000000000000008881784197
0012523233890533447265625

- W N =

O erro de arredondamento é |z — fl(x)| ~ 8,9 x 10717,

Observagao 1.2.2. O seguinte cédigo é uma solugao mais pythonica para
obter-se o registro em ponto flutuante de 64 bits de x =1, 1.

| >>> "' join(f'{c:08b}' for c in struct.pack('!
da', 1.1))

'0011111111110001

1001100110011001

1001100110011001

1001100110011010"'

UL W D

6

Recomendamos consultar [4] para mais informagoes sobre a conversao efici-
ente de nimeros decimais em pontos flutuantes.

Observemos que o erro de arredondamento varia conforme o ntimero dado,
podendo ser zero no caso de x = fl(z). Comumente, utiliza-se o épsilon
de maquina como uma aproximagao desse erro. O épsilon de maquina é
definido como a distancia entre o niimero 1 e seu primeiro sucessor em ponto
flutuante. Temos

1 >>> 1d = unpackBitsDouble (1)
2 >>> 1d

3 (o, o, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

4
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5 o, o0, 0, 0, O, O, O, O,
6 o, o0, 0, 0, 0, O, 0, O,
7 o, o0, 0, 0, 0, O, 0, O,
8 o, o0, 0, 0, 0, O, 0O, O,
9 o, o0, 0, 0, 0, O, 0O, O,
10 o, 0, 0, 0, 0, 0, O, Ol
11 >>> 1d[63] = 1

12 >>> x
13 >>> x-1
14 2.220446049250313e-16

packBitsDouble (1d)

Ou seja, o épsilon de maquina é

eps = 277% x 2,22 x 1071, (1.59)

Observacgao 1.2.3. O método numpy.finfo pode ser usado para obtermos
varias informacoes sobre o sistema de nimeros em ponto flutuante. Por
exemplo, temos

] >>> import numpy as np
2 >>> finfo = np.finfo(np.double)

3 >>> finfo.eps

4 2.220446049250313e-16

5 >>> finfo.min

6 -1.7976931348623157e+308
7 >>> finfo.max

8 1.7976931348623157e+308

A aritmética em ponto flutuante requer arredondamentos sucessivos de ni-
meros. Por exemplo, a computacao da soma de dois nimeros dados x e y é
feita a partir de suas representagoes em ponto flutuante fl(x) e fi(y). Entao,
computa-se z = fl(z) + fl(y) e o resultado é fI(z). Observe, inclusive que
fl(x +y) pode ser diferente de fI(fl(z)+ fl(y)). Por exemplo

1 >>> 0.1 + 0.2 == 0.3
2 False
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1.2.4 Exercicios Resolvidos

ER 1.2.1. No sistema de complemento 2 de 8 bits, fornega o registro que
representa os seguintes niimeros inteiros:

Solugao. A seguinte fungdo, obtém o registro de complemento 2 de 8-bits
de um dado ntimero inteiro x.

def unpackBitsInt8(x):

]

2 1d = 8x%[0]

3 if (x < 0):

4 1d[7] =1

5 x += 2% (7)

6 for i in range(7):
7 1d[i]l = x % 2
8 x //= 2

9 return 1d

Usando-a, obtemos os seguintes resultados:

1 >>> # a) 1

2 >>> unpackBitsInt8 (1)

3 (+t, o, o, o, 0, 0, 0, O]
4 >>> unpackBitsInt8(-1)
bt (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]

6 >>> # c) 15

7 >>> unpackBitsInt8(15)
8 (1, ¢, 1, 1, 0, 0, 0, O]
9 >>> unpackBitsInt8(-15)
10 [1, 0, O, O, 1, 1, 1, 1]
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O

ER 1.2.2. Qual é o nimero decimal positivo mais proximo de zero que pode
ser representado como um ponto flutuante de 64-bits. Também, forneca seu
registro.

Solugao. Um registro em ponto flutuante de 64-bits tem a forma
[8 ’ Cig Cg ... Cp ‘ my Mo ... m52] (160)

e representa o nimero
r=(—1)*M . 271023 (1.61)
onde M é chamada de mantissa e ¢ da caracteristica, as quais sao definidas
por
M = (1, mimeoms. .. m52)2, (162)
C = (CIO . 026160)2. (163)
Tendo em vista que o registro nulo é reservado para o nimero decimal zero,

temos que o niimero positivo mais proximo de zero ¢ obtido com sinal s = 0,
a mantissa M = 1 e a caracteristica ¢ = 1, no que obtemos o decimal

r =271 (1.64)
~ 2.2250738585072014e — 308 (1.65)

Seu registro é
000 ...1]00 ...0] (1.66)

O resultado pode ser verificado com os seguintes comandos:

1 >>> import numpy as np

2 >>> import struct

3 >>> x = np.finfo(np.double).tiny; x
4 2.2250738585072014e-308

5 >>> "' join(f'{c:08b}"' \

6 ... for c in struct.pack('!d', x))
7 '0000000000010000

8 0000000000000000

9 0000000000000000

10 0000000000000000 "

11
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O

ER 1.2.3. Em aplicagoes que nao necessitam de muita precisao, a represen-
tacdo de nimeros decimais no sistema de ponto flutuante de 32 bits é mais
eficiente (no sentido de velocidade de processamento computacional). Neste
sistema, um registro de 32-bits

[S ‘ CrCg ... O ‘ my meo ... m23] (167)
representa o namero
= (=1)% M.2c17 (1.68)
onde,
M = (1, mimes ... m23)2 (169)
c=(crcq...Co)2 (1.70)

a) Forneca o registro do ponto flutuante de 32-bits que representa o nimero
42.5.

b) Qual é o sucessor em ponto flutuante de 32-bits do niimero decimal 1.
Fornega, também, o épsilon de maquina deste sistema.

Solugao.

a) O registro do ponto flutuante de 32-bits que representa o nimero 42,5
pode ser computado com o seguinte cédigo:

1 x = 42.5

2 1d = 32x[0]

3 c = int(np.log2(x) + 127)
A m = x/2*%x(c-127)

5 for i in range(8):
6 1d[8-i] = c % 2
7 c //= 2

8 m -= 1

9 for i in range (23):
10 m *x= 2

11 1d[9+i] = int (m)
12 m %= 1
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] >>> 1d

2 (o, ¢+, o, o, 0, 0, 1, O,
3 60, 0, 1, 0, 1, 0, 1, O,
1 o, 0, 0, 0, 0, 0, O, O,
5 o, o, 0, 0, 0, 0, 0, O]

Alternativamente, pode-se obter o registro como segue:

1 >>> "' join(f'{c:08b}"' \

2 for ¢ in struct.pack('!f', 42.5))
3 '0100001000101010

4 0000000000000000"

5

b) No sistema de ponto flutuante de 32-bits, o sucessor de 1 tem o registro
0011 ...1]00...01] (1.71)

donde, sua mantissa é m = 1+ 2723, caracteristica ¢ = 127 e corresponde
ao numero decimal

r = (_1)0 . (1 4 2—23) . 2127—127 (172)
r=1+2"% (1.73)

Portanto, o épsilon de méquina neste sistema é

eps=x —1 (1.74)
=27% (1.75)

>>> np.float32 (2**-23)
1.1920929e-07

W N =

Em construcao ...
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1.2.5 Exercicio

E.1.2.1. Considerando a representacao de complemento de 2 de niimeros
inteiros, obtenha os registros de 8-bits dos seguintes nimeros:

a) 17

b) —17

c) 32

d) —32

E.1.2.2. Considerando a representacao de complemento de 2 de niimeros
inteiros, obtenha os registros de 16-bits dos seguintes ntimeros:

a) 1024

b) —1024

E.1.2.3. Considerando a representacao de complemento de 2 de niimeros

inteiros, qual é o maior nimero que pode ser representado por um registro
de 32-bits da forma

[10bg bg by -+ by 1], (1.76)
onde b; € {0,1},i=2,3,4,---,30.
E.1.2.4. Obtenha os registros em ponto flutuante de 64-bits dos seguintes
numeros:
a) —1,25
b) 3
E.1.2.5. Assumindo o sistema de ponto flutuante de 32-bits, obtenha o

registro e o erro de arredondamento na representacao dos seguintes niimeros
decimais:
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a) 0,1
b) 10,1

¢) 100,1

1.3 Notacao Cientifica e Arredondamento

Enquanto que a manipulacdo computacional de nimeros decimais é feita
usando-se da aritmética em ponto flutuante, a interpretacao dos parametros
dos problemas de interesse e seus resultados é normalmente feita com poucos
digitos. Nesta secao, introduziremos algumas notacoes que serdo utilizadas
ao longo deste material.

A notacgao cientifica é a representacao de um dado nimero na forma
dn e dgdldo, dfldfgdfg oo X 1OE, (177)

onded;,i=mn,...,1,0,—1,... sdo algarismos da base 10. A parte a esquerda
do sinal x é chamada de mantissa do niimero e E é chamado de expoente
(ou ordem de grandeza).

Exemplo 1.3.1. O nimero 31,515 pode ser representado em notagao cien-
tifica das seguintes formas

31,415 x 10 = 3,1415 x 10! (1.78)
= 314,15 x 107! (1.79)
=0,031415 x 107, (1.80)

entre outras tantas possibilidades.

Em Python, usa-se a letra e para separar a mantissa do expoente na notacao
cientifica. Por exemplo

>>> # 31.415 X 1070
>>> 31.415e0

31.515

>>> # 3.1415 X 1071
>>> 3.1415e1

T = W N =
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6 31.515

7 >>> # 314.15 X 10°-1
8 >>> 314.15e-1

9 31.515

10 >>> # 0.031415 X 1073
11 >>> 0.031415e3

12 31.415

13

No exemplo anterior (Exemplo 1.3.1), podemos observar que a representagao
em notacao cientifica de um dado niimero nao é tnica. Para contornar isto,
introduzimos a notagao cientifica normalizada , a qual tem a forma

do,d_1d_od_5 ... x 107, (1.81)
com dy # 0°.

Exemplo 1.3.2. O ntmero 31,415 representado em notacgao cientifica nor-
malizada é 3,1415 x 10

Em Python, podemos usar o método format para imprimir um ntimero em
notagao cientifica normalizada. Por exemplo, temos

>>> x = 31.415

>>> print (f"{x:e}")
3.141500e+01

=~ W N =

Como vimos na secao anterior, usamos da aritmética de ponto flutuante
nas computacoes, com a qual os niimeros sao representados com muito mais
digitos dos quais costumeiramente estamos interessados na interpretacao dos
resultados. Isto nos leva de volta a questao do arredondamento.

Dizemos que um nimero esta representado com n digitos significativos (na
notagao cientifica normalizada) quando esta escrito na forma

do, dids . .. d,_q x 107, (1.82)

com dy # 0.

®No caso do ntimero zero, temos dy = 0.
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Exemplo 1.3.3. Estudamos as seguintes representacoes do nimero 31, 415:

a) com 5 digitos significativos

>>> x = 31.415
>>> print (f"{x:.4e}")
3.1415e+01

I

b) com 6 digitos significativos

>>> print (f"{x:.5e}")
3.14150e+01

W N

c) com 4 digitos significativos

1 >>> print (£"{x:.3e}")
2 3.142e+01
3

Neste tltimo caso, fez-se necessario arredondar o ntmero.

1.3.1 Arredondamento

Observamos que pode ocorrer a necessidade de se arredondar um nimero
para obter sua representacao com um numero finito de digitos significativos.
Por exemplo, para representarmos o ntimero x = 3, 1415 x 10 com 3 digitos
significativos, precisamos determinar de que forma vamos considerar a con-
tribuicdo de seus demais digitos a direita. Isto, por sua vez, ¢ determinado
pelo tipo de arredondamento que iremos utilizar.

O tipo de arredondamento mais comumente utilizado é o chamado arre-
dondamento por proximidade com desempate par. Neste, a repre-
sentacao escolhida é aquela mais préoxima do nimero dado. Por exemplo, a
representacao de

r = 3,1415 x 10" (1.83)

com trés digitos significativos é
r =314 x 10" (1.84)
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Agora, sua representagao com apenas dois digitos significativos é
r=3,1x 10" (1.85)

No caso de empate, usa-se a seguinte regra: 1) se o ultimo digito significativo
ser par, este é mantido; 2) se o ultimo digito significativo ser impar, este é
acrescido de uma unidade. Por exemplo, no caso do nimero x = 3, 1415x 10*,
sua representacao com 4 digitos significativos é

r = 3,142 x 10" (1.86)

Observacao 1.3.1. O arredondamento por proximidade com desempate par
é o padrao do IEEE 754°. No entanto, devemos lembrar que a maioria dos
numeros decimais nao tem representacao exata no sistema de ponto flutuante.
Por exemplo,

>>> x = 31.415

>>> print (f'{x:.3e}"')
3.141e+01

N N

Embora o arrendamento nao seja o esperado, o que ocorre é que x = 31,415
nao tem representacao exata em ponto flutuante, de fato

1 >>> print (f'{x:.26e}"')
2 3.1414999999999999147348717e+01
3

No restante deste material estaremos assumindo a notagao cientifica norma-
lizada com arredondamento por proximidade com desempate par.

1.3.2 Exercicios Resolvidos

ER 1.3.1. Faca o calculo exato e a computacgao de

0,33411 x 10? — 271,28 x 107!
2000 x 10-3

(1.87)

Forneca os resultados com 4 digitos significados.

6Para mais detalhes, consulte IEEE 754: Wikipedia.
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Solugao.

« Por calculo exato.
0,33411 x 10% — 271,28 x 10~*

1.
2000 x 103 (1.88)
334,11 x 107" — 271,28 x 10~*
= EST (1.89)
63,83 x 107"
— + (1.90)
= 31,415 x 107! (1.91)

Arredondando o resultado para 4 digitos significativos, obtemos 3, 142.

e Por computacao.
>>> x = (0.33411e2 - 271.28e-1)/2000e-3
>>> x
3.1415000000000006
>>> print (f'{x:.3e}"')
3.142e+00

Y O = W N =

O

ER 1.3.2. Obtenha os arredondamentos dos seguintes nimeros decimais
para quantidade de digitos significativos indicada em cada caso. Entao, com-
pare com a computada em ponto flutuante.

a) 2,7128 com 4 digitos significativos.
b) 2,7128 com 2 digitos significativos.
c) 1,9910 com 3 digitos significativos.
d) 1,9910 com 2 digitos significativos.
e) 5,5555 com 4 digitos significativos.
f) 5,6555 com 4 digitos significativos.

Solucgao.
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a) 2,7128 com 4 digitos significativos = 2,713

>>> £'{2.7128:.3e}"
2 '2.713e+00"'

b) 2,7128 com 2 digitos significativos = 2,7

1 >>> £'{2.7128:.1e}"
2 '2.7e+00"
3

¢) 1,9910 com 3 digitos significativos = 1,99

1 >>> £'{1.9910:.2e}"
2 '1.99e+00"

d) 1,9910 com 2 digitos significativos = 2,0

1 >>> £'{1.9910:.1e}"
2 '2.0e+00"
3

e) 5,5555 com 4 digitos significativos = 5,556

>>> f'{5.5555:.3e}"
'5.556e+00"

W N =

f) 5,6555 com 4 digitos significativos = 5, 556

>>> f'{5.6555:.3e}"
'5.655e+00"'

W N =

1.3.3 Exercicios

E.1.3.1. Obtenha a representacao dos seguintes niimeros decimais em no-
tagao cientifica normalizada com a quantidade de digitos indicada em cada
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caso. Entao, compare com o arredondamento computado em ponto flutuante.
Caso haja diferenca, explique.

a) m com 6 digitos significativos.
b) 7/10 com 6 digitos significativos.

¢) V2/v/3 com 7 digitos significativos.

E.1.3.2. Compute a seguinte expressao

V7 — In(0,9)

e (z) (1.92)

Forneca a resposta com 7 digitos significativos.

E.1.3.3. Forneca o arredondamento dos seguintes niimeros decimais para
2 digitos significativos. Entdo, compare com o arrendamento computado em
ponto flutuante. Caso haja diferenca, explique.

a) 0,625
b) 0,615
¢) 0,635

E.1.3.4. Seja f, a funcao que recebe nimero decimal e retorna sua aproxi-
macao por arrendamento com 2 digitos significativos. Calcule

a) fs(27r - 6)
b) 2fs(m) — fule)
c) Por que fs(2m —e) # 2f(m) — fs(e)?

E.1.3.5. Explique o porqué de
| >>> np.sqrt (3) *x*x2 == 3
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(\V]

False

o

1.4 Tipos e Medidas de Erros

Ao utilizarmos computadores na resolucao de problemas matematicos, aca-
bamos obtendo solugoes aproximadas. A diferenca entre a solucdo exata e
a solucao aproximada computada é chamada de erro. O erro é comumente
classificado nas seguintes duas categorias:

e Erro de Arredondamento

Este é o erro que ocorre na representagao aproximada de ntimeros na
maquina.

¢ Erro de Truncamento

Este é o erro que ocorre na interrupgao (truncamento) de um procedi-
mento com infinitos passos.

Exemplo 1.4.1. (Erro de Arredondamento.) O erro de arredondamento em
aproximar 7 por 3,1415 x 10° é de aproximadamente 9,3 x 107°.

>>> import numpy as np
>>> np.pi - 3.1415€0
9.265358979293481e-05

N QU O

Exemplo 1.4.2. (Erro de Truncamento.) Consideramos a seguinte série
numérica 3°°°1/n! = e ~ 2,7183 x 10°. Ao computarmos esta série no
computador, precisamos trunca-la em algum n suficientemente grande. Por
exemplo, truncando a série em seu nono termo, temos

©1 1 1 1 1 1
PO T N R S B 1.
Loatotutatytoty (1.93)

~ 2.71827876984127 =: &. (1.94)

import math
2 x =0
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3 for n in range(9):

4 x += 1./math.factorial (n)
5 print (math.fabs(math.e - x))
6

A diferenga |e — €] & 3 x 1079 ¢ o erro de truncamento associado.

Suponhamos, agora, que x seja o valor exato (valor esperado) de uma quanti-
dade de interesse e & o valor computado (aproximagao de x). Em matematica
numérica, utilizamos frequentemente as seguintes medidas de erro:

« Erro absoluto:
Eabs 1= |T — T|. (1.95)

« Erro relativo:
|z — 7

|

(x100%) . (1.96)

Erel -=

A vantagem do erro relativo é em levar em conta a ordem de grandeza da
quantidade .

Exemplo 1.4.3. Estudamos os seguintes casos:

a) r=10ez=11:

Eabs = |T — T (1.97)
= 1,0 —1,1| (1.98)
=|-0,1]| (1.99)
=1x10"" (1.100)

|z — I
Erel = (1.101)
|z
11,0 — 1,1
S ol i Bl | 1.102
L0 (1:102)
| _ O’ 1|
= 1.103
.0 (1:105)
=1x107" = 10%. (1.104)
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1 >> x = 1.0; xa = 1.1

2 >>> eabs = abs(x - xa); eabs
3 0.10000000000000009

| >>> erel = eabs/abs(x); erel
5

0.10000000000000009

b) x = 1000,0 e & = 1100, 0:

Eabs = |7 — | (1.105)
= |1000,0 — 1100, 0| (1.106)
=1x 10% (1.107)

|z — 7
Erel = (1108)
|z
11000, 0 — 1100, 0|
= 1.109
11000, 0| ( )
| — 100, 0]
= 1.110
11000, 0| ( )
=1x10"" = 10%. (1.111)

>>> x = 1000.0; xa = 1100.0

1

2 >>> eabs = abs(x - xa); eabs
3 100.0

4 >>> erel = eabs/abs(x); erel
5 0.1

6

Outra medida de erro comumente empregada é o nimero de digitos signi-
ficativos corretos. Dizemos que & aproxima x com n digitos significativos
corretos, quando

|z — |

2]
———

€rel

<5x 107" (1.112)

Isso significa que ao arredondarmos x e & ambos com n digitos, obtemos o
mesmo resultado.

Exemplo 1.4.4. Estudamos os seguintes casos:
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ez =2ex=2,4
Ere1 = 0,2 <5 x 107" (1.113)

Temos que T = 2,4 aproxima x = 2 com um digito significativo correto.
Note que ambos sao iguais quando os arredondamos para um digito.

« z=2ei=25

|z — 7

|| =0,25 <5 x 107" (1.114)
x
Temos que & = 2,5 é uma aproximacao com 1 digito significativo cor-
reto de z = 2. Note que ambos sao iguais quando os arredondamos
para um digito.

e x=1lex=15:

|z — 7

] =0,5<5x 10° (1.115)
x
Temos que £ = 1,5 é uma aproximacao com zero digito significativo
correto de # = 1. Note que ao arredondarmos’ & para um digito,
obtemos T ~ 2, enquanto que = = 1.

1.4.1 Propagacao de Erros

Nesta secao, vamos introduzir uma estimativa para a propagacao de erros
(de arredondamento) na computacgdo de um problema. Para tando, vamos
considerar o caso de se calcular o valor de uma dada funcao f em um dado
ponto z, i.e. queremos calcular y com

y = f(). (1.116)

Agora, assumindo que z seja conhecido com um erro £(x), este se propaga
no calculo da f, levando a um erro €(y) no valor calculado de y. Ou seja,
temos

y+e(y) = flx+e(x)). (1.117)

Denotamos e,ps(z) = |e()| o erro absoluto associado a = e e.5(y) = |e(y)| o
erro absoluto associado a y.

7Assumindo o arredondamento por proximidade com desempate par.
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Nosso objetivo é estimar e,,5(y) com base em e,5(x). Para tanto, tomamos
a aproximagao de f(z + e(z)) dada pelo polinémio de Taylor de grau 1 de f
em torno de x, i.e.

fla+e(@) = f(z) + f(2)e(x) + O (*(x)) . (1.118)

Entao, de (1.116) e (1.117), temos
() = f/(2)=(x) + O(2(x)). (1.119)
Dai, passando ao valor absoluto e usando a desigualdade triangular, obtemos

cans(y) = | /' (@)z(w) + O( ()| (1.120)
< | (@)[eabs(x) + O (X)) (1.121)

Deste resultado, obtemos a seguinte estimativa de propagacao de erro

abs(¥) = |f'(x)|€abs (). (1.122)

Exemplo 1.4.5. Consideramos o problema em se calcular
y = f(x) = 2% sen(z) (1.123)

com x = w/3+0,1. Usando (1.122) para estimarmos o erro absoluto e,ps(y)
no célculo de y com base no erro absoluto e,ps(x) = 0, 1, calculamos

Eabs(y) = | f'(2)]eans(7) (1.124)
= |2z sen(z) + 27 cos(7)|gaps(7) (1.125)
=2,3621 x 1071, (1.126)

>>> import math

1

2 >>> x = math.pi/3; eabsx = 0.1

3 >>> eabsy = math.fabs(2*x*math.sin(x) \
4 . + x**%2 * math.cos(x)) * eabsx

5 >>> print (f"{eabsy:.4e}")

6 2.3621e-01
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Com isso, concluimos que um erro em x de tamanho 0,1 é propagado no
célculo de f(z), causando um erro pelo menos duas vezes maior em y. Tam-
bém, podemos interpretar este resultado do ponto de vista do erro relativo.

O erro relativo associado a z é

gabs(x)
||
0,1

/3
=9,5493 x 1072 ~ 10%,

6rel(I) -

acarretando um erro relativo em y de

Eabs (y)
]
__ Eabs (y)

~f ()]
— 2 4872 x 1072 ~ 25%.

Erel(y) =

>>> import math

]

2 >>> x = math.pi/3; eabsx = 0.1

3 >>> erelx = eabsx/math.fabs (x)

| >>> print (f"{erelx*100: .0f} %")

5 10 %

6 >>> f = lambda x: x**2 * math.sin(x)
7 >>> df = lambda x: 2*x*math.sin(x) \
8 ... + x**2 *x math.cos(x)

9 >>> eabsy = math.fabs(df(x)) * eabsx
10 >>> erely = eabsy/math.fabs(f(x))

11 >>> print (f"{erely*100: .0f} %")

12 25 %

13
Associada a estimativa (1.4.5), temos

cualy) = =1

_ (@)
|y

Eabs(x)
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2] - |f ()] €as ()

f(@)] |zl
= xff(g) erel(T).

Desta tltima equagao, definimos o nimero de condicionamento de f,
denotado por

|z f(2)
ki(z) = ) |

Observamos que ky(z) é a escala com que erros em z sdo propagados no
célculo de y = f(z).

(1.133)

Exemplo 1.4.6. O niimero de condicionamento da funcio f(z) = 2% sen(x)

no ponto z = 7/3 é calculado por

zf'(x)
f(x)
z 2z sen(z) 4+ 22 cos(z)] |
x?sen(z)

ki(z) = (1.134)

(1.135)

Substituindo x por /3, obtemos
ke(m/3) = 2,6046. (1.136)

Observamos que o resultado é compativel com os obtidos no Exemplo 1.4.5.

1 >>> import math

2 >>> f = lambda x: x**2 * math.sin(x)
3 >>> df = lambda x: 2#*x*math.sin(x) \
4 ... + x*x2 *x math.cos (x)

5 >>> x = math.pi/3

6 >>> kf = math.fabs(x*xdf (x)/f(x))
7 >>> print (£"{kf:.4f}")
8 2.6046

A estimativa (1.122) pode ser generalizada para uma funcao de varias varia-

veis. No caso de uma funcao y = f(z1,x9,...,2,), temos
eabs(y) = Z 67 63135(1%). (1.137)
k=119%k
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Exemplo 1.4.7. Consideremos o problema em se calcular

z = f(x,y) = 2% sen(z) cos(y) (1.138)

com
:gio,l, (1.139)
yzgi0,0Q. (1.140)

Usando (1.137) para estimarmos o erro absoluto e,ps(z) no calculo de z com
base nos erros absolutos e,ps(x) = 0,1 e eaps(y) = 0,02, calculamos

8f
5‘y

= |(2x sen(x) + 2* cos(x)) cos(y)|€aps ()

(1.141)
(1.142)
€abs () (1.143)
(1.144)

Cabs (V)

abs

eabs ‘

+—+—x sen(x) sen(y)
=1,8046 x 107"

>>> import math
>>> x = math.pi/3
>>> eabsx = 0.1
>>> y = math.pi/4
>>> eabsy = 0.02
>>> eabsz = math.fabs ((2*x*math.sin(x) \
+ x**2xmath.cos(x))*math.cos(y))*eabsx \
8 ... + math.fabs(-x**2*math.sin(x)*math.sin(y))
*eabsy
9 >>> print (f"{eabsz:1.4e}")
10 1.8046e-01
11

- W N =

N O Ot

1.4.2 Cancelamento Catastrofico

No computador (com aritmética de ponto flutuante de 64-bits), as operagoes
e fungoes elementares sao computadas, usualmente, com um erro préximo do
épsilon de méaquina (eps &~ 1071%). Entretanto, em algumas situagdes estas
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operacoes fundamentais acarretam erros maiores, causando uma perda de
precisao.

O chamado cancelamento catastréfico ocorre quando computamos a diferenga
entre dois nimeros proximos. Para ilustra-lo, considaremos os seguintes ni-
meros

x = 314150000001549, (1.145)
y = 314150000002356. (1.146)

Assumindo os arredondamentos de x e y com 12 digitos significativos, temos

314150000002000, (1.147)
314150000002000. (1.148)

T
Y
Os erros relativos associados as aproximagoes de x e y por T e ¢ sao

|z — 2|

era(T) = ’ ~ 10719%, (1.149)
T
eret(y) = =9 10719%, (1.150)
||
respectivamente. Agora, temos
y —x = 807, (1.151)
y—a=0. (1.152)

Ou seja, o erro relativo na aproximacao de y — x por § — T é

|y —2) — (5 —2)|

erel(y — ) = 1.153
)= =7 (1.153)
807

= — = 100%! 1.154
807 % ( )
Exemplo 1.4.8. Na tabela abaixo temos os erros em se computar
(1+z2%) -1
i (1.155)

para diferentes valores de x.
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T €ITo
1 0
1071 | 1,1 x 10713
1072 | 6,1 x107°
1073 | 8,9x%x107°
10~ 1,0 x 10°
1075 1,0 x 10°

Observamos que, para o valor de x = 0,001 o erro na computacao ja é
da ordem de 107° e para valores de z menores ou iguais a 0,0001 o erro
é catastrofico. Isto ocorre, pois se z < 1074, entdo z* < 1070 < eps e,
portanto, (1 + z%) — 1 =0.

Exemplo 1.4.9. Uma equacdo de segundo grau az? + bz + ¢ = 0 tem raizes

—b 4+ /b? — 4ac

_ 1.156
x %2, ) ( )
—b— VP21
vy = ; «“. (1.157)
a

Entretanto, no caso de b ser positivo, a férmula (1.156) nao é adequada
para a computacao da raiz x, pois pode ocorrer cancelamento catastrofico.
Podemos contornar este problema reescrevendo (1.156) da seguinte forma

—b+Vb? —4dac —b— b —4dac

_ 1.158
1 % —b— /B? — dac (1.158)
B b? — b2 + dac (1 159)
 2a(—b — b% — 4ac) '
)
S (1.160)

b+ Vb — dac’

a qual nao sofre mais de cancelamento catastréfico. Observamos que também
pode ocorrer cancelamento catastréfico no célculo de x5 pela férmula (1.157),
no caso de b ser negativo.

1.4.3 Exercicios Resolvidos
ER 1.4.1. O ntimero de Euler é definido por

e=S" 2 (1.161)
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Determine o erro relativo da aproximacao de e pelo truncamento da série
com 4 termos.

Solugao. Denotamos x = e e

3.1
T = — (1.162)
—n!
_ 1 ! ! ! 1.163
ot uta T (1.163)
1 1 1 1
=4+ -4+ -4+ 1.164
1+1+2+6 ( )
—2+1+1 (1.165)
N 2 6 '
16
i 1.166
: (1.166)
O erro relativo é
1 >>> import math as m
2 >>> X = m.e
3 >>> xa = 16./6
A >>> eabs = m.fabs(x-xa)
5 >>> erel = eabs/m.fabs(x)
6 >>> print (f"{erel*100:1.1£f} %")
7 1.9 %
8
Concluimos que o erro relativo é de 1,9%.
O

ER 1.4.2. Calcule o niimero de condicionamento k¢(x) para f(z) = x™.

Solugao. Calculamos o nimero de condicionamento como segue

_|af'(x)

ke(z) = o) (1.167)
_ fon_ (1.168)
- T;in (1.169)
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=n, x#0. (1.170)

ER 1.4.3. Calcule as raizes do seguinte polindémio quadratico
p(z) =107%% + 10°2 + 3 x 1073 (1.171)
com 10 digitos significativos corretos.

Solugao. As raizes do polinémio quadratico podem ser calculados pela for-
mula de Bhaskara

—b+ v/b? — 4dac

- 1.172

o 2a (1.172)
b VPE 14

o = o ac (1.173)

No entanto, a computagao da raiz z; sofre de cancelamento catastrofico. Para
contornar este problema, usamos (1.160), i.e.

—2c

_— 1.174
b+ Vb? —4dac ( )

T =

Com o cédigo

1 import math as m

2

3 a = le-6

4 b = 1le2

5 c = 3e-3

6

7 delta = b*x*x2 - 4xaxc

8

9 x1 = -2xc/(b + m.sqrt(delta))
10 x2 = (-b - m.sqrt(delta))/(2*a)
11

12 print (f"{x1:1.9e}, {x2:1.9e}")

13
obtemos as saidas
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-3.000000000e-05
-1.000000000e+08

Lol o]
N =
|

1.4.4 Exercicios

E.1.4.1. Calcule o erro absoluto na aproximacao de
a) m por 3, 14.
b) 10e por 27, 18.

Forneca as respostas com 4 digitos significativos.

E.1.4.2. Calcule o erro relativo na aproximagao de
a) m por 3, 14.
b) 10e por 27, 18.

Forneca as respostas em porcentagem.

E.1.4.3. Com quantos digitos significativos corretos

a) 3,13 aproxima 7?7

b) 27,21 aproxima 10e?

E.1.4.4. Obtenha uma estimativa do erro de truncamento em se aproximar

o valor de sen(1) usando-se p5(1), onde ps(z) é o polindmio de Taylor de grau
5 da funcdo sen(x) em torno de z = 0.

E.1.4.5. Considerando que x = 2 £ 0,1, estime o erro absoluto em se
calcular y = e cos(mz/3). Fornega a estimativa com 7 digitos significativos
por arredondamento.
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E.1.4.6. Considerando que x = 2+ 2% e y = 1,5+ 0, 3, estime o erro
absoluto em se calcular y = e~* cos(my/3). Forneca a estimativa com 6
digitos significativos por arredondamento.

E.1.4.7. Considere a computagao de

1 — cos(h)
y=—— (1.175)

para h = 107°. Compute o valor de y reescrevendo esta expressao de forma
a mitigar o cancelamento catastrofico. Forneca o valor computado de y com
2 digitos significativos por arredondamento.
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Capitulo 2

Equacao com uma Incégnita

Neste capitulo, discutiremos sobre métodos numéricos para resolver equagoes
com uma incognita real. Observamos que toda equacao pode ser reescrita na
seguinte forma equivalente

fx) =0, (2.1)

onde f é uma funcdo adequada. Isto é, o problema de se encontrar a incég-
nita de uma dada equagao pode ser reescrito como um problema de encontrar
os zeros (ou raizes) de uma funcdo de uma variavel real.

Os métodos numéricos que abordaremos ao longo deste capitulo sao descritos
para problemas da forma (2.1).

2.1 Meétodo da Bissecao

O Método da Bissecao explora o fato de que toda funcado continua f com
f(a)- f(b) <0 (ie., f(a) e f(b) tem sinais diferentes) tem pelo menos um
zero no intervalo (a,b)'.

'Esta é uma consequéncia imediata do Teorema do Valor Intermediario.
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Exemplo 2.1.1. Consideramos o problema de resolver a equacgao

s s
sen? (x + ) =3 — Zg?

4 4
571'2 371_3 (22)
- —x - —.
16 64
Este problema é equivalente a encontrar os zeros da seguinte funcao
f(x) = sen? (I + Z) —z?
2 3 (2.3)
n T 4 n om n 3T
-+ —x+ —.
4 16 64
Os zeros exatos? desta fungio sdo 71 = 37/4 ~ 2,3562 ¢ 1y = 13 = —7/4 =~
—0, 78540 (consulte a Figura 2.1).
151
10 1
5-
0-
—51
_10-
_15-
_20-
_I2 _I% 0 % 3

Figura 2.1: Esbogo da funcao f do Exemplo 2.1.1.

Observamos que esta fungao é continua e que, por exemplo, f(—2) > 0 e

20 problema foi construido para que tivesse estas solucoes.
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f(3) <0, logo f(=2)- f(3) < 0 e, de fato, f tem pelo menos um zero® no
intervalo (—2,3).

Consideramos, entdo, uma funcdo f continua tal que f(a) - f(b) < 0. O
Método da Bisse¢ao é iterativo, a primeira aproximacao para uma solucao
de f(xz) =0 é tomada como o ponto médio do intervalo (a,b), i.e.

M) 4 0
20 = a;r (2.4)

onde a® = a e b® = b. Dai, se ocorrer f(z(®) = 0 o problema esté
resolvido. Caso contrario, f tem pelo menos um zero num dos subintervalos
(a®,20) ou (z©,6©), pois f(a®) - f(2@) < 0 ou f(z@)- f(b®) < 0,
respectivamente e exclusivamente. No primeiro caso, escolhemos (a™, b)) =
(a®,2) ou, no segundo caso, tomamos (aV),bM) = (2 @) Entao, a
segunda aproximag¢ao para uma solucao ¢ computada como

M 4 p0)
M = “;r (2.5)

O procedimento se repete até obtermos uma aproximacao com a precisao
desejada.

Exemplo 2.1.2. Consideremos o problema de encontrar um zero da fungao

f(x) = sen® (3: + Z) - z?

+zx2+5—7r2:c+37ﬂ3
4 16 64

(2.6)

Do esbogo de seu grafico (Figura 2.1), observamos que f(2) - f(3) # 0 sendo
que o zero x = 37/4 &~ 2,3562 de f estd no intervalo (2,3). Aplicando o
Método da Bissecao com intervalo inicial (a?, b)) = (2,3) e aproximacio
inicial z(® = (a(® +b()) /2, obtemos as aproximacoes apresentadas na Tabela

import numpy as np

f = lambda x: np.sin(x+np.pi/4)**2 \

3De fato, f tem trés zeros no intervalo (—2,3).
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Tabela 2.1: Resultados referentes ao Exemplo 2.1.2.

Kl o pB | 0|
02,0000 3,0000 | 2,5000 | -1
1[2,0000 2,5000 | 2,2500 | 1
2| 2,2500 2,5000 | 2,3750 | -1
31 2,2500 2,3750 | 2,3125 | 1
42,3125 2,3750 | 2,3438 | 1
52,3438 2,3750 | 2,3594 | -1
6| 2,3438 2,3594 | 2,3516 | 1
71 2,3516 2,3594 | 2,3555 | 1
82,3555 2,354 | 2,3574 | -1
92,3555 2,3574 | 2,3564 | -1

s = f(a®) - f(z®)

4 - x**3 + np.pi/4*xx**2 + b*np.pi*x*x2/16*x \
+ 3%np.pi**x3/64

7 a = 2
8 b = 3
9 x = (a + b)/2

10 print(£"0: a={a:.4f}, b={b:.4f}, x={x:.4£f}")
11 for k in range(9):

12 s = np.sign(f(a)*f(x))

13 if (s == -1):

14 b = x

15 elif (s == 1):

16 a = X

17 else:

18 break

19 x = (a + b)/2

20 print (f£"{k+1}: a={a:.4f}, b={b:.4f}, x={x:.4
£3")
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2.1.1 Analise Numérica

Dada uma funcao continua f : [a,b] — R com f(a)- f(b) < 0, vamos mostrar
que o Método da Bissecao é globalmente convergente e tem ordem de
convergéncia linear.

Definicao 2.1.1. (Método Iterativo Globalmente Convergente.) Um método
iterativo

2% = aprox. inicial, (2.7)
g* ) = ¢ (xk) : (2.8)

com k=0,1,..., é dito globalmente convergente, quando
lim o) — 2B =0 (2.9)

para qualquer escolha de z(©).

Definigao 2.1.2. (Ordem de convergéncia.) Seja (x(k))zo_l uma sequéncia
convergente com B

lim 2D — 28] =0, (2.10)
k—o0
com z**+D — 2(®) £ 0 para todo k. Dizemos que (x(k)>zo_1 converge com

ordem o > 0 e com constante de erro assintética C' > 0, quando

‘x(k’,—&-l) e

Em geral, quando maior o valor de «, mais rapidamente é a convergéncia
das iteradas de um método iterativo. Os seguintes casos sao particularmente
importantes:

e Sea=1e <1, 0ométodo é linearmente convergente.

e Se a =2, o método é quadraticamente convergente.

Convergéncia e Precisao

Teorema 2.1.1. Seja f : [a,b] — R fungao continua com f(a) - f(b) < 0.
Entao, o Método da Bissecao é globalmente convergente.
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Demonstragdo. Seja ()22 a sequéncia de aproximacoes* do Método da
Bissecao. Por construcao, temos

‘x(k) _ x(kfl)‘ < pE=1) _ (k=1 (2.12)
pk=2) _ ,(k=2)
<2 e (2.13)
2
: (2.14)
b _ 40
< 5 (2.15)

Ou seja, obtemos a estimativa de convergéncia

p0) _ 40
2 — 20| < 219—7? (2.16)
Dai, segue que
Jim [ = 2070] = Jim 0 - a®7 (217
=0 (2.18)

Exemplo 2.1.3. No Exemplo 2.1.2 aplicamos o Método da Bissecao para a
funcao

f(z) = sen? (a: + Z) — 28
4 16 64

(2.19)

no intervalo (2,3). Ao recuperarmos os valores de ‘x(k) - x(k_l)‘ obtemos

4Caso, f (a®) =0ou f (a®) = 0, entdo assumimos que a* 9 = a¥) ou p*+9) = p*),
conforme o caso, para : =1,2,3,....
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2.5000 -X-
2.2500 2,5 x 107!
2,3750 1,2 x 107!
2,3125 6,2 x 1072
2,3438 3,1 x 1072
2,3594 1,6 x 1072
2,3516 7,8 x 1073
2,3555 3,9 x 1073
2,3574 2,0 x 1073
2, 3564 9,8 x 1074

O© 00 1 O Ul W N~ O

Observamos que os valores estdao de acordo com a estimativa de convergéncia
2.16, donde

b0 _ 4O

29
3-2
= 5 = 19x 1073 (2.21)

29 — 20| < (2.20)

O Teorema 2.1.1 nos garante a convergéncia do Método da Bissecao e uma es-
timativa de precisdo (Equagdo 2.16). O teorema nao garante que o método
converge para um zero da funcao objetivo, apenas garante que as aproxima-
¢Oes convergem para algum valor no intervalo inicial dado.

Convergéncia e Exatidao

Dada uma fungdo continua e estritamente mono6tona® f : [a,b] — R com
f(a)- f(b) <0, temos que o Método da Bissecao converge para o zero de
f em [a,b].

Teorema 2.1.2. Seja f : [a,b] — R fungdo continua e estritamente mond-

tona com f(a)- f(b) < 0. Entdo, o Método da Bisse¢do converge para o zero
de f em [a,b].

Demonstrag¢io. Das hipiteses temos que f tem um tnico zero z* em (a,b).

5Funcdo estritamente crescente ou estritamente decrescente, exclusivamente.
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Seja (z()%, a sequéncia de aproximacgdes® do Método da Bissecio. Por
construcao, temos

b _ (k)

2% — 2% < — (2.22)
pk=1) _ 4(k=1)
(2.24)
b1 _ 1)
< (2.25)
donde, obtemos a seguinte estimativa do erro de truncamento
b g
|28 — %] < — (2.26)
E, dai também, segue que o método converge para o zero de f, pois
bV _ g
. (k) _ x| — 1 vo—ar
lclggo|x x| klg& o 0. (2.27)
O

Observagao 2.1.1. (Estimativa de Exatiddo.) A estimativa de truncamento
2.26 ¢ também um estimativa de exatidao, i.e. nos fornece uma medida
do erro na k-ésima aproximacao do Método da Bissecao.

Exemplo 2.1.4. No Exemplo 2.1.2 aplicamos o Método da Bissecao para a
funcao

f(z) = sen? (x + Z) —z®

52 33

+ il T e
1T T e

(2.28)

no intervalo (2,3). A aplicacdo do método, nos fornece

SCaso, f (a®) =0ou f (a®) = 0, entdo assumimos que a**9 = a(¥) ou p*+9) = p*),
conforme o caso, para : =1,2,3,....
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£®) ‘xw) _

2.3560 1.4 x 107!
2.2500 1.1 x 107!
2.3750 1.9 x 1072
2.3125 4.4 x 1072
2.3438 1.2 x 1072
2.3594 3.2x 1073
2.3516 4.6 x 1073
2.3555 7.3 x107*
2.3574 1.2x 1073
2.3564 2.5 x 10~*

O 00 1O UL W N~ O

onde, r* = x; = 37/4. Observamos que este resultado é consistente com a
estimativa do erro de truncamento (2.26), da qual temos

0 g0
|x(9) —z* < —ow (2.29)
1

Observagao 2.1.2. (Ordem de Convergéncia Linear.) A estimativa de con-
vergéncia (2.26) também pode ser usada para mostrarmos que, assintotica-
mente, o Método da Bissecao tem a seguinte taxa de convergéncia linear

’x(k“) — x(k)’ < ’x(’“) — a:(k_l)‘l : (2.31)

DN | —

2.1.2 Zeros de multiplicidade par

Sejam f uma fungdo suave e x* um zero de multiplicidade par de f. Obser-
vamos que o Método da Bisse¢cdo ndo é diretamente aplicavel para aproximar
x*. Isto ocorre, pois, neste caso, x* serd um ponto de minimo ou de méaximo
local de f, ndo havendo pontos a e b préximos de z* tal que f(a) - f(b) < 0.

Agora, sendo z* um zero de f de multiplicidade 2m, temos que ela admite a
seguinte decomposicao

f(@) = (z —2")""g(), (2.32)
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onde g é uma funcao suave e g(z*) # 0. Dali, a derivada de f
fl(a) = 2m(z — 2" g(a) + (z — 27)*"¢/(2), (2.33)

tem x* como um zero de multiplicidade 2m — 1 (impar) e, desta forma, po-
demos aplicar o Método da Bissecdo em f’ para aproximar z*.

Exemplo 2.1.5. A funcao

f(z) = sen? (x + Z) —z*

LT 52 n 373 (2:34)
-4+ —x+ —.

4 16 64

tem z = —7/4 ~ —0, 7854 como um zero de multiplicidade par (veja Figura

2.2).

\ _——
\ f
\ ,
104 f
\\
\
A Y Pttt O
S < S
N +
0 \\__’_,a" \\\
o \\
\
\\
\
A
—10 1 .
\
\
\
\
\
—920 A
:
“2.z 0 3 3
E 4

Figura 2.2: Esbog¢o do grafico da f e de sua derivada f’ dada no Exemplo
2.1.5.

Para aplicarmos o Método da Bissecao para aproximarmos este zero, primei-
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ramente, derivamos f
f'(z) = 2sin(z + 7/4) cos(x + w/4) — 32°
. T . 5771-2 (2.35)
2 16

O esbogo do gréfico de f' (Figura 2.2) mostra que f'(—1) - f/(0) < 0 sendo
que no intervalo (—1,0) f’ tem um zero de multiplicidade impar. Entao, apli-
cando o Método da Bisse¢do a f’ no intervalo inicial (a(¥, b)) = (-1, 0),
obtemos os resultados apresentados na Tabela 2.2. Nesta tabela sao apre-

sentados as iteradas até a convergéncia da solucdo com precisiao de 1073,

Tabela 2.2: Resultados referentes ao Exemplo 2.1.2.

K o) b (k) NORE
0| —1,0000e+0  0,0000e+0 | —5,0000e—1 | -1
1| —1,0000e+0 —5,0000e—1 | —7,5000e—1 | -1
2 | —=1,0000e+0 —7,5000e—1 | —8,7500e—1 | 1
3| —8,7500e—1 —7,5000e—1 | —8,1250e—1 | 1
4| —8,1250e—1 —7,5000e—1 | —7,8125e—1 | -1
5| —8,1250e—1 —7,8125e—1 | —7,9688e—1 | 1
6| —7,9688e—1 —7,8125e—1 | —7,8906e—1 | 1
7| —7,8006e—1 —7,8125e—1 | —7,8516e—1 | -1
8| —7,8906e—1 —7,8516e—1 | —7,871le—1| 1
9| —7,871le—1 —7,8516e—1 | —7,8613e—1| 1

5= [/(@®) - )

2.1.3 Exercicios

E.2.1.1. Use o Método da Bissecdo para aproximar um zero de

f(z) = 2®sen(z) — cos(z) (2.36)

aplicando como intervalo inicial (a(®,5(®) = (0,5, 1) e aproximacio inicial
70 = (¢ +5) /2. Faca, entdo, 6 iteracdes de forma a obter a aproximacio
2(®) e forneca-a com 7 digitos significativos por arredondamento.

E.2.1.2. Considere o Método da Bisse¢do para aproximar um zero de f(x) =

23 sen(z) — cos(z), aplicando como intervalo inicial (a(®,b(®) = (0,5, 1) e
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aproximacdo inicial (¥ = (a(® 4 b(©)/2. Use a estimativa de convergéncia
(2.26)
B 40

< (2.37)

para estimar o nimero minimo de iteragoes k.., necessarias para se obter
a solucdo com exatiddao de 10~%. Entéo, compute z(kem) e forneca-o com 6
digitos significativos por arredondamento.

‘x(k) —z"

E.2.1.3. Use o Método da Bisse¢ao para computar a(s) solugao(oes) das
seguintes equagoes com precisao de 8 digitos significativos.

a) x=2""para 0 <z <2
b) e =3z — a2 para —1 < z < 4.
E.2.1.4. Use o Método da Bissecao para encontrar uma aproximagao com

precisao de 10~* do zero de

f(z) = (—2® + 1, 1542 — 0, 332929) cos(z) + z*
— 1,154z + 0, 332929 (2.38)
no intervalo (0,55, 0,65). Fornega a aproximacao computada com 7 digitos

significativos por arredondamento.

E.2.1.5. Aplique o Método da Bissecdao para encontrar o ponto critico” de
flz)=(1—a%)e™"

no intervalo (0,2). Obtenha o resultado com precisao de 5 digitos significa-
tivos por arredondamento.

2

(2.39)

2.2 Meétodo da Falsa Posicao

O Método da Falsa Posicdo é uma variacdo do Método da Bissecdo. Dada
uma fun¢do f continua, escolhemos um intervalo inicial (a,b) tal que f(a) -

"Definimos que x é ponto critico de uma dada f, quando f’(z) = 0 ou #f'(x).
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f(b) <0 (i.e. f tem sinais trocados nos pontos a e b). Entao, uma aproxima-
¢ao para o zero de f neste intervalo é computada como o ponto de intersecao
da reta secante a f pelos pontos (a, f(a)) e (b, f()), i.e.

b—a

t=a——f(a). 2.40

70— fa)’ (2:40)
Veja a Figura 2.3.

—e— funcao
f(a) reta secante
0
OK
a :L'* b

Figura 2.3: ITlustracao do método da falsa posicao.

Mais explicitamente, o método consiste no seguinte procedimento iterativo:
1. Determinar um intervalo (a®, ") tal que f(aV)- f(bV) < 0.

2. Para k=1,2,3,--- ,N:

pE) _ o)
FO0) = (a®)

2.2 Verificar critério de parada.

2.1 2% =q®) —

a

2.3 Se f(a®) - f(z®) < 0, entdo a* V) = a® ¢ p-+1) = z(*),

2.4 Se f(a®). (b)) > 0, entdo a**+V) = 2*) ¢ pk+1) = pk),
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Exemplo 2.2.1. Consideremos o problema de aproximar o zero de

f(z) = sen? (:c + Z) —z?

i +57r +37T
455 16" " 64

no intervalo (0, 3). A tabela abaixo mostra os resultados obtidos da aplicacao
do Método da Falsa Posicio com intervalo inicial (", b)) = (2,3). Aqui, o
método foi iterado até a convergéncia com cinco digitos significativos.

(2.41)

alk) b(k) G
2,0000 3,0000 | 2,2455 | 1
2,2455 3,0000 | 2,3240 | 1
2,3240 3,0000 | 2,3470 | 1
2,3470 3,0000 | 2,3536 | 1
2,3536  3,0000 | 2,3555 | 1
2,3555 3,0000 | 2,3560 | 1

1
1
1
1
k))

o~

2,3560 3,0000 | 2,3561
2,3561 3,0000 | 2,3562
2,3562  3,0000 | 2,3562
2,3562  3,0000 2 3562

s:= f'(a®) - f(a

S © 00 O T Wi+

—_

| import numpy as np

2
3f = lambda x: np.sin(x+np.pi/4) **2 \

4 - x**%3 + np.pi/4xx**2 + 5xnp.pi**x2/16*x \
5 + 3*%np.pix**x3/64

Ta = 2.

8b = 3.

9for k in range(10):

10 x = a - (b-a)/(f(b)-f(a))=*f(a)
11 print (£"{k+1}: {x:.4f}")

12

13 s = np.sign(f(a)*f(x))

14 if (s == -1):

15 b =

[

16 elif (s == 1):
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17 a = X
18 else:
19 break

Observagao 2.2.1. (Ordem de Convergéncia.) O Método da Falsa Posicao
¢ globalmente convergente e tem ordem de convergéncia linear [7,
Secao 8.3].

2.2.1 Exercicios

E.2.2.1. Use o método da falsa posicao para aproximar um zero de
f(x) = 2 sen(z) — cos(x) (2.42)
aplicando, como intervalo inicial (a®"), b)) = (0,5, 1) e aproximacao inicial

b1 g0
o= = gy j‘(am) flat). (2.43)

Faca, entdo, 4 iteracoes deste método de forma a obter a aproximacao (¥ e
forneca-a com 7 digitos significativos por arredondamento.

E.2.2.2. Use o Método da Falsa Posicao para computar a(s) solu¢ao(oes)
das seguintes equacoes com precisao de 8 digitos significativos.

a) r=2""para 0 <z <2

b) e % = 31 — z2 para —1 <z < 4.

E.2.2.3. Use o Método da Falsa Posicao para encontrar uma aproximagao
com precisao de 4 digitos significativos do zero de

f(z) = (=2 + 11,1542 — 0, 332929) cos(x) + z*

(2.44)
— 1,154z + 0, 332929

no intervalo [—1, 0].
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E.2.2.4. Use o Método da Falsa Posi¢cdo para encontrar uma aproximagao
com precisdo de 107 do zero de

f(z) = (—2® + 1,154z — 0, 332929) cos(z) + z*

(2.45)
— 1,154z + 0, 332929

no intervalo (0,55, 0,65). Fornega a aproximagao computada com 7 digitos
significativos por arredondamento.

E.2.2.5. Aplique o Método da Falsa Posicao para encontrar o ponto critico®
de

(2.46)
no intervalo (0,2). Obtenha o resultado com precisao de 5 digitos significa-

tivos por arredondamento.

2.3 Iteracao de Ponto Fixo

Um ponto fixo de uma fungao g ¢ um ponto x tal que
g(x) = . (2.47)

Geometricamente, pontos fixos sao intersecoes do grafico da g com a reta
y = x, veja a Figura 2.4.

8Definimos que x é ponto critico de uma dada f, quando f'(x) = 0 ou 3f’(z).
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® pto. fixo

Figura 2.4: Exemplos de pontos fixos.

Observamos que toda equagao de uma incoégnita pode ser reescrita de forma
equivalente como um problema de ponto fixo.

Exemplo 2.3.1. Consideremos o problema de resolver

Sen2 <x + Z) = :v3 — %mQ

5w 3w
16" 64

(2.48)

Podemos reescrevé-la como o problema de se obter os zeros da seguinte funcao

f(x) = sen® (x + Z) —z* 210

Por sua vez, este problema é equivalente aos seguintes problemas de ponto
fixo (entre outros):
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a)
1
g1(z) = 562 [— sen’ (az + 7T> + 2
s
T, 3 (2.50)
4 641 -
b)
T 7r
g2(x) = [Sen2 (m + 4) + Zx2
5 37373 (2:51)

Na Figura 2.5 podemos observar que os zeros da f (a saber, x; = 37/4 ~
2,3562 e 1y = x3 = —7/4 = —0,78540) coincidem com os pontos fixos das

funcoes g1 e go.

Figura 2.5: Esbogo da fun¢ao f, g1 e go do Exemplo 2.3.1.

Em muitos casos, é possivel obter aproximagoes de um ponto fixo de uma
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dada funcao g pela chamada iteracao de ponto fixo:

2¥= aprox. inicial, (2.52)
2= g(2 W), (2.53)

com k=0,1,2,....

Exemplo 2.3.2. Vamos estudar as seguintes iteragoes de ponto fixo com as
fungoes g1 e g9 consideradas no Exemplo 2.3.1.

a) Funcdo g; com (¥ =0, 7.

2© = 0, 70000, (2.54)
2O = g, (x(O)) (2.55)
= —0, 70959, (2.56)

@ = g, (x(1)> (2.57)
— —0, 71716, (2.58)

2 — g <$(98)) (2.59)
— 0, 77862, (2.60)

209 = g, (x(998>) (2.61)
= —0, 78466, (2.62)
£(19999) _ o (w(19998)> (2.63)
— 0, 78536. (2.64)

Neste caso as iteragoes de ponto fixo convergem (lentamente) para o ponto
fixo r = —7/4 ~ —0, 78540.

b) Funcio g1 com z(®) =2, 5.

Este valor inicial estd préximo do ponto fixo x = 37/4 &~ 2,3562, entre-
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tanto as iteragoes de ponto fixo divergem:

2@ = 2.50000, (2.65)
M =g (x(0)> (2.66)

= 2,9966, (2.67)
z? = 15,8500, (2.68)
2\ = 4,8921 x 1012 (2.69)

¢) Fungdo go com 2 =2 5. Neste caso, as iteracdes de ponto fixo conver-
gem (rapidamente) para o ponto fixo préximo:

@ = 2.50000, (2.70)
M = g, (x(o)) (2.71)
= 2,4155, (2.72)
? = 23805, (2.73)
: (2.74)
2 =2, 3562. (2.75)

Este ultimo exemplo mostra que a iteracdo do ponto fixo nem sempre é
convergente. Antes de vermos condigoes suficientes para a convergéncia,
vejamos sua interpretacao geométrica.

2.3.1 Interpretacao geométrica

A Figura 2.6 apresenta o caso de uma iteracao de ponto fixo convergente. As
iteracoes iniciam-se no ponto (¥ e seguem para () = g(2() e 2® = g(zM).
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b1 -————————rr———————— »
| i
| A
| e |
| s
| i
| |
i | |
i 1 1
I | I
i z |
A |
o0 1 |
PR | I A B | |
Ay |
i ,/ L’r [ JI
J Y TR SN T S —
aqy | I
| [
| [
| [
| [
N
i y = g(x) : :
sy =X [
' 0 z® 0 b

Figura 2.6: Interpretacao geométrica da iteracao de ponto fixo.

2.3.2 Analise Numérica

O seguinte teorema nos fornece condigoes suficientes para a convergéncia das
iteragoes de ponto fixo.

Teorema 2.3.1. (Teorema do Ponto Fixo.) Seja g fungdo continuamente
diferenciavel satisfazendo ambas as seguintes condigoes

a) g([a,b]) C [a,b],
b) |¢'(z)] < K < 1 para todo z € [a,b].
Entao, g tem um tnico ponto fixo z* € [a, ] e as iteragdes

ﬁﬂnzgﬁw)k:QLzﬂw (2.76)
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convergem para z*, para qualquer escolha de 29 € [a, b].

Demonstra¢io. Da hipétese b), temos que g é uma contracao com

lg(z) —g(y)| < K - |z —yl, (2.77)

para quaisquer z,y € [a,b]. Com isso, da hipétese a) e tomando 2 € [a, b],
temos

‘x(k“) - x(k)‘ = ’g(x(k)) - g(x(k_l))’ (2.78)

<K |0 — 27| (2.79)

< KM@ — 2] (2.80)

para k=1,2,.... Como K < 1, temos ’x('““) — x(k)‘ — 0 quando k — o< e,

portanto, z(¥) converge para algum z* € [a, b].

De fato, z* é ponto fixo de g, pois da continuidade da g, temos

z* = lim z*+) (2.81)
k—ro0

= lim g(z®) = g(a*). (2.82)
k—o0

Por fim, x* é nico, pois assumindo a existéncia de outro ponto fixo x** # x*
teriamos

2" — 2™ = |g(a") — g(z™)] (2.83)
< Klz* —a™| (2.84)

<|a* —a™. (2.85)

UJ

Observagao 2.3.1. (Ordem de Convergéncia.) A iteragao de ponto fixo tem
ordem de convergéncia linear

20D — o ®)| < K |p®) — gD (2.86)

onde 0 < K < 1 é a constante dada na hipétese b) do Teorema do Ponto
Fixo. Além disso, isso mostra que quanto menor o valor da constante K,
mais rapida é a convergéncia das iteragoes de ponto fixo.
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2.3.3 Zero de Fungoes

Dado um problema de encontrar um zero de uma func¢ao f (i.e., resolver
f(z) = 0), podemos construir uma fun¢ao g com ponto fixo no zero de f e
aplicarmos a iteragao de ponto fixo para computa-lo. Para tanto, observamos
que

f(x)=0 (2.87)

& (2.88)

r—af(x) =z, (2.89)
=:g(z)

com « € R escolhido de forma a satisfazer as hipoteses do Teorema do Ponto
Fixo (Teorema 2.3.1).

Exemplo 2.3.3. Retornamos ao problema de encontrar o zero da funcao

572 33
f(z) = sen? (m + Z) -z + %xQ + 1—7r6x + 6l4 (2.90)

no intervalo [2, 3]. Para construir uma fung¢ao ¢ para a iteragao de ponto fixo
neste intervalo, podemos tomar

g9(x) =z —af(x), (2.91)

com o = —0,1. A Figura 2.7 mostra esbogos dos graficos de g e |¢'| no
intervalos [2,3] e podemos observar que esta escolha de « faz com que a g
satisfaca o Teorema do Ponto Fixo.
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1.0 1

0.5 1

0.0 1

Figura 2.7: Esbogo dos gréficos de g e |¢'| discutidas no Exemplo 2.3.3.

Entdo, fazendo as iteracoes de ponto fixo com aproximacao inicial (¥ = 2,6,
obtemos os resultados apresentados na Tabela 2.3.

Tabela 2.3: Resultados referentes ao Exemplo 2.3.3.

2B |k — k)
2, 6000 x-
2,3264  2,7e—1
2,3553  2,9e—2
2,3562  8,de—4
2,3562  1,le—5

W N — O

| import numpy as np
2
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3# fun obyjg

4f = lambda x: np.sin(x+np.pi/4)**2 \

5 - x**3 + np.pi/4*xx**%2 + bB*knp.pi**x2/16*x \
6 + 3xnp.pi**3/64

vd

{

8 # param

9alpha = -0.1

10 # fum pto fizo

11g = lambda x: x - alpha*f(x)

12
13 # aproxz inicial
14x0 = 2.6

15print (£ '\n{1}: {x0:.4£f3}"')
16 for k in range (4):

17 x = g(x0)

18 nd = np.fabs (x-x0)

19 print (f'{k+1}: {x:.4f}, {nd:.1le}")
20 x0 = x

2.3.4 Exercicios

E.2.3.1. Fornega o(s) ponto(s) fixo(s) de

g(z) = 2%, (2.92)

E.2.3.2. Verifique se a iteragao de ponto fixo é convergente para as seguintes
fungoes e aproximacoes iniciais:

a) gi(x) = cos(x), 2z = 0,5
b) go(z) = 2%, 2 = 1,01

Justifique sua resposta.

E.2.3.3. Considere o problema de computar uma aproximagao do zero de
f(x) = z—cos(z). Resolva-o aplicando a iteragao de ponto fixo para a funcao
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auxiliar

9(x) =7 — af(z), (2.93)
restrita ao intervalo [a, b] = [0.5, 1] com aproximacdo inicial #(?) = (a + b)/2.
Escolha o melhor valor de « entre os seguintes:

l.a=1

2. a=0,5
3. a=—-0,5
4. a=0,6

Entao, compute uma aproximacao do zero de f com 5 digitos significativos
de precisao.

E.2.3.4. Seja
f(x) = sen? (a: + Z) — 28
T, bm? 33 (2:94)
a) Aplique a iteragdo de ponto fixo na fun¢ao auxiliar
g(w) = = — af(x) (2.95)
para algum «a adequado, de forma que aproximacdo inicial (¥ = —0,5
leve a iteragoes de ponto fixo que convirjam para z* = —7/4, zero de

multiplicidade par de f.

b) Mostre que ¢'(z*) = 1 para qualquer valor de «. Por que isso explica a
lenta convergéncia observada no item a)?

¢) Alternativamente, verifique que a abordagem da iteracao de ponto fixo
converge muito mais rapido para x* se aplicada a derivada de f, i.e.
aplicando a iteragao a funcao auxiliar

h(z) =z — af'(z), (2.96)

para um valor de o adequado.
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E.2.3.5. Use o Método da Iteracao de Ponto Fixo para aproximar um zero
de
f(z) = 2*sen(z) — cos(x) (2.97)

no intervalo inicial [0, 5, 1].

E.2.3.6. Use o Método da Iteragao de Ponto Fixo para computar a(s)
solugao(bes) das seguintes equagdes com precisao de 8 digitos significativos.

a) r=2""para 0 <z <2

b) e =3r — 22 para —1 < z < 4.

E.2.3.7. Use o Método de Iteracao de Ponto Fixo para encontrar uma
aproximacao com precisao de 4 digitos significativos do zero de

f(z) = (—2® + 1, 1542 — 0, 332929) cos(z) + z*

(2.98)
— 1,154z + 0, 332929

no intervalo [—1, 0].

E.2.3.8. Use o Método de Iteracao de Ponto Fixo para encontrar uma
aproximacao com precisdo de 107 do zero de

f(x) = (=2 + 11,1542 — 0, 332929) cos(x) + z*

(2.99)
— 1,154z + 0, 332929

no intervalo (0,55, 0,65). Fornega a aproximagao computada com 7 digitos
significativos por arredondamento.

E.2.3.9. Use o Método da Iteracao de Ponto Fixo para encontrar o ponto
critico? de
2
flz)=(1—2%e" (2.100)

no intervalo (0,2). Obtenha o resultado com precisao de 5 digitos significa-
tivos por arredondamento.

9Definimos que x é ponto critico de uma dada f, quando f'(z) = 0 ou Af'(x).
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2.4 Método de Steffensen

O método de Steffensen'® ¢ uma aplicacio do método de aceleracdo de con-
vergéncia A% de Aitken!! & iteracdo de ponto fixo.

2.4.1 Acelerador A? de Aitken

Seja dada uma sequéncia (z®))$° | monotonicamente convergente para z*.

Assumimos que k seja suficientemente grande tal que

gD _ g p(k+2) _

o N (2.101)

Entao, isolando z* obtemos

. 2(F) p(k+2) (x(k:—&-l))Q
= (k) — 9p(k+1) + pk+2)”

x (2.102)

Ainda, somando e subtraindo (z*)? e 20®2*+) no numerador acima e
rearranjando os termos, obtemos
(x(k+1) _ x(k))Q

B p(k+2) _ 9pp(k+1) —+ k)’

(2.103)

O observado acima, nos motiva a introduzir o acelerador A? de Aitken

(z+D) — (k)2

(2 — 9 (k+1) + k)

A g®) (D) (21— (k) (2.104)

Exemplo 2.4.1. Consideremos o problema de encontrar o zero da funcao

f(z) = sen? (a: + Z) -2

—l—zx2—|—5—wzx+?i3
4 16 64

(2.105)

10Johan Frederik Steffensen, 1873 - 1961, matematico e estatistico dinamarqués. Fonte:
Wikipédia.
1 Alexander Aitken, 1895 - 1967, matematico neozelandés. Fonte: Wikipédia.
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no intervalo [2, 3]. Para tanto, podemos aplicar a iteragao de ponto fixo dada

por
2D — g(x(k))

2.106
=z —af(®), k=12 ... ( )

Y

com o = —0,05 e (¥ = 2,6. Na Tabela 2.4 temos os valores das iteradas
z®) e das correcoes A2 = A2{z®) p*+D 2421 de Aitken. Neste caso, a
aceleracao de convergéncia é notavel.

Tabela 2.4: Resultados referentes ao Exemplo 2.4.1.

z(k) A?
2,6000 -X-
92,4632  -x-
2,4073 2, 3687
92,3814 2,3590
2,3688  2,3569
2,3625 2,3564
2,3594  2,3562
2,3578 2,3562

o

N O Ul W N~ O

| import numpy as np

2

3# fun oby

4f = lambda x: np.sin(x+np.pi/4)**2 \

5 - x**3 + np.pi/4*xx**%2 + b5*knp.pi**x2/16*x \
6 + 3*%np.pix**x3/64

(

8# fun pto fixo

9 alpha = -0.05

10g = lambda x: x - alphax*f(x)
11

12x0 = 2.6

1I3print (f'\nl1: {x0:.4f}"')

14 for k in range (7):

15 x1 = g(x0)

16 x2 g(x1)

17 x = x0 - (x1-x0)*%2/(x2-2*%x1+x0)
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18 print (£ '\n{k+2}: {x1:.4f}, {x:.4f}"')
19 x0 = x1

2.4.2 Analise Numérica

Defini¢ao 2.4.1. (Diferenca Progressiva.) Para uma sequéncia (x(’“))oo

)

k=1
Az®) denota o operador de diferenga progressiva e é definido por

Az® = g0 _ g (%) (2.107)
Poténcias maiores do operador sao definidas recursivamente por

A — A (Anflx(k)) . n>2. (2.108)

Da definicao acima, temos que

A0 = A (520) (2.109)
— A (m("“‘“) _ x(k)) ( )

_ AR _ AL® (2.111)

_ (:z:(’“”) _ x(k+1)) _ (x(k+1) _ x(k)) ( )
(2.113)

_ p(k2) 9 (kHD) 4 (k)

Com isso, temos que o acelerador A? de Aitken (2.104) pode ser reescrito
como ,
(22)

W. (2.114)

A2 {x(k)7$(k+1)7 x(k+2)} k)

Teorema 2.4.1. Seja (x(k));l uma sequéncia linearmente convergente para

¥ e
‘ ZL‘(k+1) —
lim ———— < 1. (2.115)

k—o0 x(k) — x*
Entdo, a sequéncia A? de Aitken (i'(k)):;, com

20 .= A2 {x(k), Gl x(k”)} , (2.116)
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converge para x* mais rdpido que (x(k)> no sentido de que

S _ g
lim =" —. (2.117)

k—o00 gj(k’) — *

Demonstracao. Em construcao ... O

2.4.3 Algoritmo de Steffensen

O método de Steffensen consiste em aplicar o acelerador A? de Aitken A ite-
racao de ponto fixo. Mais especificamente, sejam uma aproximacao inicial
2 e uma iteracdo de ponto fixo

2D = gz k=0,1,2,.... (2.118)
O algoritmo de Steffensen consiste em:
1.z + 20,
2. Para k=0,1,2,...,N — 1:
(a) @1 < g(x).
(b) 2 = g(1).
(c) 2*+D) « A2z, 2y, 25},
(d) o+ xk+D),

Exemplo 2.4.2. Retornamos ao exemplo anterior (Exemplo 2.4.1. Na Ta-
bela 2.5 temos os valores das iteradas de Steffensen 2*) ¢ do indicador de
convergéncia |z*) — p(*=1)|,

| import numpy as np

2

3# fun obyg

4f = lambda x: np.sin(x+np.pi/4)**2 \

5 - x**%3 + np.pi/4*xx**%2 + b5*knp.pi**x2/16*x \
6 + 3*%np.pix**3/64
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Tabela 2.5: Resultados referentes ao Exemplo 2.4.2.

20 gk )
2,6000 x-
2,3687  2,3e—1
2.3562  1,2e—2
2,3562 4,2 —5

W N = O

=

{

8# fun pto fizo

9alpha = -0.05

[0g = lambda x: x - alphax*f(x)
11
12x0 = 2.6
13 print (£'\nl: {x0:.4f}"')
14 for k in range (3):

15 x1 = g(x0)

16 x2 = g(x1)

17 x = x0 - (x1-x0)*%x2/(x2-2*xx1+x0)

18 nd = np.fabs(x-x0)

19 print (f '\n{k+2}: {x:.4f}, {nd:.1le}"')
20 x0 = x

Exercicios

E.2.4.1. Use o método de Steffensen para obter uma aproximacao do zero
de f(x) = x®sen(z) — cos(x) no intervalo [0,5, 1] com precisio de 107S.

E.2.4.2. Use o Método da Iteracdo de Ponto Fixo para aproximar um zero
de

f(z) = 2*sen(z) — cos(x) (2.119)

no intervalo inicial [0, 5, 1].

E.2.4.3. Use o Método de Steffensen para computar a(s) solucao(des) das
seguintes equagoes com precisao de 8 digitos significativos.
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a) x=2""para 0 <z < 2.
b) e~ = 31 — 22 para —1 <z < 4.
E.2.4.4. Use o Método de Steffensen para encontrar uma aproximacao com
precisao de 4 digitos significativos do zero de

f(z) = (—2® +1,154x — 0, 332929) cos(x) + 2> — 1,154z + 0, 332929 (2.120)
no intervalo [—1, 0].

E.2.4.5. Use o Método de Steffensen para encontrar uma aproximacao com
precisao de 10~* do zero de

f(z) = (—2® + 1, 1542 — 0, 332929) cos(z) + z*

(2.121)
— 1,154z + 0, 332929

no intervalo (0,55, 0,65). Fornega a aproximagao computada com 7 digitos
significativos por arredondamento.

E.2.4.6. Use o Método de Steffensen para encontrar o ponto critico'? de

fl@)=(1—a%)e™"

no intervalo (0,2). Obtenha o resultado com precisao de 5 digitos significa-
tivos por arredondamento.

2

(2.122)

2.5 Método de Newton
Seja x* um zero de uma dada funcao f, i.e.

f(z®) =0. (2.123)
A expansdo em polindémio de Taylor! de f em um ponto & dado, é

f@®) = f(@) + f(@) (=" — ) + O(|a" — 2. (2.124)

2Definimos que z é ponto critico de uma dada f, quando f'(x) = 0 ou Af’(z).
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Como f(z*) =0, temos

0= f(7)+ f'(7) (2" — 1) + O((z" — 7)*) (2.125)
; AN G
4+ O(|jz* — Z?) ) (2.126)

Esta tltima expressao nos indica que dada uma aproximacao & do zero de f
a, expressao

i 1@ (2.127)
/(@)
aproxima z* com um erro da ordem de |z* — Z|?.
Estas observacoes nos levam a iteracdo de Newton'?
29 = aprox. inicial, (2.128)
k
o) — g0 S (2.129)

W)

com k=0,1,2,....

Exemplo 2.5.1. Consideramos o problema de encontrar o zero da funcao

f(z) = sen? (ZB + Z) —z*

L 5m? N 3m?
—rt+ —r+ —.
4 16 64

(2.130)

no intervalo [2, 3] (Consulte a Figura 2.8).

13Gir Isaac Newton, matemético e fisico inglés, 1642 - 1726/27. Fonte: Wikipedia.
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15 1

10 1

_10_

_15_

_20 -

T T P
% 0 10 3

Figura 2.8: Esbogo da funcao f do Exemplo 2.5.1.

Fazendo as iteracdes de Newton com aproximacao inicial (%) = 2,6, obtemos
os resultados apresentados na Tabela 2.6.

Tabela 2.6: Resultados referentes ao Exemplo 2.5.1.

k 2(F) ]:z;(k) — x(k—1)|
0 | 2,6000 -X-
12,3836 2,2 —1
2 | 2,3566 2,7e—2
3 12,3562 3,9%—4
4 12,3562 8,3e—38
| import numpy as np
2
3# fun oby
I f = lambda x: np.sin(x+np.pi/4)**2 \
5 - x**3 + np.pi/4*xx**2 + b*np.pi**x2/16%x \
6 + 3*np.pix**x3/64

7
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8f1l = lambda x: 2*np.sin(x+np.pi/4)*np.cos(x+np.pi
/4) \

9 -3%x**2 + np.pi/2%x + b*np.pi*x*2/16

10

11 # aproxz. imicial

12x0 = 2.6

3print(£'0: {x0:.4el}"')

14

15# 2teracdes

16 for k in range (4):

17 x = x0 - £(x0)/£f1(x0)
18 print (f'{k+1}: {x:.4el}"')
19 x0 = x

Observacao 2.5.1. O método de Newton é uma iteracao de ponto fixo
6tima. Do Teorema do Ponto Fixo (Teorema 2.3.1), a iteracao

M = g(2™) (2.131)
=z — af(z) (2.132)

tem taxa de convergéncia'®

2k — 20| < K |p®) — k=), (2.133)

com K tal que |¢'(z)| = |1 — af'(x)| < K < 1. Isto nos indica que a melhor

escolha para a é

1
a= Sy (2.134)

de forma que (2.132) coincide com a iteragao de (2.129).

2.5.1 Interpretacao geométrica

Dadas uma aproximacao = de um zero de uma funcdo f, a iteracdo de

Newton fornece uma nova aproximacgao z* D) com
(k)
E+1) _ (k f (35 )
2B — (k) Py (2.135)

4 Supondo verdadeiras as demais hipéteses do Teorema 2.3.1.
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Subtraindo z**1) e multiplicando por — f'(z*®), obtemos
0= F/(a) (&) — 480 4 f(z) (2.136)

Observemos que o lado direito desta tltima equagao corresponde a expressao
da reta tangente ao grafico de f pelo ponto (z(®), f(z(®)), avaliada em z*+1).
Mais precisamente, a equacao desta reta tangente é

y = f'(@W)(@—2®) + f(a) (2.137)

e a equagao (2.136) nos informa que em x = z*+1D a reta tangente cruza o
eixo x.

1 funcao obj.
-------- reta tangente
Fla®)7
fla)
0 =

Z‘(O) x(l) x
Figura 2.9: Interpretagao geométrica das iteragoes de Newton.

Destas observacoes, concluimos que a iterada z*t1) do método de Newton
corresponde ao ponto de intersecao da reta tangente ao grafico da f pelo
ponto (%, f(z*)) com o eixo das abscissas'®. Consulte a Figura 2.9.

5Eixo .
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Exemplo 2.5.2. Consideremos que o método de Newton seja usado para
aproximarmos o zero de

(2.138)

Observemos que esta fungdo tem x = 1 como seu unico zero. Agora, se
escolhermos (¥ = 0,5 as iteracoes de Newton convergem para este zero,
mas, se escolhermos #(® = 1,5 ndo (consulte a Tabela 2.7).

Tabela 2.7: Resultados referentes ao Exemplo 2.5.2
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0| 5,0000e—1 1,5000e+0
11]8,3333e—1 2,5000e+0
219,6377e—1  2,7308e+0
319,9763e—1 2,9355¢+0
419,9999e—1 3,1223e+0
5| 1,0000e4+0 3,2955¢+0
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 2.10: Escolha da aproximacao inicial para o método de Newton.

Embora ambas aproximacoes iniciais estao a mesma distancia da solucao
z = 1, quando tomamos (¥ = 1,5 as iteracdes irdo divergir, como podemos
observar da interpretacao geométrica dada na Figura 2.10.

2.5.2 Analise de convergéncia

Seja x* o zero de uma dada funcao f duas vezes continuamente diferenciavel
com f'(x) # 0 para todo z € [z* — g, 2" + £¢] para algum gy > 0. Seja,
também, (z¥))2° ) a sequéncia das iteradas de Newton

(*)
ke _ o SET)
oD = o) - Lo k=012 (2.139)
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com aproximacao inicial (¥ € (2* — gy, 2* 4+ ¢). Entdo, do polinémio de
Taylor de grau 1 de f em torno de z(?), temos

f@) = f@) + (@) (2" — @) + / "(25,(0)> (z* — )2 (2.140)

onde £ estd entre (¥ e £9 Dai, rearranjamos os termos e notamos que
f(z*) = 0 para obtermos

(0) 1 (¢(0)
- (0)_f<55' )| "(EY) x . (0))2
x lx Py | = 2f’(x(0))($ ). (2.141)
Entéao, da iteragdo de Newton (2.139), temos
11 ( ¢(0)
* 1) f (g( ) * 0)\2
Logo,
lz* — 2W| < Cla* — 22, (2.143)
com 1(a)
x
C= sup . 2.144
T, YE[z*—e,x*+¢] 2f/(y) ( )

Segue, entdo, que se z(0) € (x* — e,2" + ¢) para algum ¢ > 0 tal que
Cla* =20 <1, Vze(z"—e 2" +e), (2.145)
entdo (V) € (z* — &, 7% + ¢).

Logo, por inducao matematica'®, temos que o método de Newton tem ordem
de convergéncia quadratica

|2*F) — | < C)a® — 2% 2, (2.146)

para qualquer escolha de z® suficientemente préximo de z*, ie. () €
(x* —e,x* +¢).

Observagao 2.5.2. O intervalo (z* — ¢,2* + ¢) é chamado de bacia de
atracao do método de Newton.

16Veja o exercicio 2.5.6.
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Exemplo 2.5.3. Retornamos ao problema de encontrar o zero da fun¢ao

f(z) = sen? <x + Z) — 3

n T o n 5 L 373
-+ —z+ —.
4 16 64

no intervalo [2,3]. Este problema foi construido de forma que z* = 37/4
¢ um zero de f. Entao, fazendo as iteragoes de Newton com aproximacao
inicial 2(®) = 2,6, obtemos os resultados apresentados na Tabela 2.8, os quais

evidenciam a convergéncia quadratica das iteragoes computadas.

(2.147)

Tabela 2.8: Resultados referentes ao Exemplo 2.5.3.

Bl o2®  |z® — g
02,6000 2,4e—01
12,3836 2,7e—02
22,3566 3,9¢—04
32,3562 8,3¢—08
42,3562  3,6e—15

2.5.3 Zeros miltiplos

Na analise de convergéncia acima foi necessario assumir que f'(z) # 0 para
todo x em uma vizinha do zero z* da funcao f. Isto nao é possivel no caso
de x* ser um zero duplo pois, entdo, f'(x*) = 0. Neste caso, podemos aplicar
o método de Newton a f’(x), a qual tem z* como um zero simples.

Exemplo 2.5.4. Consideremos o problema de aproximar o zero da fungao

f(x) = sen® (m + Z) — 3

I 5 N 373 (2.148)
T T
no intervalo [—1,0]. Este problema foi construido de forma que z* = —7/4
é¢ um zero duplo de f. Entao, aplicamos o método de Newton a
f'(z) = 2sen (x + Z) cos (:1: + Z)
T B (2.149)
— 38+ —x + —.
BT 16
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Ou seja, as iteragoes de Newton sao

1( (k)
(k+1) _ (k) _ f(@™) _
x x () k=0,1,2,..., (2.150)
sendo ") uma aproximacdo inicial. Na Tabela 2.9, temos os resultados
obtidos da computacdo destas iteracoes com zM) = —0, 5.

Tabela 2.9: Resultados referentes ao Exemplo ?77.

K|oa® g g
0 | -0.5000

1]-0.8341  3.3¢-01
2 -0.7862  4.8¢-02
31-0.7854  7.9e-04
41-0.7854  2.3e-07
51-0.7854  1.9¢-14

Observagao 2.5.3. (Zeros miltiplos.) No caso de zeros de multiplicidade
m > 1 de uma dada funcdo f, podemos aplicar o método de Newton a
derivada m — 1 de f, o que requer o calculo de m derivadas de f. Alternati-
vamente, consideramos aplicar o método a funcao auxiliar

)
M) = ey

(2.151)

De fato, se x* é zero de multiplicidade m > 1 de f, entao existe uma funcao
g tal que g(z*) #0 e

f(@) = (@ — )" g(a) (2.152)
Com isso, temos
o (v = )" g()
) = @)+ =) @)

_ e-a)gl)
mg(x) + (x — ) ¢ (2)

Como g (z*) # 0, temos que

g(z") 1
@ @ =g @) m T (2.153)
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Ou seja, * é um zero simples de u. A iteragao do Método de Newton aplicado
a i fornece

(k)
2 (k+1) k) M (2.154)

:(L‘(

()
T = o)) (2.155)
EeD)k
Rearranjando os termos, obtemos a iteracao modificada de Newton para zeros
de multiplicidade maior que 1

. f(#9) £ (=®)
e —rem ey )

Para uma aplicacao, consulte o exercicio 2.5.3.

~—

L (k1)

Exercicios

E.2.5.1. Use o método de Newton para obter uma aproximacao do zero de
f(x) = x®sen(z) — cos(x) no intervalo [0,5, 1] com precisao de 107°.

E.2.5.2. Use o método de Newton para obter uma aproximacao do zero de

f(z) = (—2® + 1, 1542 — 0, 332929) cos(z)

2.157
+ 2% — 1, 1542 + 0, 332929 (2.157)

no intervalo (0,55, 0,65) com precisao de 107°.

E.2.5.3. A funcao (2.148) tem um zero de multiplicidade par em z = —7 /4.
Assumindo a aproximacao inicial z(® = —0, 5, aplique a iteracio modificada
de Newton dada em (2.156) e compare os resultados com apresentados na
Tabela 2.9.

E.2.5.4. Assumindo a aproximacao inicial z(®) = 1, aproxime o zero de

flx)y=€e"—az—1 (2.158)
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usando:

a) a iteracao de Newton para f.

b) a iteragdo de Newton para f’.

c) a iteracdo modificada de Newton!” para f.

Qual a melhor abordagem? Justifique sua resposta.

E.2.5.5. Use o Método de Newton para obter a aproximacao do zero de

p(z) = 2° — 3ra® + 37’z — 7. (2.159)

Andlise Numérica

E.2.5.6. Complete a demonstracao por indugdo matematica de que o mé-
todo de Newton tem taxa de convergéncia quadratica.

2.6 Meétodo da Secante

O Método da Secante é um método tipo de Newton. Observamos que para
duas aproximacoes z*) e 2(*~1 suficientemente préximas, temos'®

(k)Y (k—1)
f/(I(k)) o~ f(fx(ka - i((;f_l) ) (2.160)

Assim sendo, substituindo esta aproximacao na iteracgao de Newton (Eq.
(2.129)), obtemos a iteragdo do Método da Secante
U — aprox. iniciais, (2.161a)
aj(k) — x(k_l)

)T = Dy

20D = o) _ () (2.161b)

para k=1,2,3,....

"Equagao (2.156).
18Razao fundamental do Célculo.
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Exemplo 2.6.1. Consideramos o problema de encontrar o zero da funcao

f(z) = sen® (3: + Z) —2°

LT 2<+_5W2 +_3W3
—rt 4+ —x+ —.
4 16 64
no intervalo [2,3]. Fazendo as iteragdes do Método da Secante com aproxi-
macoes iniciais (9 = 2.6 e () = 2,5, obtemos os resultados apresentados

na Tabela 2.10.

(2.162)

Tabela 2.10: Resultados referentes ao Exemplo ?7?.

k|l %D (k) |z — (=1
0 | 2,6000 2,5000 -X-
12,5000 2.3728 1,3e—1
22,3728 2,3574 1,5e—2
3 12,3574 2,3562 1,2e—3
4 12,3562 2,3562 1,1e=5
52,3562 2,3562 7,0e—9

1l import numpy as np

2

3# fun obyg

4f = lambda x: np.sin(x+np.pi/4)**2 \

5 - x**3 + np.pi/4*xx**2 + b5*np.pi**2/16*x \

6 + 3*np.pi**x3/64

-

8# aprox. iniciais

9x0 = 2.6

10x1 = 2.5

11 print (£ '\n0: {x0:.4f}, {x1:.4f}")

12

13 # iteracgoes

4 for k in range (5):

15 x = x1 - £(x1)*x(x1-x0)/(£f(x1)-£f(x0))

16 x0 = x1

17 xl = x

18 print (f'{k+1}: {x0:.4f}, {x1:.4f}, {np.fabs(x1l

-x0):.1e}")

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 2. EQUACAO COM UMA INCOGNITA 89

2.6.1 Interpretacao Geométrica

A iteracao do Método da Secante é

x(k) — x(k_l)

o) — k) f(;c(k))ﬂx(k)) Ry (2.163)
donde segue que
0 = k) _ k) 4 f(x(k))ﬂ::(g; : ?(:(:1)), (2.164)
bem como que
0= f(xZB = ﬁf(k} 2 (@D — 20 4 f (). (2.165)
Ou seja, Y é o ponto de intersecdo da reta
Y= f(z®)) — (1) (@®D — 2 ®)y 1 f(z®), (2.166)

x — pk-1)

com o eixo x. Esta é a reta secante ao grafico de f pelos pontos (z(¥), f(z®))
e (z7D, f(z*D)).
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| funcado obj.
------ reta secante
f(x(o)) .
Flath) -
f(x(Z)) .
0 -

20 e L2
Figura 2.11: Interpretacao geométrica do Método da Secante.

Observacgao 2.6.1. (Aproximagdes iniciais.) A interpretagdo geométrica do
método da secante pode nos ajudar a escolher as aproximacoes iniciais ) e
2® . Como uma boa pratica, escolhemo-las préximas do zero (por inspecio
grafica), tomando 2" como uma aproximacao melhor que z(®.

Observagao 2.6.2. (Ordem de convergéncia super-linear.) A ordem de con-
vergéncia do Método da Secante é superlinear com

|25 — ¥ < C)2® — 2*)?, (2.167)
onde ¢ = (1 ++/5)/2 ~ 1,618 (razdo aurea) e z* é o zero de f.
Observacgao 2.6.3. (Zeros de multiplicidade par.) A ordem de convergéncia
super-linear do método da secante nao se mantém para o caso de z* ser um

zero multiplo. Para contornar este problema, pode-se aplicar o método a
derivada n — 1 de f, a fim de se aproximar um zero de multiplicidade n.
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Observacao 2.6.4. (Cancelamento catastréfico.) Conforme convergem as
iteracdes do método da secante, o denominador f(z®) — f(z*~Y) pode
convergir rapidamente para zero, ocasionando uma divisao por zero.

Exercicios

E.2.6.1. Use o Método da Secante para obter uma aproximacao do zero de
f(z) = 2*sen(z) — cos(x) (2.168)

no intervalo [0, 5, 1] com precisdo de 107°.

E.2.6.2. Use o Método da Secante para computar a(s) solucao(des) das
seguintes equagoes com precisao de 8 digitos significativos.

a) r=2""para 0 <z <2

b) e =3r — 22 para —1 <z < 4.

E.2.6.3. Use o Método da Secante para obter uma aproximacao do zero de

f(x) = sen? (x + Z) — 3

LT 5 N 3
—2 T+ ——.
4 16 64

no intervalo [—1,0] com precisao de 10~5. Compare a convergéncia entre as
seguintes abordagens:

(2.169)

a) aplicando a iteracao (2.161) diretamente a f.
b) aplicando a iteragao (2.161) diretamente a f’.
Qual das duas abordagens tem convergéncia mais rapida? Justifique sua

resposta.

E.2.6.4. Use o Sétodo da Secante para obter uma aproximacao do zero de
f(z) = (—2? 4+ 1, 1542 — 0, 332929) cos(z)

2.170
+ 2% — 1,154z + 0, 332929 ( )
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no intervalo (0,55, 0,65] com precisao de 1075.

E.2.6.5. Use o Método da Secante para encontrar uma aproximacao com
precisao de 4 digitos significativos do zero de

f(z) = (—2® 41,1542 — 0, 332929) cos(z) + z*

(2.171)
— 1,154z + 0, 332929

no intervalo [—1, 0].

bootstra

E.2.6.6. Use o Método da Secante para encontrar o ponto critico!® de

fl@)=(1—a%)e™"

no intervalo [0,2]. Obtenha o resultado com precisao de 5 digitos significati-
vos por arredondamento.

2

(2.172)

2.7 Raizes de Polindmios
[[tag:revisar]]

Nesta se¢ao, veremos como o método de Newton pode ser aplicado de forma
robusta a polindmios com o auxilio do método de Horner?®. A questao central
é que dado um polinémio de grau n escrito na forma

p(r) = a1 @™ + asx" ' + -+ apT + apy, (2.173)

o procedimento de avalid-lo em um ponto requer n!n multiplicagoes e n adi-
¢oes. Desta forma, a aplicacdo do método de Newton para obter as raizes
de p torna-se computacionalmente custosa, por requer a avaliacao de p e de
sua derivada a cada iteracdo. Agora, o método de Horner nos permite ava-
liar p em um ponto qualquer usando apenas n multiplicagoes e n adigoes,
reduzindo enormemente o custo computacional.

9Definimos que x é ponto critico de uma dada f, quando f'(x) = 0 ou #f'(z).
20William George Horner, matemético britanico, 1786 - 1837. Fonte: Wikipedia
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2.7.1 Método de Horner
[[tag:revisar]]
Sejam dados um nuimero xy e um polindmio de grau n
p(z) = pra™ + pox™ P o pax + Payis. (2.174)
O método de Horner consiste em computar p(zg) pela iteracao

q1 = P1, (2175)
Q= Pk + qr—1%0, k=2,3,....,n+1, (2.176)

sendo que, entao, p(xg) = gn11 €, além disso,
p(x) = (x — 20)q(®) + gnt1, (2.177)
com

q(z) = "+ @r" P+ 4 g1z + G (2.178)

De fato, a verificagao de (2.177) é direta, uma vez que

( — 20)q(®) + qns1 = (@ — 20) (2" + Q2" 2+ + 1T + )
+ oyt (2.179)
= qa" + (g2 — qzo)" "+ -+ (Guy1 — quro). (2.180)

E, entdo, igualando a p(z) na forma (2.174), temos as equagoes (2.175)-
(2.176).

Exemplo 2.7.1. Consideremos o polinémio
p(z) = 2% — 32° + 4. (2.181)

Para computarmos p(1) pelo método de Horner, tomamos xy = 1, ¢; = p; = 1
e

@=p2t+qro=—-3+1-1=-2 (2.182)
@3 =p3+@ro=0+(-2)-1=-2 (2.183)
Q=pi+@ro=4+(-2)-1=2. (2.184)

Com isso, temos p(3) = ¢4 = 4 (verifique!).
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Observagao 2.7.1. Ao computarmos p(zq) pelo método de Horner, obtemos
a decomposicao
p(x) = (2 — 20)q(x) + b1 (2.185)

Desta forma, temos

p'(x) = q(z) + (x — zo)q (), (2.186)

donde temos que p'(zg) = q(x¢). Com isso, para computarmos p’(xy) pode-
mos aplicar o método de Horner a ¢(x).

2.7.2 Meétodo de Newton-Horner

[[tag:revisar]]

A implementagao do método de Newton a polindmios pode ser feita de forma
robusta com o auxilio do método de Horner. Dado um polinémio p e uma
aproximacao inicial () para uma de suas raizes reais, a iteracdo de Newton
consiste em

(k)

P (x®)’

na qual podemos utilizar o método de Horner para computar p(z®) e p/(2(®).

Exemplo 2.7.2. Consideremos o caso de aplicar o método de Newton para

obter uma aproximagao da raiz x = —1 de

p(z) = 2° — 32 + 4, (2.188)
com aproximacao inicial ) = —2. Na Tabela 2.11 temos os resultados
obtidos.

Tabela 2.11: Resultados referentes ao Exemplo 2.7.2.

2B ) — k)
—2,0000 x-
~1,3333  6,7e—1
~1,0556  2,8e—1
~1,0019  5,4e—2
~1,0000  1,9¢—3

QU W N =
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Exercicios

[[tag:revisar]]

E.2.7.1. Use o método de Newton-Horner para computar a aproximacgao
da raiz de p(z) = 23 — 32% + 4 no intervalo [1, 3]. Observe que p tem um zero
duplo deste intervalo.
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Capitulo 3

Métodos para Sistemas
Lineares

Neste capitulo, discutimos sobre métodos diretos para a resolucao de sistemas
lineares de m-equagoes com n-incégnitas. Isto €, sistemas que podem ser
escritos na seguinte forma algébrica

a1 + a19T9 + -+ ATy — b1

w w
Eo
2

—~

A21T1 + Q22T + * ++ + AopTy = b2

N~
W w
?—‘;ﬁ
[oVENe)
S~— ~—— ~—

Ap1T1 + Apa®o + - + QppTy = bn
Equivalentemente, o sistema pode ser escrito na forma matricial
Az =b (3.2)

onde, A = [a;;];~, ¢ a matriz dos coeficientes

ar1 Aair2 ... Aainp
Q21 Q22 ... QA2n

N e (3.3)
An1 Ap2 ... Qpn

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 3. METODOS PARA SISTEMAS LINEARES 97

o vetor das incégnitas x = (x;)!, é

X1
X2

=, (3.4)

Tn

e o vetor dos termos constantes b = (b;)!", ¢é

by
b=|. (3.5)

3.1 Meétodo da Decomposicao LU

O Método da Decomposi¢ao LU é uma forma eficiente de se resolver sistemas
lineares de pequeno porte. Dado um sistema Ax = b, a ideia é decompor a
matriz A como o produto de uma matriz triangular inferior L (do in-
glés, lower triangular matriz) com uma matriz triangular superior U (do
inglés, upper triangular matriz), i.e.

A=LU. (3.6)

Com isso, o sistema pode ser reescrito na forma

Denotando,
Ux =y (3.10)

podemos resolver o seguinte sistema triangular
Ly =b. (3.11)

Tendo resolvido este sistema, a solucao do sistema Ax = b pode, entao, ser
computada como a solugao do sistema triangular

Uz =y. (3.12)
Ou seja, a decomposicao LU nos permite resolver uma sistema pela resolucao

de dois sistemas triangulares.
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3.1.1 Sistemas Triangulares

Antes de estudarmos como podemos computar a decomposicao LU de uma
matriz, vamos discutir sobre a resolucao de sistemas triangulares.

Sistema Triangular Inferior

Um sistema linear triangular inferior tem a forma algébrica

1,121 =b
Q21T +a2 29 = by
: (3.13)
Ap—1,1T1 +0p_12T2 +--+ FAp_10-1Tn-1 =b,_1
ap, 121 +an,2x2 + e +an,n—1xn—l +an,nxn = bn
Pode ser diretamente resolvido de cima para baixo, i.e.
by
T, = — 3.14
' ai,1 ( )
by —asg
Ty = 22171 (3.15)
a2 92
(3.16)
bn_ n — Un e T Unn—-14n—
x, = Up,1T1 — Ap 272 Qpn—1Tn—1 (3.17)
Qpon
Exemplo 3.1.1. Vamos resolver o sistema triangular inferior
T =2
—X1 +29 —XI3 =0
Na primeira equacao, temos
Entao, da segunda equacao do sistema
-8+ 3x
Ty = Tl (3.21)
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— .
oy =t 22
E, por fim, da iltima equacgao
—T1 + Ty — T3 = 0 (324)
R _1”52 (3.25)
2— (-1
=220 326)

Concluimos que a solugao do sistema é x = (2, —1, 3).

Codigo 3.1: solSisTrialnf.py

I import numpy as np

2

3def solSisTrialInf (A, b):

4

13
14 #
15 A
16
17
18
19 #
20b
21
22 #
23 X

n = b.size
X = np.zeros_like(b)
for i in range(n):
x[i] = b[i]
for j in range(i):
x[i] -= A[i,jl*x[j]
x[i] /= A[i,i]

return X

mat coefficientes

= np.array ([[1., 0., 0.1,
[-3., 2., 0.1,
[-1., 1., -1.11)

vet termos constantes
= np.array([2., -8., 0.])

resol sis lin
= so0lSisTriaInf (A, b)
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24 print (x)

Observagao 3.1.1. (Numero de operagoes em ponto flutuante.) A computa-
¢ao da solugao de um sistema n x n triangular inferior requer O(n?) operagoes

em ponto flutuante (multiplicagoes/divisoes e adigoes/subtragoes).

Sistema Triangular Superior

Um sistema linear triangular superior tem a forma algébrica

1101 ‘10T A+ taipT, =0b
a9y  +-+- FapT, =by
Ap nn = bn

Pode ser diretamente resolvido de baixo para cima, i.e.

by,
X, =

an,n

T o bn—l — Up—1,nTn
n—1 —
Ap—1,n—-1

by — 1171 —A12T2 — ... — A1 pn-1Tp—1

Ty =

ai

Exemplo 3.1.2. Vamos resolver o sistema triangular superior

207 —x9 +2x3 =7

25[)2 —xr3 = -3
3133 =3
Da tultima equagao, temos
3
T3 = g
T3 = 1

Entao, da segunda equacao do sistema, obtemos

QZEQ — XT3 = -3
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-3
1-3
Ty = (3.38)
Ty = —1 (3.39)
Por fim, da primeira equacao
2]71 — X9 + 2.1133 =7 (340)
7 -2
g = LT *2 T 28 5522 s (3.41)
7—1-2
= 3.42)

Concluimos que a solugao do sistema é x = (2, —1,1).

Codigo 3.2: solSisTriaSup.py

l import numpy as np
2

3def solSisTriaSup(A, b):

4 n = b.size

5 X = np.zeros_like(b)

6 for i in range(n-1,-1,-1):

7 x[i] = bl[i]

8 for j in range(n-1,i,-1):
9 x[1] -= A[i,jl*x[j]

10 x[i] /= A[i,1i]
11 return x

12

13

14 # mat coefficientes

I5A = np.array([[2., -1., 2.],
16 (0., 2., -1.1,
17 (0., 0., 3.11)
18

19 # vet termos comnstantes

20b = np.array([7., -3., 3.]1)
21
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22 # sol sis lin
23x = solSisTriaSup (A, D)
24 print (x)

Observacao 3.1.2. (Numero de operagoes em ponto flutuante.) A compu-
tagao da solugao um sistema n xn triangular superior requer O(nQ) operacoes
em ponto flutuante (multiplicagoes/divisoes e adigoes/subtragoes).

3.1.2 Decomposicao LU

O procedimento da decomposicao LU é equivalente ao método de elimina-
cdo gaussiana. Consideramos uma matriz A = [a;];7/L;, com a1 # 0, e
0) _ [U(O)]nn

L =1,... A eliminacdo abaixo do pivd u&?{, pode ser computada com as

seguintes operacoes equivalentes por linha

comecamos denotando esta matriz por U ; = A e tomando

r 0 0 0) 1 1 0
u%{é uzlé% u%% uzlé%l U1(1)<—U1(0) .
1
IR Il B e
U(O) = U3 1 U3’2 U373 U,g’n U3 < U3 - l371U1 (344)
ul} ul) ol W@ UW U0 — 1o

onde, l§7 E /uﬁ, i=2,3,...,n.

Destas computagcoes, obtemos uma nova matriz da forma

W )
i i i
0 upy upy ... uy,
ub =10 ué% u:())l% u:(),ln (3.45)
0l
E, denotando i i
1 0 . 0
510 ... 0
L= 01 ...0 (3.46)
iMoo L1
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temos
A=1WyW, (3.47)

1 . . o
No caso de ug% = 0, podemos continuar com o procedimento de eliminacao
gaussiana com as seguintes operacoes equivalentes por linha

e 1 1 1)7 2 1
ugi uglg ugl% ugfil U® « y®
2 1
upy g oowse| U el
U0 =10 ufy uly uh | U o —18u) (3.48)
L0y wy e ] UP < U0 - 30
onde, 11(722) = uflg) / uélg, 1 =3,4,...,n. Isto nos fornece o que nos fornece
G
U2 =10 0 u) ... u|. (3.49)
00 Wl W)
Além disso, denotando
(10 0 ... 0]
51 0 .0
L= i) 1@ 1.0 (3.50)
e
1o 1]
temos
A=LPU®, (3.51)

Continuando com este procedimento, ao final de n — 1 passos teremos obtido
a decomposicao

A=LU, (3.52)
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onde L é a matriz triangular inferior

1 0 0 0
51 0
L=r00— i) 1) 1 0 (3.53)
d L Dy e L
e U é a matriz triangular superior
uil) uyy oy upy |
i i 1
U=0"Y=0 0 o) ... o). (3.54)
0 0 0 uﬁl”n_ 1
Exemplo 3.1.3. Consideramos a seguinte matriz
-1 2 =2
A=13 -4 1]. (3.55)
1 -5 3
Para obtermos sua decomposi¢do LU comegamos com
(1 0 0
LO:=10 1 of, (3.56)
0 01
-1 2 =2
U= 3 —4 1]. (3.57)
1 -5 3
Entao, observando que a eliminagao abaixo do pivd u;; = —1 pode ser feita
com as seguintes operacoes equivalentes por linha
1 92 —9] UV« yl
U9 =13 —4 1| Ut -20", (3.58)
1 -5 3 Ul + U?EO) _ %1[]1(0)
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temos
(1 0 0
LW.=|-3 1 0f, (3.59)
-1 0 1
-1 2 =2
vb.=10 2 -—5|. (3.60)
0 -3 1

Agora, para eliminarmos abaixo do pivd us 2 = 2, usamos as operacoes

-1 2 -2] U« Ul
v =10 2 -5 UP« vl , (3.61)
0 =3 1] y® - 23y

donde
(1 0 O]
L®=1-3 1 0], (3.62)
-1 —1,5 1]
-1 2 —2]
v =10 2 —5|. (3.63)
0 0 —6,5)

Isso completa a decomposicao, sendo L := L®) e U := U®).

Codigo 3.3: lu.py

| import numpy as np

2

3def lu(A):

4 # num. de linhas
5 n = A.shape[0]

6

7 # inicializacdo
8 U = A.copy Q)

9 L = np.eye(n)

10

11 # decomposicgdo
12 for i in range(n-1):
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13 for j in range(i+l,n):

14 L[j,i] = U[j,i]l/U0[41,1]

15 Ulj,i:] -= L[j,il*U[i,1i:]
16

17 return L, U

18

19 # matriz

20A = np.array([[-1., 2., -2.],
21 (3., -4., 1.1,
22 [1., -5., 3.11)
23

24L, U = 1u(A)

Observagao 3.1.3. (Numero de operagoes em ponto flutuante.) A decom-
posicao LU de um sistema n x n requer O(n3) operacoes em ponto flutuante
(multiplicagoes/divisdes e adigdes/subtragoes).

3.1.3 Resolugao do Sistema com Decomposicao LU

Consideramos o sistema linear

Az =b. (3.64)

Para resolvé-lo com o Método LU, fazemos

1. Computamos a decomposicao LU

A=LU. (3.65)

2. Resolvemos o sistema triangular inferior

Ly =b. (3.66)

3. Resolvemos o sistema triangular superior

Uz =y. (3.67)
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Exemplo 3.1.4. Vamos resolver o seguinte sistema linear

- + 2.1'2 — 2%3 =6
3ZE1 — 41’2 + xr3 = —11 (368)
T, — 5%2 + 31‘3 = —10.

No exemplo anterior (Exemplo 3.1.4), vimos que a matriz de coeficientes A
deste sistema admite a seguinte decomposicao LU

-1 2 -2 1 0 0][-1 2 =2
3 -4 1|=|-3 1 o/|0 2 =5 (3.69)
1 -5 3 -1 -1,5 1/ |0 0 —6,5

A L U

Dai, iniciamos resolvendo o seguinte sistema triangular inferior Ly = b, i.e.

Y =06 (3.70)
—3y1 +yo = —11 (3.71)
Sy =7 (3.72)
—y1 — 1, 5ys +y3 = —10 (3.73)
= y3 = 6,0. (3.74)

Por fim, computamos a solugdo x resolvendo o sistema triangular superior
Uz =y, ie.

— 6,523 = 6,5 (3.75)
= 13 = —1, (3.76)
2y — Hx3 =17 (3.77)
= x9 =1 (3.78)
— 21+ 219 — 223 =6 (3.79)
=1 = —2. (3.80)
l import numpy as np
2
3# mat coefs
4A = np.array([[-1., 2., -2.],
5 (3., -4., 1.1,
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6 [1., -5.
7T# vet termos const

&b = np.array([6., -11.
9

10# 1. LU

11L, U = 1u(p)

12

13# 2. Ly = b
14y = solSisTrialInf (L,
15

16 # 3. Uz =y

17x = so0lSisTriaSup (U, y)

3.1.4 Fatoracao LU com Pivotamento Parcial

3.11)

-10.1)

O algoritmo estudando acima nao é aplicavel no caso de o pivo ser nulo, o que
pode ser corrigido através de permutacoes de linhas. Na fatoragdo LU com
pivotamento parcial fazemos permutagoes de linha na matriz de forma que
o pivo seja sempre aquele de maior valor em moédulo. Por exemplo, suponha
que o elemento az; seja o maior valor em médulo na primeira coluna da

matriz A = U©® com

Neste caso, o procedimento de eliminagao na primeira coluna deve usar ug;

)
an,3

(3.81)

(0)

como pivo, o que requer a permutacao entre as linhas 1 e 3 (Ul(o) > Uéo)).

Isto pode ser feito utilizando-se da seguinte matriz de permutacao
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Com essa, iniciamos o procedimento de decomposicao LU com PA = LOU©)
onde LO© = I, e U® = PA. Caso sejam necessarias outras mudancas de
linhas no decorrer do procedimento de decomposicao, a matriz de permutacgao
P deve ser atualizada apropriadamente.

Exemplo 3.1.5. Vamos fazer a decomposicao LU com pivotamento parcial
da seguinte matriz

—1 2 =2
A=13 -4 1 (3.83)
1 -5 3
Comecgamos, tomando
1 0 0]
PO =10 1 0], (3.84)
0 0 1]
1 0 0]
LO=10 1 0], (3.85)
0 0 1]
-1 2 =2
U9 =13 —4 1 (3.86)
1 -5 3

O candidato a pivo é o elemento ug)% Entao, fazemos as permutacgoes de

linhas

P9« PO, (3.87)
U Ul (3.88)
e, na sequéncia, as operagoes elementares por linhas
Uy + Usy — mi3 U1, (3.89)
donde obtemos
0 1 0
PO =11 0 0}, (3.90)
0 0 1
1 00
LW =1-0,3 1 0], (3.91)
10,3 01
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3 —4 1

vY =10 0,6 -1,6 (3.92)
0 —3,6 2,6

. PN 1 . ~
Agora, o candidato a pivo6 é o elemento ué% Assim, fazemos as permutagoes

de linhas

Py Py,
UsY <« UgY

(3.93)
(3.94)

e analogo para os elementos da coluna 1 de L. Entao, fazemos a operagao

elementar por linha
U5 Us" = miu”

. Com isso, obtemos

010
PP =10 0 1},
10 0
1 0 0]
L 0,3 1 0|,
-0,3 —0,18 1]
3 —4 1 ]
U? =10 -36 2,6
0 0 —1,18]

Por fim, temos obtido a decomposicao LU de A na forma
PA=1LU,

com P=P® L[ =L eU=U®.

Codigo 3.4: lup.py

| import numpy as np

2

3def lup(A):

4 # num. de linhas
5 n = A.shape[0]

6
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7 # inticializacado

8 U = A.copy()

9 L = np.eye(n)

10 P = np.eye(n)

11

12 # decomposicgdo

13 for i in range(n-1):

14 # permutacdo de linhas

15 p = 1i + np.argmax(np.fabs(U[i:,i]))
16 P[[i,p]] = P[[p,i]]

17 UL[i,p]l] = Ullp,il]

18 L[[i,pl,:1i] = L[[p,il,:1i]
19 # eliminac¢do gaussiana

20 for j in range(i+1l,n):

21 L{j,i] = U[j,i1/0[1i,1i]
22 U[j,i:] -= L[j,il*U[i,i:]
23

24 return P, L, U

25

26 # matriz

27A = np.array([[-1., 2, -2],

28 [3, -4, 1],

29 (1, -5, 311)

30

31P, L, U = lup(A)

Exemplo 3.1.6. Vamos computar a solucao do seguinte sistema linear com
o Método da Decomposicao LU com Pivotamento Parcial.

- + 2372 — 2133
3r1 — 4xy + 23

T, — 5%2 + 3[[‘3

=6 (3.100)

—11
—10.

(3.101)
(3.102)

No exemplo anterior (Exemplo 3.1.5), vimos que a matriz de coeficientes A
deste sistema admite a seguinte decomposicao LU

PA=LU

(3.103)
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com
0 1 0
P=10 0 1}, (3.104)
100
(1 0 0]
L=103 1 0 (3.105)
-0,3 —0,18 1]
3 —4 1 ]
U=|0 -3,6 2,6 (3.106)
0o 0 —1,18]
Multiplicando o sistema a esquerda pela matriz P, obtemos
PAx = Pb (3.107)
LUz = Pb (3.108)
L(Uz) = Pb (3.109)
Com isso, resolvemos
Ly = Pb (3.110)
donde obtemos
y=(—11,-6,3,1,18) (3.111)
Entao, resolvemos
Ux =y (3.112)
donde obtemos a solucao
z=(-2,1,-1). (3.113)
1# matriz
2A = np.array([[-1., 2., -2.],
3 (3., -4., 1.1,
4 (1., -5., 3.11)
5b = np.array([6,-11,-10])
6
7P, L, U = lup(A)
8
9y = solSisTriaInf (L, P@b)
I0x = solSisTriaSup (U, y)
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Exercicios

E.3.1.1. Seja a matriz
-1 2 =2
A=13 4 1 (3.114)
-4 =5 3

a) Compute sua decomposi¢do LU sem pivotamento parcial.

b) Compute sua decomposigdo LU com pivotamento parcial.

E.3.1.2. Use o Método da Decomposicao LU para resolver o sistema linear

—T1 + 21’2 — 2173 =-1 (3120)
3.1‘1 — 41’2 -+ T3 = —4 (3121)

usando LU.

E.3.1.3. Compute a decomposi¢ao LU da matriz

-1 0 -2 1
3.0 0 -2

A=|7 | o 1 (3.123)
0 2 -3 0

E.3.1.4. Use o Método da Decomposicao LU para resolver o sistema linear

—x11— 203 +x4=1 (3.127)
32y — 2mq = —7 (3.128)

T4 — To — Ty = —3 (3.129)
91y — 313 = —3 (3.130)
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E.3.1.5. A matriz de Vandermonde? é definida por

ot 2?1
n—1 2
x R - SR |
Vizy,...,z)=| - 2 (3.131)
vt 22 oz, 1

Compute a decomposicao LU com pivotamento parcial das matrizes de Van-
dermonde.

a) V(1,2,3)

b) V(-2,-1,0,1)

¢) V(0,1,0,25,0,5,0,75)

d) V(=0,1,0,5,1,2,10)

E.3.1.6. Use o Método da Decomposi¢ao LU para computar a matriz inversa
de cada uma das seguintes matrizes:

a)

~1 2 -2
A=13 4 1 (3.132)
—4 -5 3
b)
-1 0 -2 1
3.0 0 -2
B=11 | o _i (3.133)
0 2 =3 0
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3.2 Norma e Numero de Condicionamento

Nesta sec¢ao, fazemos uma rapida discussao sobre normas de vetores e matri-
zes e sobre o condicionamento de uma matriz.

3.2.1 Norma L2
Norma de Vetores

A norma L? de um dado vetor v = (v1, vs, ..., v,) € R" ¢ definida por

v == v+ 03+ + 02 (3.136)

Lembrando que o produto interno de dois vetores u,v € R? é definido por

U V= UV + UgUg + -+ + + Uy Uy, (3.137)
temos que
lv]| = Vv -v. (3.138)

Exemplo 3.2.1. Sejam os vetores

u=(1,-2,3,-4), (3.139)
v=(-1,2,0,1). (3.140)

UV = UV + UV + -+ + + Uy, (3.141)
=1-(-1)+(-2)-2+3-0+(—4)-1 (3.142)
= 1-440-4 (3.143)
= 9. (3.144)

l import numpy as np

2u = np.array([1., -2., 3., -4.])
3v = np.array([-1., 2., 0., 1.1)
4udv = np.dot(u,v)
Sprint(f'\nu.v = {udv}')
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b)
ol = /o2 + 03+ + 02 (3.145)
_ \/(_1)2 +9224+02 412 (3.146)
=v14+4+1 (3.147)
= V6 = 2,4495e+0. (3.148)

1l import numpy as np

2 import numpy.linalg as npla

3v = np.array([-1., 2., 0., 1.1)
4norm_v = npla.norm(v)
S5print(f'\nllvl| = {norm_v}')

Proposicao 3.2.1. (Propriedades da Norma para Vetores.) Dados os vetores
u,v € R" e um escalar A € R, temos:

a) Positividade
|lv|| > 0. (3.149)
lv| =0<v=0. (3.150)

b) Multiplicagao por escalar

[Awll = AL [lo]l. (3.151)

¢) Desigualdade de Cauchy?-Schwarz*

w-v < lul] - o] (3.152)

d) Desigualdade triangular

[u 4[] < flul] + [v]] (3.153)
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Demonstracio. Sejam dados A € R e u,v € R".

a)

Positividade.

Observa-se diretamente que v} 4+ v3 + -+ +v2 > 0. Entao, como a raiz
quadrada é uma funcao nao-negativa, concluimos que

ol = o} + 03 + -+ 02

(3.154)
>0
No caso dev =0, temos v; =0,2=1,2,...,n, donde
_ )2 .2
0] = V0 = 0.
Ou seja, se v = 0, entdo ||[v|| = 0. Agora, se v # 0, entdo tem-se v; # 0
para algum ¢ = 1,2,...,n. Logo, pela monotonicidade da funcao raiz
quadrada, temos
vy vl >0 (3.156)
Vol 3402 > V0 (3.157)
||lv]| > 0. (3.158)
Portanto, concluimos que |jv|| = 0 se, e somente se, v = 0.
Multiplicacao por escalar.
Observamos que
v = (Avy, Avg, ..., Auy). (3.159)
Entao, segue por calculo direto que
Il = /(Avr1)? + (Av)? + - + (Av,)? (3.160)
= 20} 40+ 02) (3.161)
R ZRNE T - (3.162)
= [A|||v]]. (3.163)
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c)

Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Sem perda de generalidade, se v = 0, entdao a desigualdade ¢ imediata-
mente satisfeita. Suponhamos, agora, que v # 0. Para qualquer o € R,
temos

(u+av) - (u+av) >0 (3.164)
u-u+20u-v+a*v-v >0 (3.165)
[l + 20u - v + o®[jv]|* > 0 (3.166)

O lado direito desta desigualdade é um polinémio quadratico em «. Para
ser nao-negativo para todo «, seu discriminante precisa ser nao-positivo,
i.e.

(2u - ©)? — 4|ul*[lv]> < 0 (3.167)
(u-v)? < Ju)?[o]? (3.168)
V(@ 0)2 <\l ]o]|? (3.169)
- v] < [ful|]v] (3.170)
Donde, concluimos que
w-v < Jlul|o]. (3.171)

Desigualdade triangular

Consulte o Exercicio 3.2.6 para a demonstracao da desigualdade triangu-
lar.

[]

Exemplo 3.2.2. Vamos verificar a Desigualdade Triangular (3.153) para os
vetores

u=(1,-2,3,—4), (3.172)
v=(-1,2,0,1). (3.173)

De fato, temos

|lu + v = \/(ul +v1)2 + (ug + v2)% + (uz + v3)2 + (up + v,)? (3.174)
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= V02 + 02 + 32 4 32 (3.175)
=18 (3.176)
= 4.2426¢+0 (3.177)
€
lull + lloll = v/ud + w3+ + w3
+ \/v%+v§+v§+v§ (3.178)
= 12+ (—2)2+ 32 + (—4)2
+/(~1)2 4+ 22 02 4 12 (3.179)
=30+ V6 (3.180)
= 7,9267e+0 (3.181)
Ou seja, temos que
[u+vf < jull + [jv] (3.182)

como esperado.

1l import numpy as np

2u = np.array([1., -2., 3., -4.])
3v = np.array([-1., 2., 0., 1.1)
4nupv = npla.norm(u+v)

5nupnv = npla.norm(u) + npla.norm(v)
6 print ('\nu.v <= [|ull.llvII]?")

7print (nupv <= nupnv)

Norma de Matrizes

A norma L? induzida de uma dada matriz real A = [a;;]}',_, ¢ definida por

[A]l2 := sup [[Az]].

zeR",z]=1

HAHQ Y. Amax(ATA)v

onde A\pae(ATA) := max{|\|; A é autovalor de AT A}.

Pode-se mostrar que!

LConsulte [7, Section 1.3-3] para informagcdes sobre a demonstragao.

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0

(3.183)

(3.184)


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

3.2. NORMA E NUMERO DE CONDICIONAMENTO 120

Tendo em vista o grande custo computacional em se calcular a norma indu-
zida, vamos trabalhar com a norma de Frobenius (ou norma Euclidiana®)

Al = (ZZ ’@m‘|2) (3.185)

i=1j=1

Esta é uma generalizacao da norma euclidiana para vetores e é equivalente a
norma L? induzida, i.e.

1All2 < [IAll < v/nllA]l2. (3.186)

Exemplo 3.2.3. A matriz

1 -1 2
A=|-2 =« 4 (3.187)
7 =5 V2
tem norma
||A|| = 10, 5768e-+0. (3.188)

| import numpy as np
2 import numpy.linalg as npla

3A = np.array([[1., -1., 2.7,

il [-2., np.pi, 4.],

5 [7., -5., np.sqrt(2)1])
6norm_A = npla.norm(A)

7print (norm_A)

Proposicao 3.2.2. (Propriedades da Norma para Matrizes.) Dadas as ma-
trizes reais A, B n X n, um vetor v € R" e um escalar A, temos

a) Positividade

|All >0 (3.189)
A =0 A=0 (3.190)

b) Multiplicagao por escalar

[AA] = A~ [[A] (3.191)
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¢) Desigualdade triangular

1A+ Bl < [|All + |B]] (3.192)

d) Sub-multiplicatividade

|AB|| < ||A[l||B] (3.193)
e) Norma da aplicagao

[Av]| < [[A]]|v]] (3.194)
Demonstracao. Consulte o Exercicio 3.2.7. ]

Exemplo 3.2.4. Vamos ver exemplos das propriedades d) e e) da norma de
matriz.

a) Sub-multiplicatividade

Il = [ 2nll = v/ (3.195)
10l = 11 = n (3.196)
b) Norma da aplicacao
1] = ]l (3.197)
vl = Vo] (3.198)

3.2.2 Numero de condicionamento
[[tag:revisar]]

O ndimero de condicionamento de uma matriz é uma medida referente a
propagacao de erros que ocorre da sua aplicacao. Mais especificamente, as-
sumamos que seja dada uma matriz invertivel A = [ay];"7~;, um vetor x € R"
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e uma perturbacao 4, € R™. Além disso, sejam

y= Az (3.199)
y+8, = Az +6,). (3.200)

Ou seja, 0, é a perturbacdo em y propagada da aplicagdo de A em x com
perturbacao d,.

Agora, podemos estimar a razao entre os erros relativos

eraly) = 16,1/ 9] (3.201)
era(@) = [6.]/|1z] (3.202)
da seguinte forma
WIS Il 16
= 3.203
BN (3.203)
|Az] [ A1,
= 3.204
AR (3.204)
LAl A~ 18,
< 3.205
1,z (3.205)
— A7 (3.206)

Logo, temos a seguinte estimativa de propagacao de erro

erel(y> S HAHHAilHerel<x)~ (3207)

Isto nos motiva a definir o nimero de condicionamento da matriz A por

k(A) = [l AIIATYI. (3.208)

A matriz identidade tem o menor nimero de condicionamento que é
k(I) = 1. (3.209)

temos que k(A) > 1 e quanto maior, mais mal condicionada é a matriz. Ou
seja, quando maior k(A), maior é a propagagao dos erros ao se computar Ax.
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Exemplo 3.2.5. Estudamos os seguintes exemplos:
a) Matriz bem condicionada.
1 -1 2
A=1|-2 7© 4|, (3.210)
7T =5 V2
cujo nimero de condicionamento é k(A) = 13,997.
I import numpy as np
2 import numpy.linalg as npla
3A = np.array([[1., -1., 2.7,
| [-2., np.pi, 4.1,
5 [7., -5., np.sqrt(2)]]1)
6 cond A = npla.cond(A, 'fro')
7print (f'cond(A) = {cond_A}"')
b) Matriz mal condicionada.
1 0 0
B=10 0o =21, (3.211)
105 107* 10°
tem numero de condicionamento
k(B) = 1,5811 x 10™, (3.212)

o que indica que B é uma matriz mal condicionada.

| import numpy as np

2 import numpy.linalg as npla

3A = np.array([[1., 0., 0.],

1 (0., 0., -2.1],

5 [1e5, le-4, 1e5]1])
6 cond_A = npla.cond(A, 'fro')
7print(f'cond(A) = {cond_ A:.4e}')

3.2.3 Exercicios
E.3.2.1. Compute a norma de cada um dos seguintes vetores:
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a) u=(1,0,-1)
b) v=(1,-2,-1,2)

¢) w=(1,0,-1,2,—2)

E.3.2.2. Compute a norma de cada uma das seguintes matrizes:

a)

0 1
A= l—l 0] (3.213)
b)
2 1 —1
B=|-1 0 2 (3.214)
3 -2 0
c)
2 1 —1 0
-1 0 2 0
C=13 5 o - (3.215)
0 1 0 2

E.3.2.3. Compute o nimero de condicionamento de cada uma das seguintes
matrizes:

)
A= lo 1] (3.216)

B=|-1 0 2 (3.217)
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c)

2 1 -1 0
-1 0 2 0

C=1% 5 o i (3.218)
0 1 0 2

le+5 1le—1 0 3e—3
0 —le—1 0 —le—3

D=11e45 1e—1 1e—-2 23 (3.219)
0 —le—1 0 0
e)
1 le—6 0 3e—8
—le—6 —2e—16 —2e—1 0
b= le+7 le+1 1 2¢—1 (3-220)
0 -1 0 0

Qual das matriz acima ¢ a mais mal condicionada? Justifique sua resposta.

E.3.2.4. Considere o seguinte sistema linear

10722, + 20z + 323 = —1, (3.221)
2,001z; + 1029 + —23 = —2, (3.222)
r) — 219 — 0,123 = 0, 1. (3.223)

a) Compute a norma do vetor dos termos constantes deste sistema.
b) Compute a norma matriz dos coeficientes deste sistema.

¢) Compute o nimero de condicionamento da matriz dos coeficientes deste
sistema.

E.3.2.5. Considere

le+8 1 2 —1
le—2 le—1 0 1le—3
A= 0 1 1 0 (3.224)

le—5 0 0 le—4
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a) Compute k(A).

b) Aloque a matriz diagonal M, cujos elementos da diagonal sejam iguais
aos da matriz A.

¢) Verifique que o nimero de condicionamento de M ~*A é melhor que o de

A.

Analise Numérica

E.3.2.6. Mostre que a Desigualdade triangular
[u + ol < [lu]l + ]| (3.225)

vale para quaisquer u,v € R".

E.3.2.7. Mostre a Proposicao 3.2.2.

3.3 Meétodos de Jacobi e de Gauss-Seidel

Nesta secdo, estudamos os métodos iterativos de Jacobi® e de Gauss’-Seidel®
para a aproximagao da solugao de sistemas lineares

Ax =0, (3.226)
onde A = [a;4];72;, n > 1, é uma dada matriz dos coeficientes, = (1,2, ..., 7y)
é o vetor das incognitas e b = (b1, bs,...,b,) é um dado vetor dos termos

constantes.

Métodos iterativos para sistemas lineares tém a forma

z® = aprox. inicial, (3.227)
z* ) = 12® 4 ¢ (3.228)
onde T' = [t;;];/, ¢ a matriz de iteragdo e ¢ = (c,¢y,...,¢,) é 0 vetor

de iteragao.
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3.3.1 Meétodo de Jacobi

Consideramos a seguinte decomposicao da matriz A =L+ D + U:

@11 a2 @13 ... Qaip
Q21 Q22 Q23 ... Aa2p
A= |G31 a3 asz ... a3y (3.229)
_anl Ap2 Ap3 ... ann_
0 0 0 0]
asy; O 0 0
— |a31 Qas2 0 0 (3230)
_anl Ap2  An3 0_
L
(a7 0 0 0
0 929 0 Ce 0
0 0 nn
D
O a19 Q13 A1n
0 0 a923 ... Qop
+ 0 0 as3 ... as, . (3.232)
0 0 0 U |
U

Isto é, a matriz A decomposta como a soma de sua parte triangular inferior
L, de sua diagonal D e de sua parte triangular superior U.

Desta forma, podemos reescrever o sistema como segue:

Az =b (3.233)
(L+D+U)x=5b (3.234)
(L+U)x+Dx=» (3.235)
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Dr=—(L+U)x+b (3.236)
& =—DYL+U)x+ Db (3.237)

Ou seja, resolver o sistema Ax =b é equivalente a resolver o problema de

ponto fixo
z="Tix+cy, (3.238)

onde Ty = —D7}(L + U) é chamada de matriz de Jacobi ¢ ¢; = D7'b é

chamado de vetor de Jacobi.

Exemplo 3.3.1. Consideramos o sistema linear Ax = b com

4 2 -1
A=|-2 5 21,
1 -1 -3

[—11
=7 1.
| 0

Este sistema tem solugdo £ = (2, —1,1). Neste caso, temos a decomposigao
A=L+ D+ U com

(3.239)
b—

0 0 0
L=|-2 0 0], (3.240)
1 -1 0]
(—4 0 0]
D=0 5 0], (3.241)
0 0 -3
0 2 —1
U=10 0 2 (3.242)
00 0
Ainda, observamos que
Tix+c;=-D ' (L+U)x+D'b (3.243)
0 1/2 1/47[2 11/4
=12/5 0 =2/5| |-1|+|-7/5 (3.244)
1/3 =1/3 0 1 0
—_————
TJ T Ccy
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= |—1]. (3.245)

conforme esperado.

1l import numpy as np
2 import numpy.linalg as npla

2

3

4 # ststema

5A = np.array([[-4., 2., -1.],
6 [-2., 5., 2.7,
7 (1., -1., -3.11)
8b = np.array([-11., -7., 0.])

10# A =L + D + U

I1L = np.tril (A, -1)

12D = np.diag(np.diag(A))
13U = np.triu(A, 1)

14

15 # matriz de Jacob?

16T = -npla.inv(D) @ (L + U)

17 # vetor de Jacobi
18 c = npla.inv(D) @ b

A forma matricial das iteragoes de Jacobi consiste em

z¥ = aprox. inicial, (3.246)
onde z(¥) = (:vgk), xgk), ...,x®) é a k-ésima aproximacdo da solugao do sis-
tema, k =0,1,2,....

Equivalentemente, tem-se a forma algébrica das iteracoes de Jacobi
n k
bi — j=1 aijl'g‘ )
) = i , (3.247)
Qi
com ¢ = 1,2,...,n. Por nao requerer as computacoes da matriz T; e vetor

¢y, esta é a forma mais usada em implementacoes computacionais.
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Exemplo 3.3.2. Consideramos o sistema Ax = b com

4 2 —1
A=|-2 5 2],
oS 3.248
F 11 (3.248)
b= | -7
0

Aplicando o método de Jacobi com aproximacio inicial (") = (0,0, 0) obte-
mos os resultados da Tabela 3.1.

k z®) |Az™ — |
0 (0,0,0) 2, de+1
1 (2,75, —1,4,0) 7,4e40
2 | (2,05,—0,3,1,38)  4,6e+0
3 |(2,25,—1,13,0,78)  2,2e+0
4 |(1,99,-0,81,1,13)  1,4e+0
5 | (2,06,—1,06,0,93)  6,9e—1
29 (2,-1,1) 5, Te—7

Tabela 3.1: Resultados referentes ao Exemplo 3.3.2.

Codigo 3.5: jacobi.py
I import numpy as np
2 import numpy.linalg as npla

f

2
)
I def jacobi(A, b, x0, maxiter = 100,

5 tol=4.9e-8, atol=4.9e-8):
6

7 n = b.size

8 info = -1

9

10 x = np.empty_like (x0)

11 nres = npla.norm(AQ@x - b)

12 print (£ '\n{0}: {x0}, {nres:.le}')
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14 # 1teracdes

15 for k in range(maxiter):

16 for i in range(n):

17 x[i] = bl[il

18 # z[1] -= np.dot(A[4i,:4], z0[:4])

19 for j in range(i):

20 x[1] -= A[i,jl*x0[j]

21 # x[i] -= np.dot (A[%i,4+1:], xzO[i+1:])
22 for j in range(i+1l,n):

23 x[1] -= A[i,jl*x0[j]

24 x[i] /= A[i,1i]

25 # critério de parada

26 nres = npla.norm(A@x - b)

27 print (f'{k+1}: {x}, {nres:.le}')

28 if (nres <= max(tol*npla.norm(b), atol)):
29 info = 0

30 break

31 x0 = x.copy ()

32

33 return x, info

A aplicacao de Jacobi pode, entdo, ser feita como segue

1# sistema

2A = np.array([[-4., 2., -1.],
3 [-2., 6., 2.1,
(1., -1., -3.11)

S

S Ot

b = np.array([-11., -7., 0.])

~

8x0 = np.zeros_like(b)
9%, info = jacobi(A, b, x0)

3.3.2 Meétodo de Gauss-Seidel

Como acima, comegamos considerando um sistema linear Ax = b e a decom-
posicdo A = L+ D + U, onde L é a parte triangular inferior de A, D é sua

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

3.3. METODOS DE JACOBI E DE GAUSS-SEIDEL 132

parte diagonal e U sua parte triangular superior. Entao, observamos que

Az =b (3.249)
(L+D+U)x=0» (3.250)
(L+ D)z =-Ux+b (3.251)
x=—(L+ D)Wz +(L+D)'b. (3.252)

Isto nos leva a forma matricial iteracao de Gauss-Seidel
2 = aprox. inicial, 3.953
g ) = Toa® 4 ¢, (3:253)

onde

Tg = —(L+ D)'U, (3.254)
cc = (L+ D) 'b, (3.255)

sao a matriz e o vetor de Gauss-Seidel.

Equivalentemente e mais adequada para implementagao computacional, te-
mos a forma algébrica da iteracao de Gauss-Seidel

i—1 ,(k+1) n (k)
R > ST ks > BRI (3.256)

7 9
Qg

parat=1,2,... n.

Exemplo 3.3.3. Consideramos o sistema Ax = b com

—4 2 -1

A=1|-2 5 2], (3.257)
1 -1 -3
—11

b= | -71|. (3.258)
0

Aplicando o método de Gauss-Seidel com aproximacao inicial () = (0,0, 0)
obtemos os resultados da Tabela 3.2.
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Tabela 3.2: Resultados referentes ao Exemplo 3.3.3.

k z® | Az™) —b]|
0 (0,0,0) 2, de+1
1 | (2,75,-0,3,1,02)  2,6e+0
2 |(2,35,—0,87,1,07)  1,2e+0
3 |(2,05,—1,01,1,02) 2 5e—1
4 | (1,99,-1,01,1) 4,0e—2
5 (1,99, —1,1) 2, 0e—2
13 (2,-1,1) 2,3e—7

l import numpy as
2 import numpy.linalg as npla

3

o 3 O ©

—_
o ©

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

41def gs(A, b, x0,

tol=4.9e-

n = b.size
info = -1

Cédigo 3.6: gs.py

12

maxiter = 100,
8, atol=4.9e-8):

X = np.empty_like(x0)

nres = npla.norm(A@x - b)

print (£ '\n{0

# iteracoes

}: {x0}, {nres:.1e}!')

for k in range(maxiter):

for i in

x[1i]

range (n) :
= b[i]

# x©[i] -= np.dot(4[7,:4],
for j in range(i):

x[i] -= A[i,jl*x[j]

# x[i] -= np.dot (A[%i,4+1:], xz0[<1+1:])
for j in range(i+1l,n):
x[i] -= A[i,jl*x0[j]

x[i]

/= A[i,i]

z[:4])
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25 # critério de parada

26 nres = npla.norm(A@x - Db)

27 print (f'{k+1}: {x}, {nres:.le}')

28 if (nres <= max(tol*npla.norm(b), atol)):
29 info = 0

30 break

31 x0 = x.copy ()

32

33 return x, info

3.3.3 Analise Numérica

Observamos que ambos os métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel consistem
de iteracoes da forma
) = 7 4 ¢ (3.259)

para k = 1,2,..., com z(® uma aproximacéo inicial dada, T e ¢ a matriz e
o vetor de iteracdo, respectivamente. O seguinte teorema nos fornece uma
condicao suficiente e necessaria para a convergéncia de tais métodos.

0)

Teorema 3.3.1. Para qualquer £© € R", temos que a sequéncia {x(k)}zio
dada por
) = 72 4 ¢ (3.260)

converge para a solugio unica de x = Tz + ¢ se, e somente se, p(T) < 12.
Demonstrag¢io. Veja [2, Cap. 7, Sec. 7.3]. O]

Observacao 3.3.1. ((Taxa de convergéncia.)) Para uma iteracao da forma
(3.259), temos a seguinte estimativa

l2® — || = p(T)* |z - =|I", (3.261)

onde x ¢ a solugao de x =Tz + c.

Exemplo 3.3.4. Consideramos o sistema Ax = b com
-4 2 -1
A=|-2 5 2], (3.262)
1 -1 -3

2p(T) é o raio espectral da matriz T, i.e. 0 maximo dos médulos dos autovalores de T'.
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~11
b=|-7]. (3.263)
0

Nos Exemplos 3.3.2 e 3.3.3 vimos que ambos os métodos de Jacobi e de Gauss-
Seidel sao convergentes para este sistema. Este convergiu aproximadamente
duas vezes mais rapido que esse. Isto é confirmado pelos raios espectrais das
respectivas matrizes de iteragao

p(Ty) ~ 0,56, (3.264)
p(Te) ~ 0, 26. (3.265)

| import numpy as np
2 import numpy.linalg as npla

3

4# matriz dos coefs

5A = np.array([[-4., 2., -1.],
6 [-2., 5., 2.7,
7 (1., -1., -3.11)
8

9# A =L + D + U
10L np.tril (A, -1)
11D = np.diag(np.diag(A))

12U = np.triu(A, 1)

13

14 # matriz de Jacob?

15T = -npla.inv(D) @ (L + U)

16 rho_TJ = max(np.abs(npla.eigvals(TJ)))
17print (f 'rho(T_J) = {rho_TJ:.2f}"')

18
19 # matriz de Gauss-Seidel
20 TG = -npla.inv(L+D) @ U

21 rho_TG = max(np.abs(npla.eigvals(TG)))
22 print (£ 'rho(T_G) = {rho TG:.2f}")
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Observagao 3.3.2. (Matriz estritamente diagonal dominante.) Pode-se mos-
trar que se A é uma matriz estritamente diagonal dominante, i.e. se

|| > Z |ai;], (3.266)
7
paratodoi =1,2,...,n, entao ambos os métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel

sao convergentes.

3.3.4 Exercicios

E.3.3.1. Considere o seguinte sistema linear

—4x1 + 29 + 23 — 14 = —1 (
5.T2 — X3 —+ 2$4 =3 (3268

-1 + 41’3 — 2.1'4 = -2 (

(

1'1—1'2—51'4:1

Compute a aproximacao z® obtida da aplicacio do Método de Jacobi com
aproximacao inicial z(® = (1, 1, -1, —1). Também, compute ||Az®) — b||.

E.3.3.2. Considere o sistema linear do Exercicio . Compute a aproximacao
z® obtida da aplicacdo do Método de Gauss-Seidel com aproximacao inicial
z® = (1, 1,—1,—1). Também, compute || Az® — b].

E.3.3.3. Verifique que o Método de Jacobi, com () = 0, é divergente para
o sistema Az = b com

—3 0 1 —1
a=o 51 0l (3.271)
0 -1 1 =5
[ —2
b= _211 (3.272)
—19
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Entao, escreva um sistema equivalente para o qual o Método de Jacobi seja
convergente para qualquer escolha de aproximacao inicial.

E.3.3.4. Considere o sistema linear

—x + 21['2 - 21‘3 =6
1 — 5$2 + 3333 = —10.

Empregando a aproximacao inicial 2(®) = 0, compute a solucdo com o:
a) Método de Jacobi.

b) Método de Gauss-Seidel.

E.3.3.5. Considere o sistema linear Az = b com

1 0 0 0 0
~1 2 -1 0 0
A=]0 -1 2 -1 0], (3.276)
0 0 -1 2 -1
0 0 0 0 1
[ 0
0,5
b= 0,5]. (3.277)
0,5
0

Compute a solu¢ao empregando o:
a) Método de Jacobi.

b) Método de Gauss-Seidel.
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3.4 Meétodo do Gradiente

Comecamos observando que se A é uma matriz n X n positiva definida®, te-
mos que z € R™ é solugao de
Az =b (3.278)

se, e somente se, x é solucdo do seguinte problema de minimizacao

min {f(y) = }yTAy - yTb} : (3.279)

yeR” 2
De fato, sejam « a solugao de (3.278) e y a solugdo de (3.279), entdo
1

f) =5y Ay —y"d (3:280)
1 1 1
=y Ay —yb+ SaT Az — 4ol Ag (3.281)
1 1
= 5@y Az —y) - 5o A (3.282)

O segundo termo ¢ independente de y e, como A é positiva definida, temos
1
5(ac —y)"Az —y) > 0. (3.283)

Logo, o minimo de f ocorre quandox —y =0, i.e. y =2x.
A iteragao do Método do Gradiente tem a forma

z®) = aprox. inicial,

25D — g®) | o o), (3.284)

para k = 0,1,2,..., onde ag > 0 é o tamanho do passo e d*) é o vetor
direcao de busca.

Para escolhermos a direcdo d®, tomamos a férmula de Taylor de f em torno
da aproximacao

f(@®) = f (W) + oMV (M) -d® 4 ¢, (3.285)

3 A ¢ simétrica e 7 Az > 0 para todo x # 0.
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onde V f denota o gradiente de f, i.e.
of of of
== (z), == (z),. .. 2
Vi@ = (@ gl w. . ) o) (3.256)
Vi) = Az® —b. (3.287)
De , segue que se
Vf(z®)-d® <o, (3.288)

entdo f (x(k“) <f (m(k)), para a®) suficientemente pequeno. Em particu-

lar, podemos escolher

d» =~V f (),

se Vf(z®) #£0.

] 7
7
7
vd
E 7
rd
| \
o1
o

T
X1

(3.289)

Figura 3.1: Iteragoes do Método do Gradiente para sistemas lineares. Linha:

|b — Az||. Pontos: ).
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Do exposto acima, temos a iteracao do Método do Gradiente
£z = aprox. inicial 3900
20D — 20 4 (k) (3:290)
comk=0,1,2,..., onde r® é o residuo
r® =b — Ag®), (3.291)
Exemplo 3.4.1. Consideramos o sistema Az = b com
(2 -1 0 0
-1 2 -1 0
A= 0 —1 92 —1|° (3.292)
L0 0 -1 2
[—3
2
b= 9 (3.293)
-3

Na Tabela 3.3 temos os resultados do emprego do método do gradiente com

M = (0,0,0,0) e com passo constante o) =0, 5.

Tabela 3.3: Resultados referentes ao Exemplo 3.4.1.

Kk z® | Az® — b
0 | (0,0, 0,0, 0,0, 0,0) 5,1e+0
1 | (1,5, 1,0, 1,0, —=1,5) | 1,6e+0
2 | (~1,0, 0,8, 0,8, —1,0) | 5,0e—1
3 |(-1,1, 0,9, 0,9, —1,1) | 1,8e—1
4 |(-1,1, 0,9, 0,9, —1,1) | 8,8¢—2
5 | (1,1, 0,9, 0,9, —1,1) | 6,2e—2
6 | (=1,0, 0,9, 0,9, —1,0) | 4,9e—2
7 | (=1,0, 0,9, 0,9, —1,0) | 4,0e—2
8 | (1,0, 0,9, 0,9, —1,0) | 3,2e—2
9 | (-1,0, 1,0, 1,0, —1,0) | 2,6e—2
10 | (-1,0, 1,0, 1,0, —=1,0) | 2,1e—2
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Codigo 3.7: mg.py

l import numpy as np

2 import numpy.linalg as npla

3

4def mg(A, b, x0, alpha=le-2,

5 maxiter=100, atol=1.49e-8, rtol=1.49e-8):

6

7 n = b.size

8 x = x0.copy ()

9 res = b - AQ0x

10 nres = npla.norm(res)

11 print (£'0: {x}, nres = {nres:.le}')

12 info = -1

13 for k in range(maxiter):

14 X = x + alphax*res

15

16 res = b - AQx

17 nres = npla.norm(res)

18

19 print (f'{k+1}: {x}, nres = {nres:.le}')

20

21 if (nres <= max(atol, rtol*npla.norm(b))):

22 info = 0

23 break

24

25 return x, info

271 # matriz coefs

28A = np.array([[2., -1., 0., O0.],

29 [-1., 2., -1., 0.1,
30 (0., -1., 2., -1.1,
31 (0., 0., -1., 2.11)
32 # wetor constante

33b = np.array([-3., 2., 2., -3.1)

34

35 # aprox. inicial
36 x0 = np.zeros_like(b)
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37
38x, info = mg(A, b, x0, alpha=0.5)

3.4.1 Escolha do passo

Para a escolha do passo, podemos usar o Método da Pesquisa Linear. A
ideia é escolher o passo a® tal que

(% 4+ a®r®) = min f (z® + ar®). (3.294)

a>0

Observando que f(z*) 4 ar®) ¢é funcio apenas de a, temos que seu minimo
ocorre em seu ponto critico, i.e.

d
il (k) (k) —
daf (x +ar ) =0 (3.295)
d
k+1)) . & (k) (k)) —
Vi (z*) - (% + ar®) =0 (3.296)
Vfx®D) .k =g, (3.297)
[A (x(k) + Oé(k)r(l’f)) _ b} k) =, (3.298)
(Am(k> - b) 8 4 q®pk) L ppk) — (3.299)
donde
®) ) k)
Exemplo 3.4.2. Consideramos o sistema Ar = b com
(2 -1 0 0
-1 2 -1 0
A= 0 -1 2 —1l|° (3.301)
L0 0 -1 2
[—3
2
b — 5 |- (3.302)
-3

Na Tabela 3.4 temos os resultados do emprego do método do gradiente com
M = (0,0,0,0) e com passo escolhido conforme (3.300).
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Tabela 3.4: Resultados referentes ao Exemplo ?77.
k zF) a®) | Az™) — b||
0 (0,0,0,0,0,0,0,0) 3,8¢—1 5, le+0
11](-1,1,0,8,0,8,—1.1) | 2,6e+0 1,5e—1
2| (-1.0,1,0,1,0,—1.0) | 3,8e—1 3,0e—2
3|(-1,0,1,0,1,0,—1,0) | 2,6e+0 8,8¢e—4
4| (-1,0,1,0,1,0,—1,0) | 3,8¢e+0 1,8e—4
51| (-1,0,1,0,1,0,—1,0) | 2,6e+0 5,2e—6
| import numpy as np
2 import numpy.linalg as npla
1def mg pl(A, b, x0,
5 maxiter=100, atol=1.49e-8, rtol=1.49e-8):
6
7 n = b.size
8 x = x0.copy()
9 res = b - AQ@x
10 alpha = np.dot(res, res)/np.dot(res, AG@res)
11 nres = npla.norm(res)
12 print (£'0: {x}, alpha = {alphal}, nres = {nres
:.1le} ")
13 info = -1
14 for k in range(maxiter):
15 X = x + alphax*res
16
17 res = b - AQ0x
18 alpha = np.dot(res, res)/np.dot(res, AQres
)
19 nres = npla.norm(res)
20
21 print (f'{k+1}: {x}, alpha = {alphal}, nres
= {nres:.le}"')
22
23 if (nres <= max(atol, rtolx*npla.norm(b))):
24 info = 0
25 break
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26
27 return x, info
28
29 # matriz coefs
30A = np.array([[2., -1., 0., 0.],
31 [-1., 2., -1., 0.1,
32 (0., -1., 2., -1.1,
33 (0., 0., -1., 2.11)
34 # vetor constante
3bb = np.array([-3., 2., 2., -3.1)
36
37T# aprox. tnicial
38x0 = np.zeros_like (b)
39
40x, info = mg _pl(A, b, x0)
Exercicios
E.3.4.1. Considere o sistema linear Az = b com
(2 -1 0 0
-1 2 -1 0
A= 0 -1 2 -1l (3.303)
| 0 0 -1 2
[ 5
b= |7 (3.304)
6
-1

Por tentativa e erro, encontre um valor para « tal que o Método do Gradiente

converge para solucao do sistema em menos de 80 iteragoes. Use

¥ =0

como aproximacao inicial e assuma o critério de parada

Ir|l < max{tol, tol|b]},

onde r é o residuo do sistema e tol = 1,49e—8.
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E.3.4.2. Considere o sistema linear Az = b com

2 -1 1 0
-1 2 -1 0

A= 55 Ll (3.307)
0 0 -1 2
-8
9

b=1{ 1ol (3.308)
5

Por tentativa e erro, encontre um valor para « tal que o Método do Gradiente
converge para solucao do sistema em menos de 50 iteracoes. Use

z© =0 (3.309)
como aproximagao inicial e assuma o critério de parada

|Ir|| < max{tol,toll|d|}, (3.310)

onde r ¢ o residuo do sistema e tol = 1,49e—8.

E.3.4.3. Considere o sistema linear dado no Exercicio 3.4.1. Utilizando a
mesma aproximacao inicial e tolerancia, aplique o Método do Gradiente com
Pesquisa Linear. Quantas itera¢oes sao necessarias até a convergéncia e qual
o valor médio de o® utilizado durante as iteracoes?

E.3.4.4. Considere o sistema linear dado no Exercicio 3.4.2. Utilizando a
mesma aproximacao inicial e tolerancia, aplique o Método do Gradiente com
Pesquisa Linear. Quantas iteragdes sao necessarias até a convergéncia e qual
o valor médio de a® utilizado durante as iteracoes?

E.3.4.5. Considere o problema de Laplace

—Upp =2, 0<x <1, (3.311)

u(0) = u(1) = 0. (3.312)

A discretizagao pelo Método das Diferencas Finitas em uma malha uniforme
x;=1th,i=0,1,...,n, h=1/(n — 1), leva ao seguinte sistema linear

uy =0 (3.313)
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1 2
— g ti-1 + pli T gt = 2,

Uy =0 (3.315)

(3.314)

onde u; =~ u(x;). Com u® = 0, aplique o Método do Gradiente com Pesquisa
Linear para computar a solucao deste sistema quando n = 10,20, 40, 80.
Quantas iteracOes sdo necessarias para obter-se a convergéncia do método
com critério de convergéncia

7| < tol, (3.316)

onde, r :=b — Ax é o residuo e tol = le — 4.

Analise Numérica

E.3.4.6. Sendo f dada em (3.279), mostre que
Vi(x)=—r, (3.317)

com, r := b — Az o residuo do sistema Az = b.

3.5 Meétodo do Gradiente Conjugado

O Método do Gradiente Conjugado é uma variacao do Método do Gradiente
(consulte Secao 3.4). Ambos sao aplicaveis a sistemas lineares Az =b, A
matriz positiva definida, e as iteragoes tém a forma

0)

x® = aprox. inicial, (3.318)

D = g®) 4 (B gh) (3.319)

onde d*) é o vetor direcdo na k-ésima iterada. No Método do Gradiente,
o vetor direcao é d® = r®) .= b — Az®  Aqui, as direcoes escolhidas sao
tomadas conjugadas duas-a-duas*. Isto nos leva a iteracdo do Método do
Gradiente Conjugado:

0)

£ = aprox. inicial, (3.320)

4830 ortogonais em relacdo ao produto interno induzido por A, < u,v >4:=u - Av.
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dO — 70 (3.321)
(k) . (k)
K _ T
T AR Ad®)” (3.322)
gD = g8 4 o Rgk) (3.323)
pD) — ) _ o (0) gqh). (3.324)
(k+1) (k+1)
Ry _ " or
= (3.325)
d*D = (D) gk (k) (3.326)
(3.327)

para k=0,1,...,er® =p— Az®),
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iy

\

\&

Figura 3.2: Iteracoes do Método do Gradiente Conjugado para sistemas li-
neares. Linha: ||b — Az||. Pontos: (.

Observacao 3.5.1. (Convergéncia.) A menos de erros de arredondamento,
o Método do Gradiente Conjugado converge em no maximo n passos para a
solucao do sistema Az = b, com A matriz positiva definida n x n.

Exemplo 3.5.1. Consideremos o sistema Ax = b com

A=

2 -1 0 0
_01 _21 _21 _01 : (3.328)
0 0 -1 2
-3
. (3.329)

-3
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Na Tabela 3.5 temos os resultados do emprego do método do gradiente con-
jugado com z® = (0,0,0,0).

Tabela 3.5: Resultados referentes ao Exemplo 3.5.1.

k z®) |6 — Az®)||
1 (0, 0, 0, 0) 5.1e+00
2| (~1,1, 0,8, 0,8, —1,1) | 1,5¢—01
3| (-1,0, 1,0, 1,0, —1,0) | 2,0e—15

Codigo 3.8: mgc.py
l import numpy as np
2 import numpy.linalg as npla
3
4def mgc(A, b, x0,
5 maxiter=100, atol=1.49e-8, rtol=1.49e-8):

7 n = b.size

8 x = x0.copy ()

9 r = b - AQx

10 d = r.copy(Q)

11 nr = npla.norm(r)

12 print (£'0: {x}, nr = {nr:.1e}')
13 info = -1

14 for k in range(maxiter):

15 rdr = np.dot(r, 1)

16 Ad = A@d

17 alpha = rdr/np.dot(d,Ad)

18 x = x + alphax*xd

19

20 r = r - alphax*xAd

21 beta = np.dot(r,r)/rdr

22 d = r + betaxd

23

24 nr = npla.norm(r)

25 print (f'{k+1}: {x}, nr = {nr:.1le}"')
26
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27 if (nr <= max(atol, rtol*npla.norm(b))):
28 info = 0

29 break

30

31 return x, info

32

33 # matriz coefs
34A = np.array([[2., -1., 0., 0.],

35 [-1., 2., -1., 0.1,
36 (0., -1., 2., -1.1,
37 (0., 0., -1., 2.11)
38 # wetor comstante

39b = np.array([-3., 2., 2., -3.1)
40

41 # aproxz. inicial

42x0 = np.zeros_like(b)
43

44x, info = mgc(A, b, x0)

Exercicios

E.3.5.1. Considere o sistema linear Az = b com
A= l2 _1] : (3.330)

= l_ﬂ : (3.331)

Use o Método do Gradiente Conjugado com z(®) = 0 para computar a solucio
com tolerancia

|Ir|| < max{tol,tol|b|}, (3.332)

onde r é o residuo do sistema e tol = 1,49e—8. Quantas iteragdes sao
requeridas até a convergéncia?
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E.3.5.2. Considere o sistema linear Az = b com

2 -1 1

A=|-1 3 1f, (3.333)
1 1 4
[ 2

b=|0]. (3.334)
~1

Use o Método do Gradiente Conjugado com z(®) = 0 para computar a solucao
com tolerancia
|Ir|| < max{tol,tol|d||}, (3.335)

onde r é o residuo do sistema e tol = 1,49e—8. Quantas iteragdes sao
requeridas até a convergéncia?

E.3.5.3. Considere o sistema linear Az = b com

2 1 0 0
1 2 —1 0

A=17 5 l (3.336)
0 0 -1 2
[ 5
—7

b= |- (3.337)
1

Use o Método do Gradiente Conjugado com z(®) = 0 para computar a solucio
com tolerancia

|Ir|| < max{tol,tolld|}, (3.338)

onde r ¢ o residuo do sistema e tol = 1,49e—8.

E.3.5.4. Considere o sistema linear Az = b com

2 -1 1 0
-1 2 -1 0

A= 5 5 (3.339)
0 0 -1 2
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-8
9
b= _10l (3.340)

b}

Use 0 Método do Gradiente Conjugado com 2(°) = 0 para computar a solucao
com tolerancia
|Ir|| < max{tol,tol|b|}, (3.341)

onde r é o residuo do sistema e tol = 1,49e—8.

E.3.5.5. Considere o problema de Laplace

—Upp =2, 0<x <1, (3.342)
u(0) =u(1) = 0. (3.343)
A discretizagao pelo Método das Diferencas Finitas em uma malha uniforme
x;=1h,1=0,1,...,n, h=1/(n— 1), leva ao seguinte sistema linear
up =0 (3.344)
1 2 1
— ﬁui_l + ﬁuz - ﬁuiﬂ = 2, (3345)
U, =0 (3.346)

onde u; =~ u(z;). Com u® = 0, aplique o Método do Gradiente Conjugado
para computar a solugdo deste sistema quando n = 10,20, 40, 80. Quantas
iteragoes sao necessarias para obter-se a convergéncia do método com critério
de convergéncia

Ir|l < tol, (3.347)

onde, r :=b — Az é o residuo e tol = le — 4.
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Capitulo 4

Métodos para Sistemas Nao
Lineares

Neste capitulo, estudamos sobre métodos para a resolucao de sistemas de
equagoes nao lineares. Vamos tratar o caso de problemas da forma: encontrar
z € R” tal que

F(z) =0, (4.1)

onde F': R" — R” é uma dada funcao vetorial.

4.1 Método de Newton

Consideramos o problema de encontrar

x = (x1,%2,...,%,) €R" (4.2)
tal que
F(z) =0, (4.3)
onde F : R" — R™ é uma dada funcao vetorial com
F(z) = (fi(z), fo(z), ..., fulz)) € R". (4.4)

Sejam z* a solucdo exata de (4.3) e £(®) uma dada aproximacdo de z*. Assim

sendo, tomamos a seguinte expansao de F' em polinémio de Taylor®:

F(z*) = F9) + Jp@©)(z* — 2©) +r, (4.5)
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onde Jr é a matriz jacobiana'* de F

a(fhf?a s 7fn)
Jr(z) = 4.6
F( ) a(xthu"‘?xn) ( )
of  of of1
o0z Ore " Oxn
9f2  Of2 of2
_ oz Ors " Oxn (47)
Ofs O Ol
ox1 Oxo T Oxn
e |r)|> = 0 quando ||2©® —z*|| — 0.
Dai, como F(z*) = 0, segue que
Jr@) (2" — @) = —F (). (4.8)
Entao, multiplicando a inversa da jacobiana a esquerda, obtemos
-2 =~ —J () F () (4.9)
e, também,
=2 — T (@) F (). (4.10)
O exposto acima nos motiva a iteracdo de Newton'’:
£© = aprox. inicial, (4.11a)
gD = g0 _ g2t p(g®)) (4.11b)
com k=0,1,2,....
Exemplo 4.1.1. Seja o sistema de equagoes nao lineares
T175 = riwy — 6, (4.12a)
riry — 7= —x. (4.12b)

Para usarmos o método de Newton, reescrevemos o sistema na seguinte forma

T125 — 22wy + 6 = 0, (4.13a)
T+ 2wl —7=0. (4.13b)
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Com isso, identificamos a fun¢do objetivo

fi(z)
F(x) = 4.14
@) lf2(-’l’) ( )
2 2
_|rixy — r{r0 + 6
_ [ [ ] (4.15)
e calculamos sua matriz jacobiana
a(fh f2)
J = = 4.16
F(x) 8(171, x2) ( )
oh  of
B 8] an
o0z Oz
2 2
|1y — 21119 21119 — 77
N [ 1+ 22,73 3313 ] (4.18)
Definidas F' e Jp e tomando a aproximacao inicial
r© = (-1.51.5) (4.19)

computamos as iteracoes de Newton e obtemos os resultados apresentados
na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Resultados referentes ao Exemplo 4.1.1.

z® 17 @M)||
(—=1.50,1.50)  1.2e+0
(—1.07,1.82)  1.2¢40
(9.95¢—1,2.00)  7.6e—2
(1.00, 2.00) 1.2¢—4
(1.00,2.00)  2.1e—9

B~ w N~ O R

| import numpy as np

2 import numpy.linalg as npla

3

I def newton(F, J, x0, maxiter=100, tol=1.49e-8):

5 print (£ '\n{0}: x = {x0}, norm = {npla.norm(F(
x0)):.1e}")
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6 info = -1

7 for k in range(maxiter):

8 x = x0 - npla.inv(J(x0))@F (x0)

9 print (f'{k+1}: x = {x}, norm = {npla.norm(
F(x)):.1e}")

10 if (npla.norm(x - x0) < tol):

11 info = 0

12 break

13 x0 = x.copy ()

14 return x, info

15

16 def F(x):

17 n = x.size

18 y = np.empty(n)

19 y[0] = x[0]*x[1]**2 - x[0]**x2*xx[1] + 6

20 y[1] = x[0] + x[0]**2*xx[1]*%x3 - 7

21 return y

22

23 def J(x):

24 n = x.size

25 y = np.empty((n,n))

26 y[0,0] = x[1]*%x2 - 2xx[0]*x[1]

27 y[0,1] = 2xx[0]*x[1] - x[0]*x*2

28 y[1,0] = 1 + 2xx[0]*x[1]*%3

29 y[1,1] = 3*xx[0]**%2xx [1]*%*2

30 return y

32x0 = np.array([-1.5, 1.5])
33x, info = newton(F, J, x0)

4.1.1 Analise Numeérica

Para uma funcao F' suficientemente suave e com uma escolha apropriada da
aproximacao inicial (), temos que as iteracoes de Newton

g+ = g0 — o1 (g0 (), (4.20)
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com k= 0,1,2,..., sdo quadraticamente convergentes', i.e.
[z — 2% < Cllz® — 2|, (4.21)

onde z* ¢ a solugao exata, i.e. F(z*) =0.

Exemplo 4.1.2. Consideremos o seguinte sistema de equagdes nao lineares

175 — 22wy +6 =0, (4.22)
T+ atrs —7=0. (4.23)

A Figura 4.1 é um esbogo do grafico da ||F(-)||. Este problema foi confec-
cionado de forma que 2* = (—1,2). Entdo, tomando z® = (1.5,1.5) como
aproximacao inicial, computamos as iteracoes de Newton para este problema,
donde obtemos os resultados reportados na Tabela 4.2.

Figura 4.1: Esbogo do gréfico de || F(-)|| referente ao Exemplo 4.1.2.

!Para informacdes mais precisas sobre a convergéncia do Método de Newton, consulte
[8, Segdo 5.3].
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2k lz®) — 2|
(—1.50, 1.50) 7.1e—01
(—1.07,1.82) 2.0e—01

(—9.95e—1,2.00)  5.1e—03
(—1.00, 2.00) 2.6e—05
(—1.00, 2.00) 2.0e—10
(—1.00, 2.00) 3.1e—16

Ul W N~ O

Tabela 4.2: Resultados referentes ao Exemplo 4.1.2.

4.1.2 Exercicios

E.4.1.1. Use o Método de Newton para computar uma solugdo aproximada
para o sistema de equagoes

% ral=1 (4.24)
) | T3
B+ =1 (4.24D)

E.4.1.2. Use o Método de Newton, com aproximacao inicial (¥ = (1.5,0.5)
para computar uma soluc¢ao aproximada para o sistema de equagoes

r] = cos(x129) + 1 (4.25a)
sen(xqg) = 2 cos(z1) (4.25b)

E.4.1.3. Use o Método de Newton, com aproximacao inicial £(® = (1, —1)
para computar uma solucao aproximada para o sistema de equagoes

1
3z = cos(x122) + 5 (4.26a)

423 + 22971 = 0 (4.26b)
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E.4.1.4. Use o método de Newton para obter uma aproximacao de uma
solugao de

zosen(zrs) + 1 —2 =0, (4.27)
1Ty — sen(xg) + 0,2 =0, (4.28)
r2 + cos(z11) — 4,5 = 0. (4.29)

Para tanto, use V) = (1, —1, —1).

E.4.1.5. Considere o problema de encontrar os pontos de intersecdo no

plano x — y da elipse
22 P
Tt =1 (4.30)

com a curva
r =y*/x. (4.31)

Escreva o problema na forma F(z) = 0 e use o Método de Newton para
encontrar o ponto de intersegdo préximo de (z,y) = (1.5,1.5).

4.2 Meétodos quasi-Newton

[[tag:revisar]]

4.2.1 Meétodo do acorde
[[tag:revisar]]
O método do acorde consiste na seguinte iteragao

M = aprox. inicial, (4.32)
gD = &) _ gl (W) p(g). (4.33)

Ou seja, é a iteragao de Newton com jacobina constante.

Exemplo 4.2.1. Consideremos o seguinte sistema de equagdes nao lineares

T3 — 2379 + 6 = 0, (4.34)
Ty + wiry — 7 =0. (4.35)
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Definidas F e Jp e tomando ! = (1,5, 1,5) como aproximacao inicial, com-
putamos as iteragoes do método do acorde de forma a obtermos os resultados
apresentados na Tabela 4.3.

z® J2®) — 27|
(—1,50, 1,50) x-
(—1,07, 1.82) 5,3e—1
(—1,02, 1,93) 1,2e—1
(—1,00, 1,98) 5,2 —2

8e—1, 2,00)  4,7e—3
(—9,99e—1, 2,00)  9,0e—4
,00, 2,00) 7, de—4
00, 2,00) 4,30—4

© 00T U W N |
—
|

1
1

1

17
,98¢—1, 2,00) 1,8e—2
9

9

1

1

Tabela 4.3: Resultados referentes ao Exemplo 4.2.1.

4.2.2 Jacobiana aproximada
[[tag:revisar]]

A jacobiana Jp(z) de uma dada funcdo F(z) = (fi(x), fa(@),..., fu(x)) é a

matriz cujo elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna é

df; i h) — fi
8xj h—0 h
onde e; é o j-ésimo vetor da base canénica de R”, i.e. e; = (0,...,0,1,0,...,0)
com 1 na j-ésima posicao.
Com isso, podemos computar uma jacobiana aproximada tomando
df; i h) — fi

81’]' - h ’
com h suficientemente pequeno.
Exemplo 4.2.2. Consideremos o seguinte sistema de equac¢des nao lineares

T1T5 — 11wy + 6 = 0, (4.38)
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Ty + wiry — 7 =0. (4.39)

Definida F, sua jacobina aproximada Jp com h = 1077 e tomando (") =
(1,5, 1,5) como aproximagao inicial, computamos as iteragoes do quasi-
método de forma a obtermos os resultados apresentados na Tabela 4.4.

k z® ™) — 27|
1 (=1,50, 1,50) x-

2 (=1,07, 1,82) 5,3¢—1
3 (=9,95e—1, 2,00)  2,0e—1
4 (=1,00, 2,00) 5,1e—3
5 (—1,00, 2,00) 2,6e—5

Tabela 4.4: Resultados referentes ao Exemplo 4.2.2.

4.2.3 Exercicios

[[tag:construcaol]
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Capitulo 5

Interpolacao

Neste capitulo, estudamos a resolucao de problemas de interpolacao da forma:
dados uma familia de n fungoes reais

f:{f1<l’>,f2($),n.,fn(x)} (51)

e um conjunto de n pontos {(z;,y;)}7,, com x; # x; se i # j, encontrar a
funcao interpoladora

f(@) = cifile) + cafolm) + - - + cnful), (5.2)

tal que
yi = flzy), i=1,2,...,n. (5.3)

5.1 Interpolacao Polinomial

Dado um conjunto de n pontos {(x;, y;)}1_;, o problema de interpolac¢ao con-
siste em encontrar o polindmio' de grau n — 1

p(x) = pra" ™" + pox” 2 4 -+ pr + py (5.4)

!Chamado de polinémio interpolador.
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tal que
yi = p(ws), (5.5)

para todo1=1,2,...,n.
Das condigoes (5.4), temos

plfffl + pﬂ?*2 + P11 P =1

Piry A o A P 1T+ P = Yo
(5.6)

plxzil +p2$272 + - Pu—1Ty + P = Yn.

Isto é, os coeficientes do polindémio interpolador (5.4) satisfazem o sistema
linear

Ap =y, (5.7)
onde A ¢ a matriz de Vandermonde'¢
e T |
N S |
A= | (5.8)
L |
p = (p1,p2,.-.,pn) é 0 vetor das incégnitas ey = (y1,y2,...,Yn) é 0 vetor

dos termos constantes.

Exemplo 5.1.1. Consideramos o problema de encontrar o polindémio inter-
polador do conjunto de pontos {(—1, —1),(0, 1),(1, 1/2)}. Como temos 3
pontos, o polindmio tem grau 2 e pode ser escrito na forma

p(z) = p12® + pox + ps. (5.9)

Seguindo a abordagem acima, temos p = (p1,p2,p3), * = (—1,0,1), y =
(—1,1,1/2) e

2 mp 1
A= |22 zy 1f. (5.10)
3 x3 1

Entao, resolvendo Ap =y, obtemos o polindémio interpolador

p(z) = —1,252° + 0, 75z + 1. (5.11)
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A Figura 5.1 mostra os esbogos do polindémio interpolador p(z) e dos pontos

dados.

1.04 [ ] pts pe
interp
0.5 ®,
0.0 4
—0.5
—1.0 A o
—1.5 1
—2.0 -

Figura 5.1: Esboco do polinomio interpolador referente ao Exemplo 5.1.1.

Codigo 5.1: polilnterp.py
l import numpy as np
2 import numpy.linalg as npla
3
4def polilnterp(x, y):

) # num. pts

6 n = x.size

7 # Vandermonde

8 A = np.empty((n,n))

9 for j in range(n):

10 Al:,j] = xx*x(n-1-j)
11 # coefs

12 p = npla.solve (A, y)

13 return p

14

15 # exemplo
16x = np.array([-1., 0, 1])
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7y = np.array([-1., 1, 1/2])
18

19 # poli interp

20p = polilnterp(x, y)

21

22 # verificacgao

23 print (np.polyval(p, x))

5.1.1 Exercicios

E.5.1.1. Obtenha o polindmio interpolador do conjunto de pontos {(—1, —1), (—0.5,1),(1,2)}.
E.5.1.2. Obtenha o polindmio interpolador do conjunto de pontos {(—1,—1),(0,1), (1,1/2),(2,1)}.
E.5.1.3. Obtenha o polindémio interpolador do conjunto de pontos {(—1, —1), (0, 1), (1, 1/2),(2, 1), (2.

E.5.1.4. Considere a matriz de Vandermonde V = [z"]'_), com z =
(x1,22,...,2,), sendo x; = (i — 1)h, h = 0.1 e i = 1,2,...,n. Compute
o numero de condicionamento de V para n = 5,10,100. De que forma os

resultados obtidos impactam no problema de interpolagdo polinomial?

E.5.1.5. Aproxime a funcao f(z) = cos(x) por um polinémio interpolador
p no intervalo [0, w|. Escolhas pontos nesse intervalo de forma a obter p que
aproxime f com boa precisao grafica.

5.2 Interpolacao de Lagrange

Interpolacdao de Lagrange®® é uma técnica para a computacio do polindmio
interpolador p(z) de um conjunto de pontos {(z;,v;)}", dados. A ideia
consiste em escrever o polinémio interpolador na forma

p(z) = zj:yle(x) (5.12a)
=y La(z) + y2Lo(z) + - + yuLn(z), (5.12b)
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onde L;(x) é chamado de i-ésimo polinémio de Lagrange e é definido como
o polinémio de grau n — 1 que satisfaz

)l =y
Mais especificamente, temos que L;(z) tem raizes {1, ..., %1, Tit1,- .-, Tn}

e, portanto, pode ser decomposto na forma

Li(z) = ¢ ﬁ(x ) (5.14a)
i
=clr—x) - (x—ziq)(x— ) - (v — ). (5.14b)

Além disso, como L;(x;) = 1, temos

1
= (5.15)

i (zi — ;)

<.
N

<

Assim sendo, podemos concluir que

L) = [ 2= (5.16a)
o
(@ —a1) (@ —z)(@ — @) -+ (2 — @) (5.16b)

T () (@ — i) (@ — @) - (@ — )

Exemplo 5.2.1. Consideramos o problema de encontrar o polindmio in-
terpolador do conjunto de pontos {(—1,-1),(0,1),(1,1/2)}. Como temos
3 pontos, o polinémio tem grau 2 e pode ser escrito na seguinte forma de
Lagrange

p(x) = 1 L1 (z) + yoLo(z) + ysLs(z), (5.17)

onde y; = —1, yo = 1 e y3 = 1/2. Os polindémios de Lagrange sdo dados por

(x — z9)(x — x3)

(x1 — x2) (1 — 3) (5.18)

Li(z) =
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1 1
Lo(z) = (x —z1)(x — x3)
(w2 — 21)(22 — 23)
= -2’ +1, (5.21)
La(z) = (x —z1)(x — 29)
(r3 — 21)(23 — 22)
1 1
= 53:2 + 5% (5.23)
E, entao, temos o polinomio interpolador
p(z) = —1,252% 4+ 0, 75z + 1. (5.25)
Cédigo 5.2: poliLagrange.py
| import numpy as np
2from itertools import chain
3
4def polilagrange(x, xpts, ypts):
) # num. pts
6 n = xpts.size
7 # Lagrange pol7
8 L = np.ones((n,x.size))
9 y =0
10 for i in range(n):
11 for j in chain(range(i),range(i+1,n)):
12 L[i] *= (x-xpts[jl)/(xptsl[il-xptsl[jl)
13 y += ypts[i] * L[i]
14 return y
15

16 # exemplo

17xpts = np.array([-1., 0, 1])

18 ypts np.array([-1., 1, 1/2])

19

20 # verificacao

21x = xpts.copy()

22 print (polilagrange (x, xpts, ypts))
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5.2.1 Aproximacgao de Funcgoes

Polinémio interpoladores podem ser usados para a aproximacgao de funcgoes.
Podemos aproximar uma dada funcao f pelo polinémio interpolador de um
conjunto de pontos selecionados {(z;,y; = f(x;))}7;. De fato, o seguinte
teorema nos fornece uma estimativa para o erro de uma tal interpolagao.

Teorema 5.2.1. (Teorema de Lagrange.) Sejam dados uma fungao f €
C"([a,b]) e n pontos {z;}7; C [a,b]. Entao, o polindmio interpolador do
conjunto de pontos {z;,y; = f(x;)}, satisfaz

f(n+1) n

@) =p@) + 0y H1 T — ;). (5.26)

Demonstragdo. [[tag:construcaol]

Exemplo 5.2.2. Consideramos o problema de aproximar f(x) = sen(x) pelo
polindémio interpolador do conjunto de pontos x; = 0, 3 = 7/2 e z3 = 7.
Le., queremos determinar o polinémio p(z) de grau 2 que interpola os pontos
{(0,0), (7/2,1), (m,0)}. Usando a técnica de Lagrange, obtemos

p(z) = —0,412% + 1, 3z, (5.27)

com seus coeficientes arredondados para dois digitos significativos. A Fi-
gura 7?7 mostra os esbogos da funcao f(x) = sen(x), dos pontos dados e do
polinémio interpolador p(z).

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 5. INTERPOLACAO 169

1.0 4 ® pts
seno
0.8 1 lagrange
0.6
0.4 1
0.2 1
0.0 1
—0.2 1
—0.4 -

Figura 5.2: Esbogos dos graficos da fungao, dos pontos e do polindmio inter-
polador computado no Exemplo 5.2.2.

lx = np.array ([0, np.pi/2, np.pil)
2f = lambda x: np.sin(x)
3 poli = lagrange(x, f(x))

Exercicios

E.5.2.1. Use a técnica de Lagrange para obter o polindmio interpolador do
conjunto de pontos {(—1,—1),(—0.5,1),(1,2)}.

E.5.2.2. Use a técnica de Lagrange para obter o polindmio interpolador do
conjunto de pontos {(—1,—1),(0,1),(1,1/2),(2,1)}.

E.5.2.3. Use a técnica de Lagrange para obter o polindmio interpolador do
conjunto de pontos {(—1, —1),(0, 1), (1, 1/2),(2, 1),(2.5,1)}.

E.5.2.4. Use a técnica de interpolacao de Lagrange para encontrar o po-
linémio interpolador que aproxima a fungaof(x) = €” pelos pontos z; = 0,
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ro=1,23=15¢e x4 =2.

E.5.2.5. Use a técnica de Lagrange para aproximar a fungao f(z) = cos(z)
por um polinémio interpolador p no intervalo [0, 7]. Escolha pontos de forma
a obter p que aproxime f com boa precisao grafica.

5.3 Diferencas Divididas de Newton

Dado um conjunto de pontos {(z;,y;)}",, o Método das Diferencas Di-
vididas de Newton?* busca determinar o polinémio interpolador da forma

p(x) = a1 + az(x — 1)
+ asz(z — x1)(x — 29) (5.28)
+Fap(r—x1) - (T — 20 ).

Por uma abordagem direta, temos que p(z;) = y;, © = 1,2,...,n, 0 que nos
leva ao seguinte sistema triangular inferior

ar = Y, (529&
(

)

aj + az(xg — 1) = Yo, 5.29b)

aj + as(ws — 1) + az(ws — 1) (T3 — x2) = Y3, (5.29¢)

(5.29d)

a; +ag(xy, —x1) + -+ ap(zy, —x1) -0 - (Tp, — Tp—1) = Yn. (5.29¢)

Entretanto, existe uma forma mais eficiente de se determinar os coeficientes
(Zi,’i: 1,2,...,71,.

Denotemos por plx;, Z;+1,...,2x)(x) o polinémio interpolador do conjunto
de pontos {(z;,y;)};_;. Entéo, temos a seguinte recursio
plz;] = yj, (5.30)

para j=1,2,....,ne

plej, Tit1, ..., Tg)(T)
(x —z)plrjs, .., zil(x) — (x — zp)plxy, . . . TR ](2) (5.31)

= s

T — Ty
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para todon >k > j > 1.

De fato, (5.30) é trivial. Agora, denotando por r(z) o lado direito da equa-
gao (5.31), vemos que 7(x) tem grau menor ou igual a k — j, o mesmo de
plxj, Tjq1, ..., xx)(x). Desta forma, para mostrar (5.31), basta verificarmos
que () interpola o conjunto de pontos {(z;, y;)}1_;. O que de fato ocorre

— (25 — 2)y;

)= =y 5.32
ra) == = (5.322)
r(a) = (o = 2t = (2 — 2y =Y,

T — Ty
l=74+1,...,k—1, (5.32b)
(@ — ;)Y
=5 TR 5.32
) = = (5.32)

Logo, pela unicidade do polindmio interpolador?, temos demonstrado (5.31).

Observando que o polindmio interpolador p(x) é igual a p[xy, ..., z,|(z), te-
mos que (5.30)-(5.31) nos fornece uma forma de computar p(x) de forma
recursiva. Além disso, observemos que p[xj, ..., zx_1](z) € plxj, ..., zx) di-
ferem por um polinémio de grau k — j com zeros xj, i1, ..., Tx—1. Logo,
temos
plej, ...,z (x) = plzj, ..., vp-1](x)
(5.33)
+ flzg, oz (x — ) - (@ — 1),

onde fzj,...,x;] sdo coeficientes a determinar. Ainda, tomando plz;] =

flzi], temos

play, ..., v)(x) = flog] + flog, 2j0)(x — x5)

+ flaj, . a)(@ — ) - (2 — Tpy). (5.34)

Por fim, a recursao (5.30)-(5.31) nos mostra que as Diferencas Divididas
Newton podem ser obtidas de

flzjl=vy;, 7=12,....n, (5.35a)

f[-/«EJ, o 71']{] _ f[xj—i-l? s 7Ik} B f[xﬁ sy T—1 : (535b)
L — Ty

2Consulte o Exercicio 5.3.5
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para todon >k > j > 1. E, temos o polinémio interpolador do conjunto de
pontos {(z;,y;) -, dado por

ply, - xa)(x) = fla] + flrn, zo)(x — 21)

+ ot flaeg (e —xy) - (= ). (5:36)

Observagao 5.3.1. A recursdo (5.35) pode ser adequadamente organizada
em uma matriz da forma

[ flz1] 0 0 . 0

flza]  flza, 2] 0 . 0

fles]  flwz, s flz1, 22, 73] e 0 (5.37)
Flea] flonositn] Flonstnriza] .. flon ... zal]

onde os elementos da diagonal correspondem aos coeficientes do polinémio
interpolador na forma (5.36).

Exemplo 5.3.1. Consideramos o problema de encontrar o polindémio inter-
polador do conjunto de pontos {(—1,—1),(0,1),(1,1/2)}. Usando o Método
das Diferencas Divididas de Newton, escrevemos o polindomio na forma

p(x) = floa] + flor, xe)(x — x1) + flor, 2o, 23)(x — 1) (x — 22).  (5.38)

Entao, computamos seus coeficientes pela recursao (5.35). Ou seja, temos

flo] = -1, (5.39)
flza] =1, (5.39b)
Flas] = 1/2. (5.39¢)
Dai, segue
fla, xo] = "W =2 (5.40a)
flaa, @3] = W = —; (5.40D)
(5.40c¢)
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e, por fim, que
flr1, w9, 23] = flre, ] = Fln, o) (5.41a)
T3 — I
=—1,25. (5.41b)
Logo, o polinémio interpolador é
p(z) =0,5+2(x+1)—1,25(x + 1)(x — 1), (5.42)
ou, equivalentemente,
p(z) = —1,252° + 0, 75z + 1. (5.43)

1l import numpy as np
2
3def interpDDF(x, y):

4 n = xX.size

5 M = np.empty((n,n))

6 M[:,0] =y

7 for j in range(l,n):

8 for i in range(j,n):

9 M[i,j] = (M[i,j-11 - M[i-1,j-11) \
10 / (x[i]-x[i-j])
11 return np.diag(M)

12

13 def poliDDF(x, p, xpts):

14 n = p.size

15 pval = pl[0]

16 aux = 1.

17 for i in range(l,n):

18 aux *= (x-xpts[i-1])

19 pval += p[i]l*xaux

20 return pval

21

22 xpts = np.array([-1., 0, 1])
np.array([-1., 1, 1/2])
24p = interpDDF (xpts, ypts)

25 print (poliDDF (xpts, p, xpts))

N}

w
<
o

ct
()]
Il
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5.3.1 Exercicios

E.5.3.1. Use o Método das Diferencas Divididas de Newton para obter o
polinémio interpolador do conjunto de pontos {(—1,—1),(—0.5,1),(1,2)}.

E.5.3.2. Use o Método das Diferencas Divididas de Newton para obter o po-
lindémio interpolador do conjunto de pontos {(—1,—1),(0,1),(1,1/2),(2,1)}.

E.5.3.3. Use o Método das Diferencas Divididas de Newton para obter o po-
lindémio interpolador do conjunto de pontos {(—1, —1), (0,1), (1,1/2),(2,1), (2.5,1)}.

E.5.3.4. Use o método das diferencas divididas de Newton para encontrar o
polinémio interpolador que aproxima a fungao f(x) = e” pelos pontos z; = 0,
132:]_,1‘3:1,561'4:2.

Analise Numérica

E.5.3.5. Dado um conjunto de pontos distintos {(x;,y;)}",, mostre que é
unico o polinémio interpolador do conjunto.

5.4 Spline Cubico

Dado um conjunto de pontos {(x;,y;)}",, um spline cibico é uma fungao
duas vezes continuamente diferenciavel da forma

sll(x — x1)3 + Slz(x — x1)2 + S13($ — $1) + S14 , v <x <z,
321(30 — $2)3 + 822($ — $2)2 + 523($ — $2> + So4 ,To<x <T3,
s(x)=
,
$n—11(x — 22)3 +sn_12(x — 22)* +sp_13(x — 22)+Sp_14 ,Tn_1 <T< Ty

(5.44)

que satisfaz as seguintes propriedades
1. s(x;)) =y; parai =1,2,... n,

2. sj(xj) = sjt1(x;) para todo j =1,2,...,n— 2,
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3. 8j(x;) = 8,1 (;) para todo j =1,2,...,n -2,
A. si(a;) = sy (x;) para todo j = 1,2,...,n — 2.

Observemos que o spline tem 4(n — 1) coeficientes a determinar, enquanto
que as condigoes acima nos fornecem 4n — 6 equagoes. Assim sendo, notamos
que a determinacdo de um spline requer ainda 2 condig¢oes de fechamento.
Conforme a escolha destas condicoes, diferentes splines ciibicos sdo compu-
tados.

5.4.1 Spline Not-a-Knot

A condicao not-a-knot exige que o spline ctibico tenha derivada terceira con-
tinua nos pontos x5 € x,_1, i.e.

sY'(x2) = s (22), (5.45a)
st o (wpo1) = S0 (xn1). (5.45Db)

Exemplo 5.4.1. Consideremos o problema de aproximar a fungao f(x) =
sen(x) pelo spline cibico not-a-knot com pontos 1 = 0, xo = 7/6, x3 =7/3 €
x4 = m/2. Na Figura 5.3 temos os esbogos de f e do spline ciibico computado.
O spline computado é aproximadamente

—0.112% — 0.11z% — 0.11z <<k
s(z)={ —0.07(x — %) —0.24(z — )2 - 042(z — Z)+ 1 IT<a<Z,
1.02(z — T +0.86(z — D)2+ 051(z — 5) + ¥ [ T<a< gg(; |
5.46
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1.0 1

— f

® pts
0.8 1

-==- gpline

0.6 1

0.2 1

0.0 1

—0.2 1

0.0 0.5 1.0 15
X

Figura 5.3: Esboco dos graficos da fungao f(z) = sen(z) e do spline ciibico
computado no Exemplo 5.4.1.

Cédigo 5.3: splineNotAKnot.py

| import numpy as np
2from scipy.interpolate import CubicSpline
3

4 # dados

5f = lambda x: np.sin(x)
6xx = np.array([0.,

7 np.pi/6,
8 np.pi/3,
9 np.pi/2])
10yy = f(xx)

11

12 # splaine

13cs = CubicSpline(xx, yy)
14

15 # coefs

16 print (cs.c)
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5.4.2 Spline Fixado

Os splines cubicos fixados sao obtidos impondo os valores das derivadas na
fronteira, i.e.

s'(x1) = y1, (5.47a)
8'(T0) = Yn, (5.47D)

onde ¥y, e y,, sao escalares dados. Quando usamos splines para aproximarmos
- r_ gl !’
uma dada fungao f, usualmente, escolhemos y; = f'(x1) e v, = f'(z,).

Exemplo 5.4.2. Consideremos o problema de aproximar a fun¢ao f(z) =
sen(x) pelo spline cibico fixado com pontos x; = 0, x9 = 7/6, x3 = 7/3 e
x4y = m/2. Na Figura 5.4 temos os esbogos de f e do spline ctibico computado

—0.162° — 0.12z* — 0.04x 0<z<f
s(z) ={ —0.001(z — £)® — 0.26(z — %)% — 0.44(z —%)+§ I<z<E,
0.0(z — %)3 +o.5( 2 4 0.87(x — I) + L I<a <l
(5.48)
1.0 4 f
® pts
081 ——-- spline

0.0 0.5 1.0 15
X

Figura 5.4: Esbogo dos gréficos da fun¢ao f(z) = sen(z) e do spline ctbico
fixado computado no Exemplo 5.4.2.

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

5.4. SPLINE CUBICO 178

| import numpy as np
2from scipy.interpolate import CubicSpline
3

4 # dados

5f = lambda x: np.sin(x)

6xx = np.array([0.,

7 np.pi/6,

8 np.pi/3,

9 np.pi/21)

10yy = f(xx)

11

12 # spline

13¢cs = CubicSpline(xx, yy,

14 bc_type=((1, 1.),
15 (1, 0.)))
16

17 # coefs

18 print (cs.c)

5.4.3 Exercicios

E.5.4.1. Dado o conjunto de pontos {(—1,—1),(—0.5,1),(1,2)}, obtenha o
spline ctibico associado com condi¢ao de controno:

a) Not-a-Knot.

b) Fixado.

E.5.4.2. Dado o conjunto de pontos {(—1,—1),(0,1),(1,1/2),(2,1)}, obte-
nha o spline ctibico associado com condi¢ao de controno:

a) Not-a-Knot.

b) Fixado.

E.5.4.3. Dado o conjunto de pontos {(—1, —1),(0, 1), (1, 1/2),(2, 1),(2.5,1)},
obtenha o spline ctibico associado com condi¢ao de controno:
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a) Not-a-Knot.

b) Fixado.

E.5.4.4. Aproxime a funcao f(x) = e® por um spline ctibico que passa pelos
pontos 1 =0, 20 =1, 23 =1, e x4y = 2.

E.5.4.5. Considere o problema de aproximar a fungao f(x) = cos(x) por
um spline ciibico s = s(z) no intervalo [0, 7]. Escolha os pontos e a condi¢ao
de fronteira de forma a obter s que aproxime f com boa precisao grafica.
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Capitulo 6

Aproximacao por Minimos
Quadrados

6.1 Problemas Lineares

Dado um conjunto de n pontos {(x;,v;)}1—y, ©; # x; para ¢ # j, e uma
familia de m < n fungdes {f;(z)}™,, o problema linear de aproximacgao
por minimos quadrados consiste em determinar os m coeficientes {¢;}1",
tal que a funcao

f(z;e) = f:lcjfj(x) (6.1a)
= 1 f1(2) + cofo(z) + c3f3(2)
+ o e fin() (6.1b)

aproxime o dado conjunto de pontos no sentido de minimos quadrados, i.e. o
vetor dos coeficientes ¢ = (¢y, o, ..., ¢p) € solugdo do seguinte problema
linear de minimizacao

min {E = zn: ly; — f(xi;c)\z} . (6.2)

i=1
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A fim de trabalharmos com uma notagao mais compacta, definimos o residuo
r(c) = (r1(e),r2(c),...,m(c)), onde r;(e) :=y; — f(x;;¢). Com esta notagao,
o problema de minimos quadrados se resume a resolver

min{E := [|r(¢)[|3}. (6.3)

6.1.1 Método das Equacoes Normais

A fim de resolver o problema de minimos quadrados (6.3), observamos que o
erro quadratico

B = ()] (6.42)

=) (6.4b)

Y (- fais))? (640

n

= ; (?/z - ilcjfj(xi)) (6.4d)
E = |ly — Aclf3, (6.4c)

onde ¥ := (Y1,Y2, ..., Yn) €

A= S B (6.5)
filzn) folwn) - fr(zn)

Os parametros ¢; que minimizam o erro F sao solucao do seguinte sistema
de equacoes

oF - 0
5o =22 (@)l (6.6
onde j =1,2,...,m. Ou, em uma notagdo mais apropriada,
V=0 (6.7)
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Alr(e) =0 (6.8)
AT(y — Ae) =0 :
AT Ae = ATy, (6.10)

Portanto, o problema linear de minimos quadrados se resume em resolver as
chamadas equagdes normais

AT Ac = ATy, (6.11)

Concluimos a solugao é dada por

c= (ATA) ATy, (6.12)

quando AT A é inversivel.

Exemplo 6.1.1. (Ajuste de polindémios.) Considere o problema de ajustar
o conjunto de pontos

1 —-1.0 1.2
2 0.0 —-0.1
3 1.0 0.7
4 1.5 24

por um polinémio quadratico da forma

p(x) = p1a® + pox + ps (6.13)

no sentido de minimos quadrados.
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® pts

3.0 1 p(x)

2.5 1
2.0 1
1.5 1
@
1.0 1
0.5 1

0.0 1 Y

10  —05 00 0.5 1.0 15
y

Figura 6.1: Esboco do polinémio ajustado no Exemplo 6.1.1.

Neste caso, a familia de fungées do problema de minimos quadrados é f;(z) =
22, fo(x) = z e f3(x) = 1. Assim sendo, os coeficientes p = (p1, pa, p3) sdo
solugao do seguinte sistema linear

AT Ap = ATy, (6.14)

onde Y= (yla Y2, y3) €

1
A L (6.15)
Tl oxg 1) '
ry; x4 1

Emfim, resolvendo as equagdes normais (6.14), obtemos
p(z) = 1.252% — 0.188x — 0.203. (6.16)

A Figura 6.1 mostra um esboco dos pontos e do polinémio ajustado.

Cédigo 6.1: mqPoli.py

| import numpy as np
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2 import numpy.linalg as npla

3

A1 # dados

5xx = np.array([-1.0,
6 0.0,

7 1.0,

8 1.5])
9yy = np.array([1.2,
10 -0.1,
11 0.7,
12 2.41)

13
14 # matriz

15m = 3
16n = xx.size
17A = np.empty ((n,m))

ISA[:,0] = xx**2

19A[:,1] = xx

20A[:,2] np.ones_like (xx)

21

22 # sol de mq

23p = npla.solve(A.T@A, A.TG@yy)
24 print (p)

Exemplo 6.1.2. (Ajuste de curvas.) Consideremos o mesmo conjunto de
pontos do exemplo anterior (Exemplo 6.1.1). Aqui, vamos ajustar uma curva
da forma
f(x;e) = crsen(x) + o cos(x) + c3 (6.17)
no sentido de minimos quadrados. Para tanto, formamos a matriz
(x1) cos(z)
sen(xg) cos(zg)
sen(xz) cos(xs)
sen(xy) cos(zy)

A= (6.18)

—_ = = =

e, entdo, resolvemos as equacoes normais AT Ac = ATy para o vetor de
coeficientes ¢ = (¢y, ¢y). Fazendo isso, obtemos ¢; = —0,198, ¢ = —2,906 e
c3 = 2,662. A Figura 6.2 mostra um esbog¢o da curva ajustada aos pontos
dados.
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301 o s

f(x;c)
2.5 s

2.0 1

1.0 1
0.5 1

0.0 1 Py

10  —05 00 0.5 1.0 15
y

Figura 6.2: Esboco da curva ajustada no Exemplo 6.1.2.

Codigo 6.2: mqCurva.py

| import numpy as np
2 import numpy.linalg as npla

3

4 # dados

5xx = np.array([-1.0,
6 0.0,

7 1.0,

8 1.51)

9yy = np.array([1.2,

10 -0.1,
11 0.7,

12 2.41)
13

14 # matriz

15m = 3

I6n = xx.size

I17A = np.empty((n,m))
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ISA[:,0] = np.sin(xx)
19A[:,1] = np.cos(xx)
20A[:,2] = np.ones_like (xx)
21

22 # sol de mgq
23c = npla.solve(A.T@A, A.TG@yy)

24

25 def f(x, c=c):

26 y = c[0]l*np.sin(x) \
27 + c[1]*np.cos(x) \
28 + c[2]

29 return y

Exemplo 6.1.3. (Um problema néo linear.) Consideremos o problema de
ajustar, no sentido de minimos quadrados, a funcao

f(x;e) = 1 (6.19)

ao seguinte conjunto de pontos

i T Y
1 —-1.0 8.0
2 0.0 1.5
3 1.0 0.2
4 1.5 0.1

Aqui, temos um problema nao linear de minimos quadrados que pode ser
transformado em um problema linear fazendo-se

Yy = c1e?” (6.20)
Iny =Ince™” (6.21)
Iny =Inc + com. (6.22)

Isto é, denotando d; :=Incy e dy := co, 0 problema se resume a ajustar uma
reta r(x) = dy + dox ao conjunto de pontos {(z;, Iny;)}i ;.
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Para resolver o problema transformado, formamos a matriz

1 T
L 1 i)
A= s (6.23)
1 Ty
e, entdo, resolvemos as equacoes normais A”Ad = ATIny, com lny =

(Inyy, Inys, Inys, Iny,), donde obtemos d; = 0.315 e dy = —1.792. Das defi-
nicoes de d; e dy, temos

Cy = d2 = —1.792 (624)
¢ = e = 1.371. (6.25)

A Figura 6.3 mostra um esbogo da curva f(z;¢) = ;e ajustada aos pontos

dados.

127 f(x;¢e)

10 1

0 &)
10  —05 00 0.5 1.0 15
y

Figura 6.3: Esbogo da curva ajustada no Exemplo 6.1.3.

6.1.2 Analise Numeérica

O problema linear de minimos quadrados (6.3) reduz-se a resolver o sistema
linear (6.11) para e. Isto nos leva a questdo de verificar se AT A é invertivel.
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Teorema 6.1.1. A matriz ATA ¢ positiva definida se, e somente se, as
colunas de A sao linearmente independentes.

Demonstracdo. Se as colunas de A sdo linearmente independentes, entao x #
0 implica Az # 0 e, equivalentemente, 7 AT # 0. Portanto, x # 0 implica
2T AT Az = || Az]]2 > 0, o que mostra que AT A é positiva definida.

Suponhamos, agora, que as colunas de A nao sao linearmente independentes.
Entdo, existe zg # 0 tal que Azy = 0. Mas, entdo, zl AT Az = 0, o que
mostra que AT A nao é positiva definida. n

Este teorema nos fornece uma condigao suficiente para a existéncia (e unici-
dade) de solugao do problema linear de minimos quadrados. Mais especifi-
camente, se as colunas da matriz A sao linearmente independentes, entao os
coeficientes da fungao f(x) que melhor ajustam os pontos dados sdo

c=(ATA)TATy. (6.26)

Exercicios

E.6.1.1. Determine a reta y = c;x + co que melhor se ajusta, no sentido de
minimos quadrados, aos pontos

i 1 2 3 4 5
x| —2,5 —1,3 0,2 1,7 2,3
yi | 3,8 1,5 —0,7 —-1,5 —3,2

Por fim, compute a norma L? do residuo, i.e. ||r(c)|lz = ly — (c1z + ¢2)]|2
para os pontos dados.

E.6.1.2. Determine o polinémio y = ¢,z + 2 + c3x + ¢4 que melhor se
ajusta, no sentido de minimos quadrados, aos pontos

i 1 2 3 4 5
i | —2,5 —1,3 0,2 1,7 2.3
v | 38 05 27 1,2 —-1,3
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Por fim, compute a norma L? do residuo, i.e. ||r(c)].

E.6.1.3. Determine a curva y = c¢; sen x + ¢, cos x + c3 que melhor se ajusta,
no sentido de minimos quadrados, aos pontos

i 1 2 3 4 5
7| —2,56 —1,3 0,2 1,7 2,3
yvi | 3,8 05 27 1,2 —1,3

Por fim, compute a norma L? do residuo, i.e. |[r(c)||.

E.6.1.4. Use a transformagao z = Iny para ajustar, no sentido de minimos
quadrados, a curva y = ¢;e2(#=%)° aos pontos

i 1 2 3 4 5 6
z; | —0,5 0,5 1,3
g | 0,1 1,2 2,7

6.2 Problemas nao lineares
[[tag:revisar]]

Um problema nao linear de minimos quadrados consiste em ajustar uma dada
fungao f(x; ¢) que dependa nao linearmente dos parametros ¢ = (¢q, o, - . ., €,
m > 1, a um dado conjunto de n > m pontos {(z;,y;)}1,. Mais especifica-
mente, buscamos resolver o seguinte problema de minimizacao

min | E =Y (y; — f(w; o)?] . (6.27)
{c1,¢2,....cm } —

Aqui, denotaremos por r(c) := (ri(c),r2(c),...,ra(c)) o vetor dos residuos

ri(c) :=y; — f(z;,¢). Com isso, o problema se resume a encontrar o vetor de

parametros ¢ que minimiza

E = [lr(o)]3- (6.28)
Tais parametros sao solucao do seguinte sistema de equacoes
oF " 0
R | (c)=—r;(c) =0 6.29
5o, = 22 rie)nio (6.29)
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ou, equivalentemente, da equacao

VE =0« Ji(e)r(c) =0, (6.30)
onde
oy ory . On
Jr(e) = |7 P2 0 (6.31)
801 862 8Cm

é a jacobiana do residuo r em relagao aos parametros c.

Podemos usar o método de Newton para resolver (6.30). Para tanto, esco-

lhemos uma aproximacao inicial para ¢! = (cgl), cél), ...,y e iteramos
Hp(c®)s® = —JT(c)r(c) (6.32)
(A1) o) 4 50 (6.33)
onde 0% = (5§k), s, §)) ¢ a atualizacdo de Newton (ou direcdo de busca)
e Hg(c) := [hpq(c)]pami € a matriz hessiana, cujos elementos sao
" 87”2‘ 87} 827’1'
h,., = NN 6.34
P ; {ch dc, T Oc,0cy } (6:34)

Exemplo 6.2.1. Consideremos o problema de ajustar, no sentido de minimos
quadrados, a fungao

f(z;c) = c1e™” (6.35)
ao seguinte conjunto de pontos
1 1 2 3 4
z; | —1 0 1 1,5
v 180 1,5 0,2 0,1

Aqui, vamos utilizar a iteracdo de Newton para o problema de minimos
quadrados, i.e. a iteracdo dada em (6.32)-(6.33). Para tanto, para cada
i =1,2,3,4, precisamos das seguintes derivadas parciais do residuo r;(c) :=
Y — cpevi

0

a—Cln(c) = —e™", (6.36)
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) .
%ri(c) = —cyx,;e", (6.37)
822
@Té(c) — 07 (638)
0? 0?
900 ri(c) = Do ri(c) = —x;e®", (6.39)
82
—cpxre", (6.40)

aicg’r‘i (C) =

10 == T T T T T
i H ! : : : O pts

]
e 1~

. T B e T

e R e A —————_—LMW

T N AL R o

oy EES LR P 7 e e e o A R R 3

0

-1.5

Figura 6.4: Esboco da curva ajustada no Exemplo 6.2.1.

Com isso e tomando ¢V = (1,4, —1,8) (motivado do Exemplo ??), com-
putamos as iteragoes de Newton (6.32)-(6.33). Iterando até a precisdao de
TOL = 10~%, obtemos a solucao ¢; = 1,471 e ¢ = —1,6938. Na Figura 6.4
vemos uma comparagao entre a curva aqui ajustada (—) e aquela obtida no

Exemplo 7?7 (——).
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Observamos que a solugao obtida no exemplo anterior (Exemplo 6.2.1) difere
da previamente encontrada no Exemplo ??. Naquele exemplo, os parame-
tros obtidos nos fornecem E = 6,8e— 2 enquanto que a solu¢ao do exemplo
anterior fornece E = 6, le— 3 Isto é esperado, pois naquele exemplo resolve-
mos um problema aproximado, enquanto no exemplo anterior resolvemos o
problema por si.

O emprego do método de Newton para o problema de minimos quadrados
tem a vantagem da taxa de convergéncia quadratica, entretanto requer a com-
putacao das derivadas parciais de segunda ordem do residuo. Na sequéncia
discutimos alternativas comumente empregadas.

6.2.1 Meétodo de Gauss-Newton
[[tag:revisar]]

O método de Gauss-Newton é uma técnica iterativa que aproxima o problema
nao linear de minimos quadrados (6.27) por uma sequéncia de problemas li-
neares. Para seu desenvolvimento, comecamos de uma aproximacgao inicial
M = (cgl), cél), cee c,(%)) dos parametros que queremos ajustar. Também, as-

sumindo que a n-ésima iterada c¢®) é conhecida, faremos uso da aproximacao
de primeira ordem de f(x,c) por polinémio de Taylor, i.e.

fla; B DY x (2 ¢®™) 4 Vo f (5B (cFFD — R, (6.41)
onde
0 0 0
V.f(z;c) = laclf(:v; c) a—@f(x;c) Ef(:v; c)] : (6.42)

O método consiste em obter a solu¢do do problema nao linear (6.27) pelo
limite dos seguintes problemas lineares de minimos quadrados

min [E = i(yZ — flas, ) = Vo f (23 c(k))é(k))Q] (6.43)

50 i=1
kD) = k) 4 5k, (6.44)
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Agora, usando a notagao de residuo r(c) = y— f(x; ¢), observamos que (6.50)
consiste no problema linear de minimos quadrados
min [[r(c®) + Jr (™) M]3, (6.45)
5¢

o qual é equivalente a resolver as equagoes normais

Jr(™)JR(c™)8™) = —Jg (c)r(c). (6.46)

Com isso, dada uma aproximacao inicial ¢V, a iteracdo do método de
Gauss-Newton consiste em

Jr(c “)JR(C“"’ )" = — T (e)r(c) (6.47)
B R () (6.48)

Exemplo 6.2.2. A aplicacao da iteracao de Gauss-Newton ao problema de
minimos quadrados discutido no Exemplo 6.2.1 nos fornece a mesma solucao
obtida naquele exemplo (preservadas a aproximacao inicial e a tolerancia de
precisio).

O método de Gauss-Newton pode ser lentamente convergente para problemas
muito nao lineares ou com residuos grandes. Nesse caso, métodos de Gauss-
Newton com amortecimento sdo alternativas robustas [1,5]. Na sequéncia,
introduziremos um destes métodos, conhecido como método de Levenberg-
Marquardt.

6.2.2 Método de Levenberg-Marquardt

[[tag:revisar]]

O método de Levenberg-Marquardt é uma variacio do método de Gauss-
Newton no qual a direcdo de busca 6 é obtida da solucdo do seguinte
problema regularizado

min{[[r(c®) + Ja(c®)o M5 + p®15]3} (6.49)

ou, equivalentemente,
2
min

ni (6.50)

(k) o)
o) )
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A taxa de convergéncia das iteracoes de Levenberg-Marquardt é sensivel a
escolha do parametro p*) > 0. Aqui, faremos esta escolha por tentativa
e erro. O leitor pode aprofundar-se mais sobre esta questdao na literatura
especializada (veja, por exemplo, [1,5]).

Observacao 6.2.1. Quando pu® = 0 para todo n, o método de Levenberg-
Marquardt é equivalente ao método de Gauss-Newton.

Exemplo 6.2.3. Consideremos o problema de minimos quadrados discutido
no Exemplo 6.2.1. O método de Gauss-Newton falha para este problema se
escolhermos, por exemplo, ¢ = (0,0). Isto ocorre pois, para esta escolha
de ¢, a jacobiana J(c) nido tem posto completo. Entretanto, o método
de Levenberg-Marquardt com p®*) = 0,1 é convergente, mesmo para esta
escolha de ¢!,

Exercicios

[[tag:revisar]]

E.6.2.1. Use o método de Gauss-Newton para ajustar, no sentido de mini-
mos quadrados e com precisao de 1074, a curva y = cre2@=es)” gog pontos

i 1 2 3 4 5 6
z; | —0,5 0,

?

73,1
2 0,1

Use as condigoes iniciais:
a) g =2,1,co=—-1lec3=1,3.

b) 61:1,C2:—1603:—1.

E.6.2.2. Resolva o exercicio anterior (Exercicio 6.2.1) usando o método de
Levenberg-Marquardt com amortecimento constante pu = 0, 2.
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Resposta dos Exercicios

E.1.1.1. a) 45,15625; b) 11,25; ¢) 55981; d) 27, 140625; ¢) 1220
E.1.1.2. a) (1010)5; b) (101101, 1)s; ¢) (51)s: d) (42,51)16 €) (0, 1)
E.1.1.3. a) (231,022)4; b) (1011,01)s; ¢) (20001)g

E.1.1.4. a) 0,3; b) 1.5; ¢) (0,25)s;

E.1.1.5. a) (0,103)s; b) (0,27); ¢) (2,2)s

E.1.2.1. a) [10001000]; b) [11110111]
¢) [00000100]; d) [00000111]

E.1.2.2. a) [0000000000100000];
b) [0000000000111111]:

E.1.2.3. [10111 ... 11] ~ -3

E.1.24.2)[1]011...1]10100 ... 0];
b)[0]100...0[100 ... 0]
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E.1.2.5.

a)

1 (o, o, ¢, 1, 1, 1, 0, 1,
2 1, 1, 0, 0, 1, 1, O, O,
3 1, 1, 0, 0, 1, 1, O, O,
1 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1]

ot

b)
1 (o, ¢+, o, o, o, 0, 0, 1,
2 O; O: 1’ b b O’ O, 13
3 1, 0, 0, 1, 1, 0, O,
4 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0]
)

10,1 — f1(10,1)| = 3,8¢~"
c)
1 0, t, 0, 0, 0, 0, 1, O,
92

W

t

1100,1 — £1(100,1)| = 1,5

E.1.3.1. a) 3,14159 x 10°, 3.14159e00+; b) 3,14159 x 107!, 3.14159e-01
c) 8,164922 x 107!, 8.164966e-01

E.1.3.2. 3,540841 x 10~}

E.1.3.3. a) 6,2 x 107!, 6.2e-01; b) 6,2 x 107!, 6.1e-01; ¢) 6,4 x 107};
6.4e-01

E.1.3.4. a) 3,5; b) 3,6; ¢) Operar sobre nimeros arredondados acarreta
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perda de exatidao.

E.1.3.5. Dica: v/3 nao tem representacao exata em ponto flutuante.
E.1.4.1. a) 1,593 x 1073; b) 2,818 x 107!

E.1.4.2. a) 0,051%; b) 0,01%;

E.1.4.3.a) 3;b) 3

E.1.4.4.1/6! ~ 1,4 x 1073.

E.1.4.5. 2,002083 x 1073

E.1.4.6. 5,75403 x 1073

E.1.4.7.5,0 x 10710

E.2.1.1. 9,179688 x 10~!

E.2.1.2. 9,15833e—1

E.2.1.3. a) 6.4118574 x 107%; b) 3.3536470 x 10~1; 2.9999589
E.2.1.4. 5,770508 x 107!

E.2.1.5. 1,4142¢+0

E.2.2.1. 9,158079 x 107!
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E.2.2.2. a) 6.4118574 x 10~ %; b) 3.3536470 x 10~!; 2.9999589

E.2.2.3. —7,861 x 107!

E.2.2.4. 5,770508 x 10!

E.2.3.1.2=0

E.2.3.2. a) Convergente; b) Divergente.

E.2.3.3. a =0,6; 7,3909 x 107!

E.2.3.4. a) a = 0.25; b) Pois, ndo ha a que satisfaz o Teorema do Ponto
Fixo.; ¢) a = 0.1

E.2.3.6. a) 6.4118574 x 10~ %; b) 3.3536470 x 10~!; 2.9999589

E.2.3.7. —7,861 x 107!

E.2.3.8. 5,770508 x 10~*

E.2.4.1. 9,15811 x 10~

E.2.4.3. a) 6.4118574 x 107%; b) 3.3536470 x 10~1; 2.9999589

E.2.4.4. —7,861 x 10!

E.2.4.5. 5,770508 x 10!
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E.2.5.1.

E.2.5.2.

E.2.5.4.

E.2.5.5.

E.2.6.1.

E.2.6.2.

E.2.6.3.

E.2.6.4.

E.2.6.5.

E.2.7.1.

E.3.1.1.

9,15811 x 10~

5,7700 x 107!

Dica: Analise a convergéncia das iteradas para cada abordagem.

Dica: x = 7 é zero de multiplicidade 3.

9,1581 x 10~

a) 6.4118574 x 107'; b) 3.3536470 x 10~'; 2.9999589

Dica: f tem um zero de multiplicidade par no intervalo [—1, 0].

5,7700 x 1071

—7,861 x 1071

1 00

~3 10 (3.115)
4 0 1

-1 2 2

0 10 —5 (3.116)
0 0 45
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b)

0 0 1

P=1{10 0 (3.117)
010
[0 0 0

L=10,25 1 0 (3.118)
—0,75 7,692¢—2 1
4 -5 3

U=|0 325 —275 (3.119)
0 0 3.462

E.3.1.2. T = —3, Ty = —1, T3 = 1

E.3.1.3.
0 100
0001
P=1] 00 0 (3.124)
0010
1 0 0 0
o 1 0 0
=103 0o 1 o (3125)
|03 —05 0.75 1
30 0 -2
02 -3 0
U=lo o =2 03 (3.126)
00 0 —0583

E.3.1.4. z = (—1,0,1,2)

E.3.1.5. Dica: A matriz de Vandermonde pode ser alocada com o seguinte
codigo:
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| import numpy as np

2x = np.array([1.,2,3])
3n = x.size

LV np.ones ((n,n))

5for i in range(n-1):

6 VI:,1i] = x**x(n-1-1)
7print (V)

E.3.1.6. Dica: AA~ ' =1.

a)
—0,3778 —0,0889, —0,2222
A1 =10,2880 0,2444  0,1111 (3.134)
—0,0222 0,2889  0,2222

0,8571 1 —1.1429 —0.5714
—0,4286 0 —0,4286 0,2857
—0,2857 0 —0,2857 —0,1429
1,2857 1. —1,7143 —0,8571

B! = (3.135)

E.3.2.1. a) ||lul| = v/2; b) ||v|| = 3,1623e+0; ¢) ||w|| = 3, 1623e+0;
E.3.2.2. a) [|A| = v2; b) || B|| = 4,8990e+0; c) ||C|| = 5,4772e+0

E.3.2.3. a) k(A) = 2; b) k(B) = 4,6904e+0; ¢) x(C) = 6,6291e+0; d)
k(D) = 4,6314e+8 e) k(F) = 1,0000e+ 15, a mais mal condicionada.

E.3.2.4. a) 2,2383¢+0; b) 2,0323¢+1; ¢) 3,5128¢+1

E.3.2.5. a) k(A) = 1,0e+12; b) M = np.diag(np.diag(A));c) k(M 1A) =
4,0201e+0
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E.3.2.6. Dica: use a Desigualdade de Cauchy-Schwarz (3.152).
E.3.2.7. Dica: use as propriedades da norma de vetores.

E.3.3.1. z(® = (0, 325164, 0, 593096, —0, 546128, —0, 253043); || Az — b|| =
7,2¢—3

E.3.3.2. z(® = (0, 325208, 0,592417, —0, 545397, —0, 253442); || Az®) — b|| =

7,1le—4
E.3.3.3.
-3 0 1 -1
0 2 1 0
A= L 14 ol (3.273)
0 -1 1 =5
—2
b= 2 (3.274)
| -11 '
—19

E.3.3.4. a) divergente. b) (—2,1,—1)

E.3.3.5. z = (0,0,75,1,0,75,0)

E.3.4.1. alpha = 4,9%¢—1, z = (2,0,—1,0, 3,0, 1,0)

E.3.4.2. alpha = 3,6e—1, z = (—2,0,3,0,—1,0,2,0)

E.3.4.3. 75, a=>5,0e—1
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E.3.4.4.35 a=3,Te—1

n k

10 214
E.3.4.5. 20 0918

40 3840

80 15910

E.3.5.1. Iteragoes: 2, £ = (—2,3).

E.3.5.2. Iteragoes: 3, = (2,0, —1).

E.3.5.3.z=(2,0,—-1,0,3,0,1,0)

E.3.5.4.z = (—2,0,3,0,—1,0,2,0)

n k
10 4
20 9
E.3.5.5. 40 19
0 39
160 79

E.4.1.1. Solucoes exatas: x = £ “/%, \/g)
E.4.1.2. z = (1.3468109, 0.4603195)
E.4.1.3. x = (4.668417e—1, —9.368334e—1)

E.4.1.4. = (1.7519e+0, —2.6202e — 1, —1.8983e+0)

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

6.2. PROBLEMAS NAO LINEARES 204

E.4.1.5. v = 1.842996e+0, y = 1.165148e+0

E.5.1.1. —1,62% + 1.5z + 2.16

E.5.1.2. 0,583z — 1, 2522 + 0, 162 + 1.

E.5.1.3. —0.261904762*1.107142862> — 0.9880952422 — 0.35714286x1.

n  k(V)
5 1.03e+4
BE5.14- 10 957047

100 9.11e+109

E.5.1.5. Dica: use os pontos z; = (i —1)%, i =1,2,3,4.

E.5.2.1. —1,622 + 1.5z + 2.16

E.5.2.2. 0,583z — 1,252% + 0, 162 + 1.

E.5.2.3. —0.26190476241.1071428623 — 0.988095242% — 0.35714286x1.
E.5.2.4.0,542% — 0,152% + 1,3z + 1.

E.5.2.5. Dica: use os pontos z; = (i — 1)%, i = 1,2,3,4.

E.5.3.1. —1,62% + 1.5z + 2.16

E.5.3.2. 0,583z — 1, 2522 + 0, 162 + 1.
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E.5.3.3. —0.261904762%1.107142862° — 0.988095242% — 0.35714286x1.
E.5.3.4. p(z) = 0,542% — 0,152% + 1,3z + 1.

E.5.4.4. Dica: use um spline fixado.

E.5.4.5. Dica: use um spline fixado.

E.6.1.1. ¢; = —1.3259, ¢, = 8.66071e— 2 ||r(c)||2 = 1.01390.

E.6.1.2. ¢; = —4.50361le— 1 ¢y = —2.78350e— 1 ¢35 = 1.46291, ¢4 = 2.09648,
Ir(c)||2 = 5.71346e— 1

E.6.1.3. ¢; = —0.86290414, ¢; = 0.36547042, ¢3 = 1.4700346, ||r(c)|]2 =
3.616409

E.6.1.4. c; = 2.10131e+ 0, co = —9.73859e— 1, c3 = 1.25521e+ 0

E.6.2.1. a) ¢; = 2,6997le+ 0 ¢; = —1,44723e+ 0, ¢; = 1.24333e+ G b)

divergente.

E.6.2.2. a) ¢; = 2,6997le+ O ¢5 = —1,44723¢+ 0, c3 = 1.24333e+ ( b)
¢; = 2,60971e+ 0, ¢y = —1,44723e+ O c3 = 1.24333e+ 0
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