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Prefacio

O site notaspedrok.com.br é uma plataforma que construi para o comparti-
lhamento de minhas notas de aula. Essas anotacoes feitas como preparacao
de aulas é uma prética comum de professoras/es. Muitas vezes feitas a ra-
biscos em rascunhos com validade tao curta quanto o momento em que sao
concebidas, outras vezes, com capricho de um diario guardado a sete cha-
ves. Notas de aula também sao feitas por estudantes - sdo anotagoes, fotos,
prints, entre outras formas de registros de partes dessas mesmas aulas. Essa
dispersao de material didatico sempre me intrigou e foi o que me motivou a
iniciar o site.

Com inicio em 2018, o site contava com apenas trés notas incipientes. De 14
para ca, conforme fui expandido e revisando os materais, o site foi ganhando
acessos de varios locais do mundo, em especial, de paises de lingua portugusa.
No momento, conta com 13 notas de aula, além de minicursos e uma colegao
de videos e audios.

As notas de Geometria Analitica abordam tépicos introdutoérios sobre ge-
ometria analitica no espago euclidiano tridimensional. Mais especificamente,
sobre sistemas de coordenadas, estudo de retas, planos e conicas.

Aproveito para agradecer a todas/os que de forma assidua ou esporadica
contribuem com corregoes, sugestoes e criticas! ;)

Pedro H A Konzen

https://www.notaspedrok.com.br
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CAPITULO 1. SISTEMA DE COORDENADAS 1

Capitulo 1

Sistema de coordenadas

A geometria analitica é uma &area interdisciplinar da matematica que faz o
estudo de objetos da geometria através de estruturas algébricas (equacoes e
inequagoes algébricas). Para tanto, o primeiro passo é a construgao (defi-
nigdo) de um sistema de coordenadas, no qual os objetos geométricos serao
referenciados.

1.1 Sistema de coordenadas no espaco

» Video disponivel!

Um sistema de coordenadas no espago (euclidiano) é constituido de um ponto
O e uma base de vetores B = (€, €, €3) no espaco. Dado um tal sistema,

temos que cada ponto P determina de forma tinica um vetor 07>’ = (z,y,2) e
vice-versa. Assim sendo, definimos que o ponto P tem coordenadas (z,y, z).
Veja a figura abaixo.
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1.1. SISTEMA DE COORDENADAS NO ESPACO 2

Figura 1.1: Ilustracao de um sistema de coordenadas no espaco.

O ponto O ¢é chamado de origem (do sistema de coordenadas) e tem co-
ordenadas O = (0,0,0). Dado um ponto P = (z,y, z), chama-se = de sua
abscissa, y de sua ordenada e z de sua cota. As retas que passam por O
e tém, respectivamente, as mesmas direcoes de €7, €5 e €3 sao chamadas de
eixo das abscissas, eixo das ordenadas e eixo das cotas. Os planos
que contém O e representantes de dois vetores da base B sao chamados de
planos coordenados.
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Figura 1.2: Ilustracao de um sistema de coordenadas ortonormal.

Salvo explicitado diferente, trabalharemos com um sistema de coordena-
das ortonormal, i.e. sistema cuja base B = (i, 7, k) seja ortonormal. Mais
ainda, estaremos assumindo que a base é positiva. Veja a Figura 1.2.

Observagao 1.1.1. (Relagao entre pontos e vetores)(» Video disponivel!)
Seja dado um vetor /@ Sabendo as coordenadas dos pontos A = (24, Y4, 24)
e B = (zp,ys, 2p), temos que as coordenadas do vetor 1@ sao:

AB = A0 + 0B

(1.1)
— _OA+0OB (1.2)
= —(a,Y4,24) + (TB,YB, 2B) (1.3)
= (T — XA, YB — Ya, 2B — 2A)- (1.4)

Em uma linguagem menos formal, podemos dizer que as coordenadas de ﬁ
é a resultante das coordenadas do ponto final menos as coordenadas do ponto
de partida. Veja a figura abaixo.
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B ={xg Ygn,zZg)

Figura 1.3: Relacao entre as coordenadas dos pontos de partida e de chegada
de um vetor.

Exemplo 1.1.1. Dados os pontos A = (—1,1,2) e B = (3, —1,0), temos que
o vetor 1@ tem coordenadas:

AB = (3—(=1),~1-1,0—2) = (4,~2, -2). (1.5)

Observagao 1.1.2. (Ponto médio de um segmento)(» Video disponivel!)
Dados os pontos A = (z4,ya,24) € B = (zB,ys, 28), podemos calcular as
coordenadas do ponto médio M = (xpr,yar, 2y) do segmento AB. Veja a
figura abaixo.

Figura 1.4: Coordenadas do ponto médio de um segmento.

A - D
Do fato de que AM = M B, temos
(Ta = Ta,Ym — Ya, 2 — 24) = (T — Tar, Y5 — Y, 28 — 2m),  (1.6)
Logo, segue que

TN —TA=1Tp — Ty (1.7)
Ym — YA =YB — Ym (1.8)

ZM —RA = ZB — ZM
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CAPITULO 1. SISTEMA DE COORDENADAS 5

ou, equivalentemente,

20y =xa+ 2 (1.10)

2Um = Ya + Y (1.11)

22y = 24 + 2B (1.12)
Portanto, concluimos que

T = “‘gmB (1.13)

gy = JATYB ‘; Y5 (1.14)

oy = A ; “5 (1.15)

Logo, temos
(1.16)

M- <5UA+xB Yya +yB ZA+ZB)
2 ’ 2 ’ 2

Exemplo 1.1.2. Dados os pontos A = (—1,1,2) e B = (3, —1,0), temos que
o ponto médio do segmento AB tem coordenadas:

. (-12+371+;—1)72-50> 1.17)
= (1,0,1). (1.18)

Exercicios resolvidos

ER 1.1.1. Sejam A = (—1,2,1), B = (1,—-2,0) e C = (x,2,2) vértices
consecutivos de um triangulo isosceles, cujos lados AC' e BC' sao congruentes.
Determine o valor de .

Solucao. Sendo os lados AC e BC' congruentes, temos |1@ | = |B?| As
coordenadas de 1@ sao

AC = (r—(~1),2-2,2— 1) = (z +1,0,1) (1.19)
e as coordenadas de @ sao

BC=(r—1,2—(-2),2-0) = (z — 1,4,2). (1.20)
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Entao, temos

|ﬁy:|@|:>\/(a:+1)2+02+12:\/(x—1)2+42+22 (1.21)
= (z+ 1)+ 02+ 12 = (z — 1)* 44> + 2 (1.22)
=2’ +2r+1+1=2"-2r+1+16+4 (1.23)
= 4z =19 (1.24)
19
O

ER 1.1.2. Sejam A = (—1,2,1), B = (1,—2,0) e M o ponto médio do
intervalo AB. Determine as coordenadas do ponto P de forma que 2AP =

AM.

Solugao. As coordenadas do ponto médio sdao

M:<—1+172+(—2)71+0>:<

2 2 2

Agora, denotando P = (zp,yp, zp), temos

1
0,0, 2) . (1.26)

1
QAP = AM = 2xp — (—1),yp — 2,2p — 1) = <0—(—1),0—2 —1>

= (pr+2,2yp —4,2zp — 2) =

Portanto

1
2rp+2=1=axp=—=
2yp—4:—2:>yp:1

1 3
22p—2:—§:>2p:*.

Logo, P = (—1/2,1,3/4).

"2
(1.27)

9 —1) | (1.28)

2

(1.29)
(1.30)
(1.31)

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 1. SISTEMA DE COORDENADAS 7

Exercicios

E.1.1.1. Sejam dados os pontos A = (1,—1,2) e B = (0,1, —2). Determine
. —
as coordenadas do vetor v = BA.

E.1.1.2. Sejam dados os pontos E = (—1,2,0) e F' = (2,—1,1). Calcule o
ponto médio do segmento EF.

E.1.1.3. Sejam dados os pontos A = (—1,1,—1) e M = (0,1, 3). Determine
o ponto B tal que M seja o ponto médio do segmento AB.

E.1.1.4. Sejam dados os pontos A = (1,—1,1), B=(2,1,0) e C' = (z,2,1).
Determine z tal que ABC' forme um triangulo retangulo com hipotenusa BC'.

E.1.1.5. Determine a distdncia entre os pontos C' = (2,—1,0) e D =
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Capitulo 2

Estudo de retas

Neste capitulo, vamos estudar retas no espaco (euclidiano) tridimensional.
Salvo explicitado diferente, iremos trabalhar sobre o sistema de coordenadas
candnico, i.e. um sistema de coordenadas ortonormal (veja Segao 1.1).

2.1 Equacoes da reta

Nesta secao, vamos desenvolver equagdes para a representacao de retas no
espago tridimensional.
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CAPITULO 2. ESTUDO DE RETAS 9

Figura 2.1: Tlustracdo de uma reta r em um sistema de coordenadas orto-
normal.

2.1.1 Equacao vetorial de uma reta

Seja r uma reta dada, ¥ um vetor paralelo a 7 e A um ponto de r (veja a
Figura 2.2). Assim sendo, P = (x,y,2) é um ponto de r se, e somente se, 0

vetor ﬁ tem a mesma direcdo de ¥. i.e. existe A € R tal que
AP = A7, (2.1)

Esta é chamada equacao vetorial da reta r.

Figura 2.2: Equacao vetorial de uma reta.
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Observe que para obtermos uma equagcao vetorial de uma dada reta, podemos
escolher qualquer ponto A € r e qualquer vetor v || r, ¥ # 0. O vetor ¥
escolhido é chamado de vetor diretor.

Exemplo 2.1.1. Seja r a reta que passa pelos pontos A = (—=1,—1,—-2) e
B =(2,1,3) (veja a Figura 2.3). O vetor

§=AB = (2 (~1),1 - (~1),3 — (~2)) = (3,2.5) (2.2)
é um vetor diretor de r. Desta forma, uma equacao vetorial da reta r é

AP =\ (2.3)

Figura 2.3: Esboco da reta discutida no Exemplo 2.1.1.

2.1.2 Equacgoes paramétricas de uma reta

Seja r uma reta que passa pelo ponto A = (z4,ya, 24) e tenha vetor diretor

—

U = (v1,v9,v3). Da equacdo vetorial, temos que P = (z,y,z) € T se, e
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somente se, existe A € R tal que

AP = G, (2.4)

Equivalentemente,
('T_J/'Aay_yAaZ_ZA) = )\(U17U27U3)' (25)
Y 7
Entao,
T —TA= Avy, (2.6)
Y —ya = Avg,
Z—za = Mg, (2.8
donde
r= T4+ Ay, (2.9)
Y= ya + Ava, (2.10)
2= 24 + Avs, (2.11)

as quais sao chamadas de equagoes paramétricas da reta r.

Exemplo 2.1.2. A reta r discutida no Exemplo 2.1.1 tem equagbes para-
métricas

r=—1+3)\, (2.12)
y=—142\ (2.13)
2= 245\ (2.14)

De fato, tomando A = 0, temos (z,y,2) = (—=1,—1,-2) = A € r. E, tomado
A =1, temos (z,y,2) = (—1+3,—-142,-245) = (2,1,3) = B € r. Ou seja,
as equacoes paramétricas acima representam a reta que passa pelos pontos
Ae B.

Com o Sympy, podemos plotar o grafico de r usando o seguinte codigo:

var(’1lbda’,real=True)
plot3d_parametric_line(-1+3*lbda,-1+2%1bda,-2+5%1bda, (1bda,-1,2))
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2.1.3 Equacoes da reta na forma simétrica

Seja r uma reta que passa pelo ponto A = (x4, y4,24) € tem U = (vq, va, v3)
como vetor diretor. Entao, r tem as equacoes paramétricas

T =T+ U, (2.15)
Y =ya+ v, (2.16)
2= 24+ UsA. (2.17)

Isolando A em cada uma das equagoes, obtemos

T —TA

= 2.18
o, 215)

=20 (2.19)
(]

A=A (2.20)
U3

Dai, temos

TTrIA_YTYA_ZT A (2.21)
U1 U2 vy .

as quais sao as equagoes da reta na forma simétrica.

Exemplo 2.1.3. No Exemplo 2.1.2, consideramos a reta r de equagoes pa-
ramétricas

r=—1+3\, (2.22)
y=—1+2) (2.23)
z=—2+5\ (2.24)

Para obtermos as equagoes de r na forma simétrica, basta isolarmos A em
cada equagao. Com isso, obtemos

r+1 y+1 z2+2

3 2 5

(2.25)

Exercicios resolvidos

ER 2.1.1. Seja r a reta que passa pelo ponto A = (—1,—1,-2) e tem
U = (3,2,5) como vetor diretor. Determine o valor de x de forma que P =

(m, 0,% seja um ponto de r.
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Solugao. Da equacao vetorial da reta r, temos que P = (x, 0, %) é um ponto
de 7 se, e somente se, existe A € R tal que

AP = A0, (2.26)
Ou seja,
1
(o= (=1),0= (=1),5 = (=2)) = AG3,2,5). (2.27)
Ou, equivalentemente,
5
(x+LL2>:A@Qﬁ) (2.28)

Usando a segunda coordenada destes vetores, temos

1=X-2 (2.29)
(2.30)

Assim, da primeira coordenada dos vetores, temos

r+1=2\-3 (2.31)
1

r+l=_-3 (2.32)
3

=2 9.

z=3 (2.33)
1

= —. 2.34

o= (2.31)

O

ER 2.1.2. Seja r a reta de equagOes paramétricas

r=1- (2.35)
— ), (2.36)
z=-3. (2.37)

Determine uma equacao vetorial de 7.
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Solugao. Nas equagoes paramétricas de uma reta, temos que os coeficientes
constantes estao associados a um ponto da reta. Os coeficientes do para-
metro A\ estao associados a um vetor diretor. Assim sendo, das equacoes
paramétricas da reta r, temos que

A=(1,0,-3)er (2.38)

v=(-1,1,0) (2.39)
¢ um vetor diretor. Logo, temos que a reta r tem equacao vetorial
AP = A7, (2.40)
com A=(1,0,3) e ¥ =(—1,1,0).
O

ER 2.1.3. Sabendo que r é uma reta que passa pelos pontos A = (2, -3, 1)
e B=(—1,1,0), determine o valor de t tal que

r =24t (2.41)
y= 244\, (2.42)
p=1- ) (2.43)

sejam equagoes paramétricas de r.

Solugao. Para que estas sejam equacoes paramétricas de r, é necessario que
U = (t,4,—1) seja um vetor diretor de r. Em particular, v || AB. Logo,
existe § € R tal que

7= BAB (2.44)
(t,4,~1) = B(~1 — 2,1 — (~3),0 — 1) (2.45)
(1,4, —1) = B(—3,4,-1). (2.46)

Das segunda e terceira coordenadas, temos § = 1. Dai, comparando pela
primeira coordenada, temos

t=-33 (2.47)
t=-3. (2.48)
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ER 2.1.4. Seja r uma reta de equagoes na forma simétrica

- . (2.49)

Determine equagoes paramétricas para esta reta e faga um esbogo de seu
grafico.

Solucgao. Podemos obter equacoes paramétricas desta reta a partir de suas
equagoes na forma simétrica. Para tanto, basta tomar o parametro A tal que

1

P (2.50)
2

y— 2
A=<= 2.51
3 ? ( )

1—2z
A= 2.52
] (252)

Dai, isolando z, y e z em cada uma destas equacoes, obtemos

r=—142)\, (2.53)
y =24 3\, (2.54)
Z2=1-2A\ (2.55)

Para fazermos um esbogo do gréafico desta reta, basta tracarmos a reta que
passa por dois de seus pontos. Por exemplo, tomando A = 0, temos A =
(—=1,2,1) € r. Agora, tomando A = 1, temos B = (1,5,—1) € r. Desta
forma, obtemos o esbo¢o dado na Figura 2.4.
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Figura 2.4: Esbogo do grafico da reta r do Exercicio Resolvido 2.1.4.

Exercicios

E.2.1.1. Seja areta que passa pelos pontos A = (1,-2,0) e B = (—1,—1,1).
Determine:

a) sua equagao vetorial.
b) suas equagoes paramétricas.
c¢) suas equagoes na forma simétrica.

E.2.1.2. Seja a reta que passa pelo ponto A = (0,1, —1) e tem vetor diretor
U= (2,—1,1). Determine x tal que B = (1, z, —%)
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E.2.1.3. Considere a reta de equagoes na forma simétrica

r—1 y+1
-2 3

Z— 1. (2.56)

Encontre um ponto e um vetor diretor desta reta.

E.2.1.4. Seja a reta r de equagoes paramétricas

r=A (2.57)
y=2-X (2.58)
=1+ (2.59)

Determine as equagoes na forma simétrica da reta que passa pelo ponto
A =(1,-1,0) e é paralela a reta r.

E.2.1.5. Seja a reta r de equacoes paramétricas

r =\ (2.60)
y=2—\ (2.61)
s=—1+\ (2.62)

Determine as equagdes paramétricas da reta que passa pelo ponto A =
(1,—1,0) e é perpendicular a reta r.
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Capitulo 3

Estudo de planos

Neste capitulo, temos uma introducao ao estudo de planos no espacgo tridi-
mensional.

3.1 Equacoes do plano

Um plano 7 fica unicamente determinado por um ponto A € 7 e dois vetores
linearmente independentes #, ¥ € 7'. Veja a Figura 3.1.

INo sentido que @ e ¥ tém representantes no plano 7.
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Figura 3.1: Ilustragdo de um plano no espaco tridimensional.

Os chamados vetores diretores i e ¥ determinam infinitos planos paralelos
entre si. O chamado ponto de ancoragem A fixa um destes planos.

3.1.1 Equacao vetorial do plano

Consideremos um plano 7 determinado pelo ponto de ancoragem A e os
vetores diretores 4 e ¥ (veja a Figura 3.2). Entao, um ponto P € 7 se, e

somente se, Aﬁ é coplanar a @ e v, i.e. AP, u e v sdo linearmente dependentes.

Ou seja, P € 7 se, e somente se, AP pode ser escrito como combinacao linear
de u e v. Isto nos fornece a chamada equagao vetorial do plano

Perne AP =i+ 87, A\BER (3.1)
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Figura 3.2: Ilustracao sobre a equagao vetorial de um plano.

Exemplo 3.1.1. Consideremos o plano 7 determinado pelo ponto A =
(1,—1,1) e pelos vetores @ = (2,—1,0) e ¥ = (0,1,1) (Veja a Figura 3.3.
Desta forma, uma equacao vetorial para este plano é

AP = \i + 37, (3.2)

para A, 5 € R.
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Figura 3.3: Esboco do plano 7 discutido no Exemplo 3.1.1.

Tomando, por exemplo, A = —1 e § =1, obtemos
AP = \ii + B0 (3.3)
=—(2,—-1,0)+(0,1,1) .
=(-2,2,1). (3.5)

Observando que as coordenadas do ponto P sdo iguais as coordenadas do
vetor OP, temos

OP = OA + AP (3.6)
= (L,—1,1)+ (~2,2,1) .
—(=1,1,2). (3.8)

Ou seja, P = (—1,1,2) € .
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3.1.2 Equacgoes paramétricas do plano

Seja um plano 7 com ponto de ancoragem A = (za,ya,24) € T € vetores
diretores 4 = (u1, ug,u3) e U = (v, v2,v3). Entdo, todo o ponto P = (z,y, 2)
neste plano 7 satisfaz a equacao vetorial

AP = Ni + 87, (3.9)
para dados parametros A, 5 € R. Assim, temos

(‘T —TA,Y —Ya, 2 — ZA) = )\(ulv Usg, Ug) + B(Ula Vg, U3) (3]‘0)
= ()\Ul + 51)1, /\Ug + ﬁUQ, )\U3 + 51)3). (311)

Portanto, temos

T — T4 = Aup + Py, (3.12)

Y —ya = Aug + Boy, (3.13)

Z — 24 = Aug + Pus. (3.14)
Ou, equivalentemente,

T =Ta+ My + Py, (3.15)

Y=y + Mg + Bug, (3.16)

z = za + Auz + SBus, (3.17)

as quais sao chamadas de equagoes paramétricas do plano.

Exemplo 3.1.2. No Exemplo 3.1.1, discutimos sobre o plano 7 determinado
pelo ponto A = (1,—1,1) e os vetores ¥ = (2,—1,0) e ¥ = (0,1,1). Do que
vimos acima, temos que

x =142\, (3.18)
y=—1—\+5, (3.19)
z=1+p, (3.20)

sao equacgoes paramétricas deste plano.

Podemos usar as equacoes paramétricas do plano para plota-lo usando o
SymPy. Para tanto, podemos usar os seguintes comandos:
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from sympy import *

from sympy.plotting import plot3d_parametric_surface

var(’r,s’ ,real=True)

plot3d_parametric_surface(1+2*r,-1-r+s,1+s,
(r,-2,2),(s,-2,2),show=True,
xlabel="$x$’,ylabel="$y$’)

3.1.3 Equacao geral do plano

Seja m o plano determinado pelo ponto de ancoragem A = (z4,ya,24) €
pelos vetores diretores 4 = (uy, us,u3) € ¥ = (v1,v2,v3). Sabemos que P =

(z,y,2) € m se, e somente se, AP, @ e U sao linearmente dependentes. Ou,
equivalentemente, o produto misto [ﬁ, @, v] = 0. Logo,
0= [AP. 7.1 (3:21)

T—=TA Y—Ya <Z—2Z2a

=] w Us Us (3.22)
U1 U2 U3

= —U V224 + UIV3YA + UsV1 24 (3.23)

— UgU3T 4 — UIV1YA + UIV2T 4 (3.24)

+ z(ugusz — ugve) + y(—ujvz + uzvy) + 2 ) (3.25)

Observamos que a equacao acima tem a forma geral
ar +by+cz+d =0, (3.26)

com a,b,c,d nao todos nulos ou, equivalentemente, a? + b? + ¢ + d? # 0.
Esta ultima é chamada equacgao geral do plano.

Exemplo 3.1.3. No Exemplo 3.1.1, discutimos sobre o plano 7 determi-
nado pelo ponto A = (1,—1,1) e os vetores ¥ = (2,—1,0) e ¥ = (0,1, 1).
Para encontrarmos a equacao geral deste plano, tomamos P = (z,y,z) e
calculamos

0= [AP, a7 (3.27)
r—1 y+1 z2—-1
—l 2 1 0 (3.28)
o 1 1
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=—x—2y+2z—3. (3.29)
Ou seja, a equagao geral deste plano é

—r—2y+22—-3=0. (3.30)

3.1.4 Exercicios resolvidos

ER 3.1.1. Seja m um plano tal que A = (2,0,—1) e, P=(0,1,-1)erme
= (1,0,1) € . Determine uma equagao vetorial para .

Solugao. Para obtermos uma equacgao vetorial do plano 7, precisamos de um
ponto e dois vetores l.i. em 7. Do enunciado, temos o ponto A = (2,0, —1) €
m e o vetor ¢. Portanto, precisamos encontrar um vetor v € 7 tal que @ e U
sejam L.i.. Por sorte, temos P = (0,1, —1) € 7 e, portanto AP € m. Podemos
tomar

<y

I
<l
w
=

(—2,1,0), (3:32)

pois ¥ e « sao l.i.. Logo, uma equacao vetorial do plano 7 é
AP = Ni + 87, (3.33)
= A(1,0,1) + 5(—2,1,0), (3.34)
com A\, (3 € R.
O
ER 3.1.2. Seja 7 o plano de equacoes paramétricas
r=—-14+ M\ (3.35)
y =7, (3.36)
z=1-A+0. (3.37)

Determine o valor de zp de forma que P = (—1,2,2p) € 7.

Solugao. Para que P = (—1,2, zp) pertenca ao plano, devemos ter

—1=—1+4A, (3.38)
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2 =B, (3.39)
Zp = 1—)\+ﬁ (340)

Das duas primeiras equagoes, obtemos A = 0 e § = 2. Dai, da terceira
equagao, temos

2p=1-042=3. (3.41)
O

Exercicios

E.3.1.1. Determine a equagao vetorial do plano com ponto de ancoragem
A =(—1,0,2) e vetores diretores @ = (2,—1,1) e v = (—1,1,2).

E.3.1.2. Seja o plano de equacao vetorial ﬁ =2,-1,1)+ B(-1,1,2),
A, B € R, com ponto de ancoragem A = (—1,0,2). Determine = tal que
P = (z,3,0) pertenga a este plano.

E.3.1.3. Determine as equagoes paramétricas do plano com ponto de anco-
ragem A = (—1,0,2) e vetores diretores ¥ = (2,—1,1) e v = (-1, 1,2).

E.3.1.4. Considere o plano de equagoes paramétricas

r=-1+2\— 8, (3.42)
y=—-A+p5, (3.43)
Z=24 A+ 28 (3.44)

Determine y tal que P = (—6,y,2) pertenga a este plano.

E.3.1.5. Determine a equagao geral do plano com ponto de ancoragem
A =(-1,0,2) e vetores diretores @ = (2,—1,1) e 7 = (—1,1,2).

E.3.1.6. Considere o plano de equagao geral —3x—5y+2—5 = 0. Determine
z tal que o ponto P = (0,0, z) pertenga a este plano.
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E.3.1.7. Considere o plano 7 de equacoes paramétricas

y=>» (3.46)
r==1-\+0 (3.47)

A reta r de equagdo paramétricas

r =2 (3.48)
y=—1+2\ (3.49)
2 =2\ (3.50)

é paralela ao plano 77 Justifique sua resposta.

E.3.1.8. Considere o plano 7 de equacgao geral
6x — Ty — 5z = —6. (3.51)

Determine uma equagao paramétrica para a reta r que é perpendicular ao
plano 7 e passa pelo ponto A = (2,—1,0).
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Capitulo 4

Outros sistemas de coordenadas

Neste capitulo, vamos introduzir outros sistemas de coordenadas no plano e
no espago tridimensional.

4.1 Sistema de coordenadas polares

No plano, o sistema de coordenadas polares é definido por um ponto de
origem (chamado de polo) e um eixo orientado Oz (chamado de eixo polar).
Veja a Figura 4.1.

Figura 4.1: Sistema de coordenadas polares.

Neste sistema, um ponto P de coordenadas polares P = (r,#) é tal que
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|OP| =r (i.e. a distdncia do polo ao ponto é r) e 6 é o angulo de Ox
com OP, medido positivamente no sentido anti-horério.

Exemplo 4.1.1. Na Figura 4.2, temos a representacio dos pontos P = (2/2, D,
A=(2,E)e no sistema de coordenadas polares.

Figura 4.2: Sistema de coordenadas polares.

Observagao 4.1.1. Por convengao, as coordenadas polares (r,m + ) =
(=r,0), r > 0. Por exemplo, B = (v2,%) = (—v/2,%). Veja na Figura
4.2.

4.1.1 Coordenadas cartesianas x polares

Aqui, vamos estudar como podemos converter as coordenadas de um ponto
P de coordenadas cartesianas para coordenadas polares e vice-versa. Vamos
denotar as coordenadas cartesianas do ponto P por P = (xp,yp) e suas
coordenadas polares por P = (1,0). Veja a Figura 4.3.
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y4

e [

sy

rp

Figura 4.3: Sistema de coordenadas polares.

Na Figura 4.3, vamos nos concentrar no tridngulo retangulo de vértices O,
(xp,0) e P. Das relagoes trigonométricas e do teorema de Pitdgoras, temos

que
T
cosh = L
r
senf = yr
r
r?=ah+yp
tg 0 = g
Trp

ou, equivalentemente,

Tp = 1rcosf

yp = rsenf

0 = arctg (yp)
Tp

Exemplo 4.1.2. Vejamos os seguintes casos:
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a) Conversdo de P = (2v/2,%) em coordenadas polares para coordenadas
cartesianas.

No caso de P = (2\/5,2 temos r = 2v/2 e 0 = Desta forma, as

™
T
coordenadas cartesianas de P = (z,y) sao dadas por

x =rcosf (4.9)
= 2v/2cos g (4.10)
=2V2. ‘f (4.11)
=2 (4.12)

y = rsenf (4.13)
= 2v/2sen Z (4.14)
=2V/2. \f (4.15)
=2 (4.16)

Logo, P = (2,2) em coordenadas cartesianas. Veja a Figura 4.2.

b) Conversao de B = (—/3, —1) de coordenadas cartesianas para coorde-

nadas polares. Neste caso, temos r = —v3 ey = —1¢e
r=/z?+y? (4.17)
= J(=VB)? + (-1)2 (4.18)
=4 (4.19)
=2 (4.20)
_ Y
0 = arctg () (4.21)
x
o (4.22)
= arc — .
“\-v3
= arctg <\é§> (4.23)
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SE

(4.24)

Desta forma, temos que P = (2, %’r) em coordenadas polares. Ou,
equivalentemente, P = (=2, L).

e

Equacao de reta que passa pela origem

Em coordenadas polares, uma reta que passa pela origem e tem angulo de
declividade 6, tem equacao
0 = 0y, (4.25)

com r € R.

Exemplo 4.1.3. Seja a reta y = x em coordenadas cartesianas. Em coor-
denadas polares, a equacao desta reta é

= (4.26)

T
1
Equacao de circunferéncia com centro na origem

Em coordenadas polares, a circunferéncia com centro na origem e raio ry tem
equacao
T =To. (4.27)

Exemplo 4.1.4. Seja a circunferéncia 2% + y? = 4 em coordenadas cartesi-
anas. Em coordenadas polares, a equacao desta circunferéncia é

r=2. (4.28)

4.1.2 Exercicios resolvidos

ER 4.1.1. Obtenha duas representagoes em coordenadas polares do ponto
A = (—1,0) dado em coordenadas cartesianas.

Solugao. O ponto A = (—1,0) tem coordenadas cartesianas z = —1 ey = 0.
Para converter em coordenadas polares A = (r, ), podemos usar

r? =%+ y2 (4.29)
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r?=1>+0° (4.30)
r==+1 (4.31)
e
B y
0 = arctg () (4.32)
x
= arctg (0) (4.33)
=7 ou 0. (4.34)
Ou seja, em coordenadas polares, temos as representagoes A = (1,7) ou
A= (-1,0).
O

ER 4.1.2. Obtenha a representacdo em coordenadas cartesianas do ponto
B = (2, %) dado em coordenadas polares.

Solugao. O ponto B = (2, 7) tem coordenadas polares r = 2 e § = 7. Para
converter em coordenadas cartesianas B = (x,y), podemos usar

x =rcosb (4.35)
= 2cos g (4.36)
=0 (4.37)
e
y=rsend (4.38)
= 2sen g (4.39)
=2 (4.40)
Ou seja, em coordenadas cartesianas, temos a representacao B = (0, 2).

Exercicios

E.4.1.1. Obtenha uma representacao em coordenadas polares dos seguintes
pontos dados em coordenadas cartesianas:
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a) A=(-3,3)
b) B=(%%)

0) C=(3-%)

E.4.1.2. Obtenha uma representacao em coordenadas cartesianas dos se-
guintes pontos dados em coordenadas polares:

a) A=(2,%)
b) B = (1,%)
C) C= (_2’ %)

E.4.1.3. Considere a reta de equagao x = 0 em coordenadas cartesianas.
Escreva a equacao desta reta em coordenadas polares.

E.4.1.4. Considere a reta de equacao 6 = %’r em coordenadas polares.

Escreva a equacao desta reta em coordenadas cartesianas.

E.4.1.5. Considere a circunferéncia de equacio x? +y? = 1 em coordenadas
cartesianas. Escreva a equagao desta circunferéncia em coordenadas polares.

E.4.1.6. Considere a circunferéncia de equacdo r = v/2 em coordenadas
polares. Escreva a equacgao desta circunferéncia em coordenadas cartesianas.
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Capitulo 5
Conicas

Neste capitulo, fazemos um estudo introdutoério sobre cénicas no plano car-
tesiano. Mais precisamente, vamos estudar as equacoes de elipses, hipérboles
e parabolas.

5.1 Elipse

Sejam Fy, F» pontos sobre um plano 7, ¢ = %|F1F2| e a > c¢. Chama-se
elipse de focos F} e F, ao conjunto de pontos P tais que

|PF)| + |PF,| = 2a. (5.1)

Veja a Figura 5.1.
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A i Aa

Figura 5.1: Tlustracao de uma elipse de focos F e Fb.

Dada uma tal elipse, identificamos 2¢ = |F}F;| como a distancia focal.
Os pontos A; e As de intersecao da elipse com a reta que passa pelos focos
sao chamados de vértices da elipse. O segmento A; A, é chamado de eixo
maior da elipse. Observamos que

‘A1A2’ = 2a. (52)

O ponto médio do segmento F;F; é chamado de centro da elipse. Sejam B,
e By os pontos de intersecao da elipse com a reta que passa pelo centro da
elipse e é perpendicular ao segmento A;As. Assim sendo, o segmento BB,
é chamado de eixo menor da elipse. Vamos denotar

2b = | By Bs|. (5.3)

Chamamos de excentricidade da elipse o niimero

e=—. (5.4)

a
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Notemos que 0 < e < 1. Para e = 0, temos ¢ = 0 e, portanto F; = F5. Neste
caso, a elipse é a circunferéncia de centro em F; (ou Fy) e didmetro 2a. No
que e tende a 1, a elipse tende ao segmento A;A,.

Por fim, notamos que o tridngulo BiOF; é retangulo, |OF,| = ¢, |FoBi| = a
e |OB;| = b. Do teorema de Pitagoras segue

b+ 2 = d (5.5)

5.1.1 Equacao reduzida da elipse

Consideremos o sistema de coordenadas cartesianas. Sejam F; = (—c¢,0) e
Fy = (¢,0), ¢ > 0, os focos de uma dada elipse (veja a Figura 5.1). Se
P = (x,y) é um ponto da elipse, entdo
|PFy| + |PFs| = 2a. (5.6)
Como
|PFi| = /(2 +¢)? + 42, (5.7)
|PFy| = \/(z — ¢)? + 42, (5.8)
temos
V@ +e2+y2+ /(- )2 +y2 =20, (5.9)
ou, equivalentemente,
(x+¢)?+y?2=2a—/(z—c)?+ 12 (5.10)

Elevando ao quadrado, obtemos

(x+c)* +y* =4a® —da/(z — )2+ 2 + (v —c)* + 92 (5.11)

Por cancelamento e rearranjo dos termos, obtemos
ay/(z — )2 +y? = a* — ca. (5.12)
Elevando novamente ao quadrado, temos
a*(x — ¢)* + a®y* = a* — 2a’cy + a2, (5.13)
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donde

a’r® — 2a*cx + a’c® + a*y® = a* — 2d’cx + 2’ (5.14)

Por cancelamento e rearranjo dos termos, obtemos
2% (a® — ) + a®y? = a*(a® — ). (5.15)

2

Como a > ¢, dividimos por a? — ¢? e depois por a? para obtemos

R R (5.16)

2

Por fim, da equagao (5.5), temos a® — ¢ = b%, 0 que nos leva a equagio

reduzida da elipse
2 2

T )

Exemplo 5.1.1. A Figura 5.2 é um esbogo do grafico da elipse de equagao
reduzida

R A (5.18)

2 2
Figura 5.2: Esbocgo do gréafico da elipse — — v 1.

2% 16
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Exercicios resolvidos

ER 5.1.1. Determine a equagao reduzida da elipse de focos F; = (—3,0),
Fy = (3,0) e vértices A; = (—5,0) e Ay = (5,0).

Solucao. A equagao reduzida tem a forma

2 yQ
onde
b+ =a’ (5.20)

Dos focos temos ¢ = 3 e dos vértices temos a = 5. Logo,

V' =a*— ¢ (5.21)
=57 - 3? (5.22)
=25-9 (5.23)
= 16. (5.24)
Concluimos que a elipse em questao tem equacao
22 P
— —==1 5.25
25 16 ( )
O
ER 5.1.2. Determine os focos da elipse de equagao
2 P
— 4+ = =1 5.26
16 + 25 ( )

Solugao. Comegamos lembrando que os focos de uma elipse estao localizados
sobre seu eixo maior. No caso deste exercicio, temos a = 4 e b = 5, logo o eixo
maior é B; By, na mesma direcao do eixo das ordenadas Oy. Do tridngulo
retangulo O A5 F} temos

V' =a® + (5.27)

veja a Figura 5.3.
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Figura 5.3: Esboco do gréafico de uma elipse com eixo maior sobre o eixo das
ordenadas Oy.

Dai, temos
& =b* —a? (5.28)
=25—-16 (5.29)
=9 (5.30)
c=3. (5.31)
Concluimos que os focos sao F; = (0, —3) e F, = (0, 3)
O
Exercicios
E.5.1.1. Facga um esbocgo da elipse de equacao reduzida
22 P
—+ = =1 5.32
o T2 (5.32)
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E.5.1.2. Faca um esboc¢o da elipse de equacgao reduzida

2

2
ey
4L =1, 5.33
4+9 (5.33)

E.5.1.3. Determine os vértices (sobre o eixo maior) das seguintes elipses:

1.2 y2
I
3 5 +7
2
y
b) #*+ =1
):U+16

E.5.1.4. Determine os focos das seguintes elipses:

I’Q y2
I
8) 5+ 7
2
y
b) 2*+ = =1
)x+16

E.5.1.5. Forneca a equacao reduzida da elipse de focos F} = (—1,0), Fy =
(1,0) e vértices A; = (—/2,0), Ay = (v/2,0).

E.5.1.6. Forneca a equacao reduzida da elipse de focos F} = (0, —2), Fy =
(0,2) e vértices By = (0, —+/5), By = (0,v/5).
5.2 Hipérbole

Sejam Fj e F» pontos sobre um plano 7. Sejam, também, ¢ tal que |F} F3| = 2¢
e a < c. O lugar geométrico dos pontos P tais que

|PF| — | P = 2, (5.34)
chama-se hipérbole. Veja Figura 5.4.
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Figura 5.4: Tlustracao de uma hipérbole de focos F} e F5.

Os pontos F e F, sdo chamados de focos da hipérbole e 2¢ = |F1F3| é
chamada de distancia focal. O ponto médio entre os pontos F; e Fy é
chamado de centro da hipérbole. Sao chamados vértices da hipérbole os
pontos A; e Ay, sendo que o segmento A; Ay é chamado de eixo real (ou
transverso) da hipérbole. O comprimento deste eixo é |A; As| = 2a.

Sejam B; e By pontos c distantes de A; e A, e pertencentes a reta que passa
pelo centro da hipérbole e é perpendicular ao seu eixo real. O segmento
By B é chamado de eixo imaginario (transverso ou conjugado). Denotando
2b = | By By|, temos do tridngulo retdngulo B;OA; que

& =a’+ b (5.35)

5.2.1 Equacao reduzida da hipérbole

Assumimos um sistema de coordenadas cujo centro coincida com o centro de
uma dada hipérbole e o eixo das abscissas seja coincidente com o eixo real da
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hipérbole. Desta forma, temos F; = (—c¢,0) e Fy = (¢,0). Entao, P = (z,v)
¢ um ponto da hipérbole quando

[|PFy| — |PFy|| = 2a. (5.36)
Dali, segue que
|PF,| — |PFy| = £2a (5.37)
\/(x +0)? 4+ y? — \/(iL‘ —c)?+y?==22a (5.38)
(x4 )2 +y? =+2a+/(z — ¢)? + y? (5.39)

Elevando ao quadrado ambos os lados desta tltima equacao, obtemos
(z +¢)? + 1y = 4a® £ 4ay/(z — ¢)? + 32 (5.40)
+(@ =) +y (5.41)
ou, equivalentemente,
2%+ 2cx + A 4y = 4a® + day/(z — ¢)? + 42 (5.42)
+ 2% —2cx+ A +y° (5.43)
Simplificando e rearranjando os termos, temos
cx — a* = +ay/(z — ¢)? + 1?). (5.44)
Elevando novamente ao quadrado, obtemos
?2? — 2a*cx + a* = a®2® — 2d*cx + a* + a*yP. (5.45)
Simplificando e rearranjando os termos, obtemos
(¢ —ah)2® — a*y® = a®(? — a?). (5.46)
Lembrando que ¢® = a? + b?, temos
v’z? — a*y? = a®b*. (5.47)
Dividindo por a?b?, obtemos
22y

a qual é chamada de equagao reduzida da hipérbole.
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Exemplo 5.2.1. A Figura 5.5 é um esboc¢o do grafico da hipérbole de equa-

¢ao reduzida
2

8

2
y
LA 4
16 9 (5.49)

(@)

B
_3e
-4
-5
o
-7
22y
Figura 5.5: Esboco do gréfico da hipérbole de equacao T 1.

Exercicios resolvidos

ER 5.2.1. Obtenha a equagao reduzida da hipérbole centrada na origem e
de eixo real |A; As| = 8 e eixo imaginario | By By| = 4.

Solugao. A equacao reduzida de uma hipérbole centrada na origem tem a

forma
2 2

z Y
onde 2a = |A;As| e 2b = |B1Bs|. No caso deste exercicio, temos

20=8=a=1 (5.51)
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e
20=4=0b=2 (5.52)
Logo, a equacao buscada é
2?2
ou, equivalentemente,
2?2
——=—=1 b4
16 4 (5:54)
O

ER 5.2.2. Faca o esboc¢o da hipérbole de equacgao reduzida

<
o

=1. (5.55)

o
1 9

(=}

Solugao. Observe que nesta equagao, o termo contendo x tem sinal negativo
e o termo contendo y tem sinal positivo (compare com (5.48)). Isto nos
indica que o eixo real desta hipérbole estd na direcdo das ordenadas Oy e,
consequentemente, o eixo imaginario na dire¢do das abscissas Ox.

Da equacdo, temos a? = 9 e b*> = 16, donde a = 3 e b = 4. Neste caso, os
vértices que definem o eixo real sdo A; = (0,—b) = (0,—4) e Ay = (0,b) =
(0,4). Os focos F; = (0,—c) e F;, = (0,¢) sao tais que

& =a®+ b (5.56)

=9+ 16 (5.57)
a =25 (5.58)
c=5. (5.59)

Com estas informacoes, tracamos o esboco dado na Figura 5.6.
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J B |

2 2

Figura 5.6: Esbocgo do grafico da hipérbole de equagao %6 — % =1.
O
ER 5.2.3. Mostre que uma hipérbole de equacao reduzida
2?2
tem assintotas ;
y=+t—u. (5.61)
a

Solugao. De fato, ao isolarmos y na equagao reduzida, obtemos

b2
y==+ ?ﬁ — b2 (5.62)
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Logo, para r — oo, temos

b2
b2
b
Y — iax (5.65)

b2
b2
b
y— Fow (5.68)

Ambos os resultados mostram que y = +—x sdo assintotas da hipérbole.
a

O
Exercicios
ER 5.2.4. Faca o esboco da hipérbole de equacao reduzida
2 2
%—%:1 (5.69)
ER 5.2.5. Faca o esboc¢o da hipérbole de equacgao reduzida
v -

E.5.2.1. Determine os vértices do eixo real das seguintes hipérboles:
22
a) ———=1
) 9 4
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1’2

E.5.2.2. Determine os focos das seguintes hipérboles:

J}Q y2

A

8 5
2
i

b) P - = =1

AT

E.5.2.3. Fornega a equagao reduzida da hipérbole de focos F; = (—2,0),
F; =(2,0) e de vértices do eixo real A; = (—1,0) e Ay = (1,0).

E.5.2.4. Fornega a equacao reduzida da hipérbole de distancia focal |F} Fy| =
2v/6 e de vértices do eixo imaginario A; = (—2,0) e Ay = (2,0).

5.3 Parabola

Em um plano, consideramos uma reta d e um ponto F nao pertencente
a d. Chamamos de parabola o conjunto de pontos P do plano que sao
equidistantes de F' e de d, i.e.

dist(P, F') = dist(P, d). (5.71)

Veja a Figura 5.7.
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Figura 5.7: Ilustracdo de uma parabola.

O ponto F' é chamado de foco da parabola. A reta d é chamada de diretriz
da pardbola. A reta perpendicular a d e que passa pelo ponto F' é chamada
de eixo da parabola. O ponto V' de intersecao entre a parabola e seu eixo é
chamado de vértice da parabola.

5.3.1 Equacgao reduzida de uma parabola

Tomamos o sistema cartesiano de coordenadas com origem no vértice da
parabola e eixo das abscissas paralelo a diretriz. Seja p tal que

F=(0,p/2). (5.72)

Logo, a diretriz tem equacao y = —p/2. Da defini¢ao de pardbola, P = (z,y)
pertence a parabola quando

dist(P, F') = dist(P, d). (5.73)
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Segue que

Jor o (y-2) =y 2 (5.74)

Elevando ao quadrado e expandindo, obtemos

2 p2

x2+y2—py+%=y2+py+z. (5.75)
Cancelando e rearranjando termos, obtemos
= 2py, (5.76)

a chamada equacao reduzida da parabola.

Exemplo 5.3.1. A Figura 5.8 é um esboco do grafica da parabola de equacao

reduzida
=4y, (5.77)

-3 -2 -1 0 1 2 3

=1+

Figura 5.8: Esboco do gréifico da pardbola de equacdo y? = 4z.

Observagao 5.3.1. Uma parabola com vértice na origem do sistema carte-
siano e foco F' = (p/2,0), tem equagao reduzida

y? = 2pa. (5.78)
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Exercicios resolvidos

ER 5.3.1. Determine a equacao reduzida da parabola de diretriz y = 2 e
vértice na origem do sistema cartesiano. Por fim, faca o esboco de seu grafico.

Solugao. Uma parabola de equacao reduzida

2 = 2py (5.79)

tem diretriz y = —g. Logo, sabendo que a diretriz é y = 2, temos p = —4.

Entao, concluimos que a equagao reduzida da parabola é
r? = -8y (5.80)

A Figura 5.9 é o esboco do grafico desta parabola.

-6

Figura 5.9: Esboco do gréifico da pardbola de equacdo y? = —8z.

O

ER 5.3.2. Determine a equacao reduzida da parabola de diretriz x = 2 e
vértice na origem do sistema cartesiano. Por fim, faca o esboco de seu grafico.

Solugao. Uma parabola de equacao reduzida

y* = 2px (5.81)
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tem diretriz x = —ZZ. Logo, sabendo que a diretriz é x = 2, temos p = —4.

Entao, concluimos que a equagao reduzida da parabola é

y? = —8x (5.82)

A Figura 5.10 é o esbogo do grafico desta parabola.

Figura 5.10: Esboco do grafico da pardbola de equacao y? = —8uz.

Exercicios

E.5.3.1. Faca o esboco do grafico da parabola de equagao reduzida
2% = 2y. (5.83)

Identifique no esboc¢o a reta diretriz, o foco e o vértice da parabola.

E.5.3.2. Faca o esboco do grafico da parabola de equagao reduzida
z? = —2y. (5.84)

Identifique no esboc¢o a reta diretriz, o foco e o vértice da parabola.
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E.5.3.3. Faca o esboco do grafico da parabola de equagao reduzida
y? = 2. (5.85)

Identifique no esboco a reta diretriz, o foco e o vértice da parabola.

E.5.3.4. Faca o esboco do grafico da parabola de equagao reduzida

y? = 2. (5.86)

Identifique no esboco a reta diretriz, o foco e o vértice da parabola.

E.5.3.5. Determine o foco de cada uma das seguintes parabolas:

a) y = 2x°
b) y+ 222 =0
¢) ¥ +4x =0
d) P =2
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Capitulo 6
Superficies Quadricas

Neste capitulo, fazemos um estudo introdutoério sobre superifices quéadricas.

6.1 Introducao a superficies quadricas
Superficies no espag¢o que podem ser descritas por equagoes da forma
az® + by* + c2® + 2dxy + 2exz + 2fyz +mr +ny +pz+q=0 (6.1

sao chamadas de superficies quadricas, sendo a, b, ¢, d, e, f, m, n, peq
coeficientes dados.

6.1.1 Elipsoides

Um elipsoide centrado na origem é uma superficie quadrica de equagao

{23'2 y2 22

Exemplo 6.1.1. A Figura 6.1 é um esboco do gréfico da elipsoide de equagao

2

2
T Yy 2

— + = =1. )

9—|—4—|—z (6.3)
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Figura 6.1: Esbogo do elipsoide de equagao (6.3).

Observamos que a intersecao deste elipsoide com o plano X —Y (z=0) é a
elipse de equagao

2 2
% +Z =1 (6.4)

Ou seja, é a elipse de vértice sobre o eixo maior A; = (—3,0) e Ay = (3,0) e
vértices sobre o eixo menor By = (—2,0) e By = (2,0).

De forma andloga, temos que a intersecao do elipsoide (6.3) com o plano
X —Z (y=0) é a elipse de equagao reduzida

2
T 2o (6.5)
9
Também, temos associada a elipse de equagao reduzida
2
= (6.6)
que ¢ obtida da intersegao do elipsoide (6.3) com o plano Y — Z (z = 0).
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6.1.2 Hiperboloides
Hiperboloides de uma folha

Um hiperboloide de uma folha centrado na origem é uma superficie quadrica
de equacao

§+£—§:1 (6.7)
ou
2 2 2
%—%2+i—2:1 (6.8)
ou
LA A (6.9)

—z¢=1. (6.10)
Sua intersegdo com o plano X —Y (z =0) ¢é a elipse
22
—+=Z==1 6.11
ot (6.11)
Sua intersegao com o plano X — Z (y=0) é a hipérbole de equagao reduzida

— =1 (6.12)

E, a intersegao do hiperboloide com o plano Y — Z (x = 0) é a hipérbole de
equagcao

A =1 (6.13)

A Figura 6.2 é o esbogo do grafico do hiperboloide de equagao (6.10).
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Figura 6.2: Esbogo do hiperboloide de equagao (6.10).

Exemplo 6.1.3. A Figura 6.3 é o esbogo do grafico do hiperboloide de

equacao
172 y2 )
-+ = =1. 14
5 + 1 +z (6.14)

Figura 6.3: Esbogo do hiperboloide de equacao (6.14).
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Sua intersegdo com o plano X —Y (z = 0) é a hipérbole

x2 2
—§+%:L (6.15)

Sua intersegao com o plano X — Z (y=0) é a hipérbole de equagao reduzida
R g (6.16)

E, a intersecdo do hiperboloide com o plano Y — Z (x = 0) é a elipse de
equacao

422 =1. (6.17)

Hiperboloides de duas folhas

Hiperboloides de duas folhas tém equagoes

g_g_izl (6.18)
ou 2 2 2

_%+%_%:1 (6.19)
ou 2 2 2

v L sy (6.20)

Exemplo 6.1.4. Vamos considerar o hiperboloide de equacao
oy 2
— —=—2=1 6.21
g~ 4 ¢ (6.21)
Sua intersegao com o plano X —Y (z = 0) é a hipérbole
22
——=1 6.22
Sua intersegao com o plano X — Z (y=0) é a hipérbole de equagao reduzida

=1 (6.23)
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E, a interse¢ao do hiperboloide com o plano Y — Z (x = 0) é vazia, pois nao
existem y e z que satisfazem a equagao

(6.24)

Figura 6.4: Esbogo do hiperboloide de equagao (6.21).

6.1.3 Paraboloide eliptico

Um paraboloide eliptico tem equagao

T % + ‘Z—Q (6.25)
ou x2 Z2

ty=+5 (6.26)
ou

ty = 'zz + 'zz (6.27)
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Exemplo 6.1.5. Vamos considerar o paraboloide eliptico de equagao

2 2

z Y
= —+ = 2
2= + 1 (6.28)

Nao hé valor z < 0 que satisfaga a equacao (6.28). Sua interse¢do com o
plano X —Y (z = 0) é o ponto (0,0,0). Agora, sua intersegdo com cada
plano paralelo ao plano X — Y e com z = 2z, > 0 ¢é a elipse de equagao

2 2

T Yy
=—+ = 6.29
0T9 T (6.29)
ou, equivalentemente,
72 y?
— 4+ — =1 6.30
92’0 * 4Z0 ( )

A Figura 6.5 é o esbogo do grafico do paraboloide eliptico de equacao (6.28).

Figura 6.5: Esbogo do paraboloide eliptico de equagao (6.28).

Exemplo 6.1.6. O esboco do grafico de paraboloide eliptico de equagao

2
—w =+ 22 (6.31)
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¢ dado na Figura 6.6. Verifique!

Figura 6.6: Esbogo do paraboloide eliptico de equagao (6.31).

6.1.4 Paraboloide hiperbdlico

Um paraboloide eliptico tem equagao

tr = ‘Z—z - 'Z—z (6.32)
ou 5 9

Ly = % - ’Z-z (6.33)
ou

tr = ‘Z—i - i—j (6.34)

p=2 (6.35)
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Sua interse¢ao com o plano X —Y (z = 0) sdo retas que satisfazem a equagao
z Y
— —==0. 6.36
T~ i (6.36)

De fato, isolando ¥y, obtemos as equagoes destas retas
y==+-x. (6.37)

Sua intersegao com o plano X — Z (y=0) é a pardbola de equagao

ZE2

i=3 (6.38)

E, a intersegdo do paraboloide hiperbélico com o plano Y — Z (z = 0) é a
parabola de equagao

PR (6.39)

A Figura 6.7 é o esbogo do grafico do paraboloide hiperbdlico de equagao
(6.35).

Figura 6.7: Esbogo do paraboloide hiperbdlico de equagao (6.35).
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Exercicios resolvidos
ER 6.1.1. Escreva a equacao do elipsoide que tem como intersecoes

a) com o plano z = 0 a elipse

gj + ?f; =1 (6.40)
b) com o plano y = 0 a elipse
gj + Z; =1 (6.41)
Solugao. Um elipsoide tem equacao
x—z + fgz + 2—2 =1 (6.42)
Sua intersegao com o plano X — Y (z = 0) é a elipse de equagao
xj + zz =1. (6.43)

Logo, do item a), temos a? = 4 e b* = 16.

Agora, a intersegao com o plano X — Z (y = 0) é a elipse de equacao

2 22

St =l (6.44)
Assim, do item b), obtemos ¢? = 9.

Desta forma, concluimos que o elipsoide de equagao
=1. (6.45)

O

ER 6.1.2. Encontre a equacao do paraboloide eliptico que contem a circun-

feréncia
42 =1, y=-2 (6.46)
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Solugao. Para que o paraboloide contenha a circunferéncia
P+ =1, y=-2 (6.47)

ele precisa abrir-se no sentido negativo na direcao y. Logo, tem equacao

2 2P
Fixado y = —2, a equagao fica restrita a
2 22

Notamos que para esta equagio coincida com a circunferéncia z? + 2% = 1,
devemos escolher a? = b* = 1/2. Logo, concluimos que o paraboloide eliptico
tem equacao

(6.50)
O
Exercicios

E.6.1.1. Classifique cada uma das seguintes superficies quadricas:

2 2
x 5 Z
_ = —:1
a) 5 y+4

2 L2
vtz
b) 2?4+ -+ =1
):v+9—|—4
2
—_p2_ Y
c) z=—x 5

E.6.1.2. Forneca a equacao do elipsoide que contem os pontos P = (0, 2,0),
Q=(-1,0,0) e R=(0,0,1).
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E.6.1.3. Forneca a equacao do hiperboloide de duas folhas que tem inter-
secoes:

a) com o eixo X — Y igual a hipérbole

2
2y yz ~1 (6.51)

b) com o eixo Y — Z igual a hipérbole
2

2
Y z
= —-—=1 6.52
4 9 (6.52)

E.6.1.4. Forneca a equacao do paraboloide eliptico que contem a elipse

22
5+ P=1, y=2. (6.53)

E.6.1.5. Considere o hiperboloide de uma folha de equagao

=1 (6.54)

Classifique o lugar geométrico de sua intersecdo com cada um dos seguintes
planos

1. X-Y
2. X -7
3.Y-Z
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Resposta dos Exercicios

E.1.1.1. 7 = (1,-2,4)

E.1.1.3. B=(1,1,7)
E.1.14. 2= -5

E.1.1.5. |CD| = V6

AP = A6, 7= (-2, 1,1 D) 2 =1 -2\, y= -2+ A, 2 = \; ¢)

E.2.1.3. A= (1,-1,1), 7 = (-2,3,1)

E214.2—1=% =2

65
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E.2.1.5.

E.3.1.1.

E.3.1.2.

E.3.1.3.

E.3.1.4.

E.3.1.5.

E.3.1.6.

E.3.1.7.

E.3.1.8.

E.4.1.1.

E.4.1.2.

E.4.1.3.

E.4.1.4.

E.4.1.5.

E.4.1.6.

r=1—-X\Ny=—-1-2\ z=-\

AP =A\2,-1,1) + B(-1,1,2), ABER

T =95
r=—1422—-0,y=-A+6,2=2+ ) +20
y=3

—3r—dy+z2—-5=0

z2=209

sim

r=24+6\y=—1—-T7\ 2= -5\

a) A= (3v2,%):b) B=(V3.5):¢) C = (V3. 57)

a) A= (v3,1); b) B=(=%,4); ¢c) C = (vV2,-V?2)

-3
y=—x
r=1
22+ =2
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E.5.1.1. ..

E.5.1.2. -

E.5.1.3. a) (=3,0), (3,0); b) (0,—4), (0,4)

E.5.1.4. a) (—/5,0), (v/5,0); b) (0,v/15), (0,/15)

.1'2
E5.1.5. 5 + y? =1
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2

E.5.1.6. 22 + % —1

w |

3 2 1 o] 1

E.5.2.0. =

3 2 1 o] 1 2 3

=1

i R, B

=3

E.5.2.0.

E.5.2.1. a) A1 = (—3,0), A2 = (3,0), b) Bl = (O, —1), BQ = (0, 1)

E.5.2.2. a) [} = (—/13,0), F, = (V13,0); b) Fy = (0,—/17), F, =
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(0, V/T7)
2
E5.23. 22— L =1
3
2 2
E5.24. L -1 4
2 4
2
15
1
F
05%
V
=2 -15 -1 -0.5 0 05 1 15 2
=05 o _l
E.5.3.1. - 2
1
1
V=3
1 15 2
E.5.3.2.
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15

05

E.5.3.3. o
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E.6.1.1. a) hiperboloide de uma folha; b) elipsoide; ¢) paraboloide eliptico;
d) ponto (0,0, 0)

E.6.1.2. 2> +

E.6.1.3. — +

E.6.1.4.y =2+

E.6.1.5. a) hipérbole; b) elipse; ¢) hipérbole
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