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Prefacio

O site notaspedrok.com.br é uma plataforma que construi para o comparti-
lhamento de minhas notas de aula. Essas anotacoes feitas como preparacao
de aulas é uma prética comum de professoras/es. Muitas vezes feitas a ra-
biscos em rascunhos com validade tao curta quanto o momento em que sao
concebidas, outras vezes, com capricho de um diario guardado a sete cha-
ves. Notas de aula também sao feitas por estudantes - sdo anotagoes, fotos,
prints, entre outras formas de registros de partes dessas mesmas aulas. Essa
dispersao de material didatico sempre me intrigou e foi o que me motivou a
iniciar o site.

Com inicio em 2018, o site contava com apenas trés notas incipientes. De 14
para ca, conforme fui expandido e revisando os materais, o site foi ganhando
acessos de varios locais do mundo, em especial, de paises de lingua portugusa.
No momento, conta com 13 notas de aula, além de minicursos e uma colegao
de videos e audios.

As notas de Equagoes Diferenciais Ordinarias abordam tépicos introdu-
torios sobre equagoes diferenciais ordinarias. Como ferramenta computacio-
nal de apoio, exemplos de aplicacao de cédigos python sao apresentados, mais
especificamente, codigos com suporte da biblioteca de mateméatica simbdlica

sympy.

Aproveito para agradecer a todas/os que de forma assidua ou esporadica
contribuem com corregoes, sugestoes e criticas! ;)

Pedro H A Konzen

https://www.notaspedrok.com.br
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 1

Capitulo 1

Introducao

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Neste capitulo, introduzimos conceitos e defini¢oes elementares sobre Equa-
¢oes Diferenciais (ED). Por exemplo, definimos tais equagoes, apresentamos
alguns exemplos de modelagem matemética e problemas relacionados.

1.1 Equacoes diferenciais
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Equacgao Diferencial (ED) é o nome dado a qualquer equacao que te-
nha pelo menos um termo envolvendo a diferenciacao (derivagdo) de uma
incognita.

Exemplo 1.1.1. Sao exemplos de equacoes diferenciais:
a) Modelo de queda de um corpo com resisténcia do ar.

dv kE
— =g 1.1
=9 v (1.1)

Nesta equagao, temos a velocidade v = v(t) (v fungao de t) como in-
cognita. O tempo é descrito por t como uma variavel independente. As
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1.1. EQUACOES DIFERENCIAIS 2

demais letras correspondem a parametros dados (constantes). Mais espe-
cificamente, g corresponde a gravidade, k a resisténcia do ar e m a massa
do corpo.

Equagao de Verhulst (Equagao Logistica)

dy y
—=r{l—=)y. 1.2
dt T( K)y (1-2)
Esta equacao é um classico modelo de crescimento populacional. Aqui,
y = y(t) é o tamanho da populagdo (incégnita) no tempo ¢ (variavel
independente). As demais letras correspondem a pardmetros dados.

Equagao de Schrodinger.

h d*y  ka?
-+ —) = E. 1.3
2m dx? + 2 4 v (13)
Esta equagao modela a funcao de onda ¢ (incégnita) de uma particula em
fungao de sua posicao = (modelo unidimensional). Neste modelo quéntico,
h, m, k e E sao parametros.

Modelagem da corrente em um circuito elétrico.

d*I al 1
L—+R—+ =L 1.4
dt? a C (14)
Aqui, a incognita é fungdo corrente I em fungdo do tempo. O modelo
refere-se a um circuito elétrico com os seguintes parametros: L indutancia,

R resisténcia, C' capacitancia e £ voltagem do gerador.

Equacao do calor.
ou  u
ot~ ‘oz
Esta equagao modela a distribui¢dao de temperatura (incognita) u = u(t, x)
como fungao do tempo e da posi¢ao (varidveis independentes). O para-
metro é o coeficiente de difusao térmica a.

(1.5)

Equacgao Diferencial Ordinaria (EDO) é aquela em que a incognita é
funcao apenas de uma variavel independente. Desta forma, todas as deriva-
das que aparecem na equacao sao ordinarias. No Exemplo 1.1.1, as equagoes
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 3

diferenciais a), b), ¢) e d) sao ordindrias. A equagao e) nao é ordinaria, pois
a incégnita u = u(t, x) é fungdo das varaveis independentes ¢ e z, portanto,
os termos diferenciais sdo parciais (derivadas parciais). Equagdes como esta
sdo chamadas de equagoes diferenciais parciais.

Toda EDO pode ser escrita na seguinte forma geral

F(t7 Y, yI7 y”7 e 7y(n)) = 0. (16)

Aqui, F' é uma funcdo envolvendo a variavel independente t e a variavel
dependente y = y(t) (incognita, funcdo de t) e pelo menos uma derivada
ordinéria de y em relacdo a t'. O indice n corresponde a ordem da derivada
de maior ordem que aparece na equagao, sendo n > 1. Quando F' é funcao
linear das variaveis y, 3/, ---, ¥y, entdo a EDO ¢ dita ser linear, caso
contrario, é nao linear. Quando F' nao dependente explicitamente de ¢, a
equacao ¢ dita ser autonoma.

Exemplo 1.1.2. Vejamos os seguintes casos:

a) A equagdo
y'+y=0 (1.7)
¢ uma EDO de ordem 2, linear e auténoma. Aqui, temos F(y,y") = y"+y.

b) As equagoes (1.1) e (1.2) sdo EDOs de primeira ordem (de ordem 1),
autonomas e nao lineares.

¢) A Equagao de Schrodinger (1.3) é uma EDO de segunda ordem, linear
e nao autonoma.

Uma solugdo de uma EDO (1.6) é uma fungdo y = y(t) que satisfaca a
equacao para todos os valores de t2.

Exemplo 1.1.3. As fungoes y;(t) = e’ e ya(t) = e * sdo solugoes da equagiao
diferencial ordindria

y' —y=0. (1.8)

d
Lembre-se que 3y’ = d—z, y' = % e assim por diante.

2Em véarias situacdes o dominio de interesse de t é também informado junto com a
equagdo. Veremos isso mais adiante.
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1.1. EQUACOES DIFERENCIAIS 4

De fato, tomando y = y;(t) = €', temos 3y = e’ e y” = €. Substituindo na
EDO, obtemos
Y —y=ec —e =0, (1.9)

para todo t. Logo, y = €' satisfaz a equacao.

Também, tomando y = yo(t) = e f, temos 3y = —e™ " e ¢y’ = e~*. Substi-
tuindo na EDO, calculamos

y// —y = eft — €7t = O, Vt. (110)
Ou seja, y = e~ ! também satisfaz a equacao.

No Python, podemos usar:

1 In : from sympy import *

2 In : t = symbols('t')

3 In : y = symbols('y', cls=Function)

4 In : de = Eq(Derivative(y(t),t,t)-y(t) ,0)
5 In : y1 = exp(t)

6 In : checkodesol(de,yl)

7 Out: (True, 0)

8 In : y2 = exp(-t)

9 In : checkodesol (de,y2)

10 Out: (True, 0)

Exercicios resolvidos

ER 1.1.1. Determine a ordem e diga se a seguinte EDO ¢ linear ou auto-
noma. Justifique suas respostas.

d &
t2£+(1+y2)d—t§+y:et. (1.11)

Solugao.
a) Ordem 2.

A equacdo tem ordem 2, pois o termo diferencial de maior ordem é uma
derivada de segunda ordem.
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 5

b) EDO é nao linear.
d2

A equacao tem um termo yZE,

o qual nao ¢ linear em y.

c) EDO nao é auténoma.

A equacao nao é autonoma, pois a variavel independente ¢ aparece expli-
citamente. A saber, no primeiro termo do lado esquerdo e no termo fonte
da equacao.

O

ER 1.1.2. Determine os valores de r para os quais y = e é solucao da
equacao
y'—y=0. (1.12)

Solucdo. Para que y = €™ seja solucao da equacao dada, devemos ter

y//_y:():> (ert)”_ertzo (113)
=it — et =0 (1.14)
= (r*-1)- =0 (1.15)
>0
=72 _1=0 (1.16)
=r ==l (1.17)

No Python, podemos computar a solucao deste problema com os seguintes
comandos:

1 In : from sympy import *
2 In : r,t = symbols('r,t')
3 In : eq = diff (exp(r*t),t,2)-exp(r*t)
4 In : solve(eq,r)
5 Out: [-1, 1]
6
v
Exercicios
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1.1. EQUACOES DIFERENCIAIS 6

E.1.1.1. Determine quais das seguintes sao EDOs. Justifique sua resposta.

a) y=y".

) dy 10y
ot 20z

d) uy = a®ug,, sendo o um parametro.

E.1.1.2. Determine a ordem das seguintes EDOs. Justifique sua resposta.

a) t*y = ¢
>y  d’y
b) — = —.
) at?  dt?

o) y-y'=3y=y—y.
a2y \°
d) (dt2> = et.

E.1.1.3. Determine quais das equagoes do Exercicio 1.1.2 nao sdo autono-
mas. Justifique sua resposta.

E.1.1.4. Determine quais das equagdes do Exercicio 1.1.2 sdo lineares.
Justifique sua resposta.

E.1.1.5. Para cada equacao a seguir, calcule os valores de r para os quais
y = €' seja solucao da equacao.

a) ¥’ +y' — 6y =0.

b) yl/l — 33/”.
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 7

E.1.1.6. Calcule os valores de a para os quais y = t*, t > 0, seja solucao
da equacao
2y = 2y. (1.18)

1.2 Problemas de Valores Iniciais e de Valo-
res de Contorno

[Video] | [Audio] | [Contatar]

A solugao de uma Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) pode conter uma
ou mais constantes indeterminadas. Estas constantes podem ser fixadas pela
imposicao de uma ou mais condig¢oes iniciais ou condig¢oes de contorno.

1.2.1 Problema de Valor Inicial (PVI)
[Video] | [Audio] | [Contatar]
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Exemplo 1.2.1. A EDO
y =1 (1.19)

tem solugoes
/y’dt: /1-dt (1.20)
=y=t+c (1.21)
onde ¢ é uma constante indeterminada.

Afim de fixar uma solugdo tnica para tais EDOs, comumente define-se uma
condicao inicial apropriada, i.e. o valor da solucao para um dado valor
da variavel independente. O problema de resolver uma EDO com condicao
inicial dada é chamado de Problema de Valor Inicial (PVI).

Exemplo 1.2.2. Vamos resolver o seguinte problema de valor inicial (PVT)
y =1, t>0, (1.22)
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y(0) = 1. (1.23)

Como vimos acima, integrando a EDO em relagao a ¢, obtemos a chamada
solucao geral
y(t) =t+c, (1.24)

onde ¢ é uma constante indeterminada.

Agora, vamos usar a condigdo inicial y(0) = 1. Para tanto, substituimos
t =0 e y =1 na solugao geral, i.e.

y=t+c (1.25)

1=0+c¢ (1.26)

c=1 (1.27)

Com isso, concluimos que a solugao do PVI é

y(t) =t +1. (1.28)

EDOs de segunda ordem podem requer duas condicoes iniciais.

Exemplo 1.2.3. Consideramos o seguinte problema de valores iniciais

y' =1, (1.29)

Integrando a EDO, obtemos

/yﬂh:/lwh (1.31)
Y =t+c (1.32)
Integrando novamente
/ydh:/t+th (1.33)
t2
y = §+clt—|—02 (1.34)

Com isso, obtemos a chamada solugao geral desta EDO

t2
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 9

Agora, aplicando as condi¢oes iniciais, obtemos

1
y(l):0:>§—|—cl+02:() (1.36)
y(1)=1=14¢=1. (1.37)

o que nos fornece o seguinte sistema de equacoes lineares

1

CclL+ cy = —5 (138)

cp =0 (1.39)

A segunda equacao nos fornece ¢; diretamente. Entao, utilizando a primeira

equacao, obtemos ¢, = —%. Portanto, a solugao deste PVI de ordem 2 é:

21

t)=———. 1.40

s =53 (1.40)

Observacao 1.2.1. Observe que o ntimero de condigoes iniciais é igual a
ordem da EDO.

1.2.2 Problema de Valor de Contorno (PVC)
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Para EDOs de ordem 2, também podemos fixar uma solucdo através da
aplicacao de condicoes de contorno. Neste caso, estamos interessados
em obter a solucao para valores da variavel independente restritos a um
intervalo fechado [tg,#;]. A solugdo é fixada pela determinacao de seus valores
nos pontos tg e t;. O problema de encontrar a solu¢ao de uma EDO com
condigoes de contorno, é chamado de Problema de Valor de Contorno

(PVC).
Exemplo 1.2.4. Consideramos o seguinte problema de valores de contorno
y'=1, 0<t<l, (1.41)

y(0)=1, y(1)=-=. (1.42)
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Integrando duas vezes a EDO, obtemos a solugao geral

t2

Agora, aplicando as condig¢oes de contorno, obtemos

y(0) =1=c =1, (1.44)
(1)—1:&1+ b= o (1.45)
Yy =9 5 €1+ C = 5 .

Isto é, temos o sistema de equagoes lineares

=1 (1.46)
c1+cy = 0 (147)
Resolvendo, temos ¢; = —1 e ¢o = 1. Desta forma, concluimos que a solucao
do PVC é
t?
y(t) = 3 t+1. (1.48)

Observacgao 1.2.2. O ntimero de constantes indeterminadas na solugao geral
estd relacionado a ordem da EDO.

Exercicios resolvidos

[Video] | [Audio] | [Contatar]
ER 1.2.1. Encontre a solugdo do seguinte problema de valor inicial (PVI)
y(0) = 2. (1.50)

Solucgao. Integrando a EDO obtemos

/y’dt: /t+1dt (1.51)
t2
y(i)= 5 +ite (1.52)
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 11

a qual é a solugao geral da EDO.

Entéo, aplicando a condigao inicial y(0) = 2, obtemos

c=2. (1.53)
Logo, a solugdo do PVI ¢
t2
y(t) = 5 +t4+2 (1.54)
O

ER 1.2.2. Encontre a solu¢ao do seguinte problema de valor de contorno
(PVC)

y'=t+1, —-1<t<l, (1.55
y(—1) =y(1) = 0. (1.56)

Solucgao. Integrando duas vezes a EDO, obtemos

Y =t+1 (1.57)
/y”dt:/t+1dt (1.58)
t2
y = 3 Tita (1.59)
/ t2
G
y(t) = cT3 + it + co. (1.61)

Obtida a solucao geral da EDO, aplicamos as condicoes de contorno. Temos

y(—=1)=0 (1.62)

1 1
_6+§_Cl+02:0 (163)
y(1) =0 (1.64)
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1 1
6+§+01+02:0. (165)

Ou seja, precisamos resolver o seguinte sistema linear

1
—C1 + Ccy = —g (166)
2
C1+cp=——. (167)
3
Resolvendo, obtemos ¢; = —% e cy = —%. Logo, a solugao do PVC é
B2 11
)= —4———t——. 1.
O
ER 1.2.3. Determine o valor de x para o qual a solucao do PVI
dy 2—e€"
—=— >0 1.69
de 1+ y? e (1.69)
y(0) =0, (1.70)

atinge seu valor maximo.

Solugao. Lembramos que a monotonicidade de y = y(x) pode ser analisada
a partir do estudo de sinal de dy/dx. Fazendo o estudo de sinal de

@_2—63”

vemos que dy/dx > 0 para x € (0,In2) e dy/dz < 0 para z € (In2,00).
Logo, temos que y = y(x) é crescente em [0,1n 2] e decrescente em [In 2, 00).
Desta forma, concluimos que a solucao do PVI atinge seu valor maximo em
x =In2.

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 13
E.1.2.1. Resolva o seguinte PVI
y =0, 1.72)
y(—=1) =1 1.73)
E.1.2.2. Resolva o seguinte PVI
y =t, 1.74)
y(—1) =1 1.75)
E.1.2.3. Resolva o seguinte PVC
y' =1, 1.76)
y(0)=1, y(1)=-1 1.77)
E.1.2.4. Resolva o seguinte PVC
y" = sen(t), 1.78)
y(=m) =y(m) =0 1.79)
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Capitulo 2

EDO de primeira ordem

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Neste capitulo, discutimos propriedades e métodos analiticos de solugao de
equagoes diferenciais de primeira ordem.

2.1 Equacao linear
[Video] | [Audio] | [Contatar]

A forma geral de uma EDO linear de primeira ordem é

dy
dt
onde P(t) # 0, Q(t) e G(t) sao fungoes de t. Esta pode ser reescrita na forma

P(t)— + Q(t)y = G(1), (2.1)

dy

oy = g(b), (2.2)

escolhendo p(t) = Q(t)/P(t) e g(t) = G(t)/P(t).

2.1.1 EDO auténoma e homogénea

[Video] | [Audio] | [Contatar]
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Primeiramente, vamos considerar o caso em que p(t) = a # 0 (constante) e
g(t) =0, ie.
dy

dy _o. 2.
dt+ay 0 (2.3)

Observamos que y(t) = 0 é solucdo trivial. Agora, para y(t) # 0, podemos
reescrever esta equagao da seguinte forma

dy

== 2.4
7 ay (2.4)
1dy
- - _ 2.5

Integrando em relacao a t, obtemos

l/;gﬁ:—/ﬁﬁ (2.6)
Inly| = —at + ¢ (2.7)
Jnlyl — o—at+e (2.8)
el — gmatee (2.9)

ly| = ce™ ™, (2.10)

onde ¢ é uma constante indeterminada. Da defini¢cdo do valor absoluto, temos
esta tultima equacao nos fornece que

y>0 (2.11)
= Yy = ’y| = cefat (212)
e
y <0 (2.13)
= -y = |y‘ —_ cefat (214)
=y = —ce_at. (215)

Lembrando que ¢ é uma constante indeterminada, em qualquer caso, temos
y(t) = ce . (2.16)

Observamos, ainda, que tomando ¢ = 0 esta ultima equacao também engloba
a solugao trivial y(t) = 0.
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Portanto, concluimos que a solugio geral de (2.3) é

y(t) = ce”

(2.17)

Exemplo 2.1.1. Vamos resolver o seguinte Problema de Valor Inicial (PVI)

y/_y:()v t>07
y(0) =1.

Comecamos calculando a solucao geral da EDO:

y =y
ldy _
ydt
1d
/——ydt:/ldt
y dt
Inlyl=t+c
eln\y| _et-i-c
y(t) = ce.

Por fim, aplicamos a condi¢ao inicial

y(0) =
ce® =1

CcC =
Concluimos que a solugao do PVI é

y(t) = e
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Figura 2.1: Solucao do problema de valor inicial tratado no Exemplo 2.1.1.

No Python, podemos computar a solugao solucao geral da EDO com os
seguintes comandos:

In : from sympy import

In : t = symbols('t')

In : y = symbols('y', cls=Function)
In : edo = Eq(y(t).diff(t)-y(t),0)
In : sol = dsolve(edo,y(t))

6 In : sol

OQut: Eq(y(t), Clxexp(t))

T W N+~

-~

8

Entao, para aplicarmos a condicao inicial e obtermos a solucao do PVI, usa-
mos:

1 In : C1 = symbols('C1')

2 In : ¢cs = solve(Eq(sol.rhs.subs(t,0),1),dict=
True)

3 In : cs

4 Out: [{C1: 1}]

5

6 In : sol = sol.subs(cs[0])

7 In : sol

oo

Out: Eq(y(t), exp(t))
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9

O esbogo do gréafico da solucao pode ser produzido com:

1 In: plot(sol.rhs, (t,0, 2), ylabel='$y(t)$"')
2

2.1.2 Meétodo dos fatores integrantes
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Vejamos, agora, o caso de uma EDO da forma

dy
= q(t). 2.31
o Tay=9(t) (2:31)

O método dos fatores integrantes consiste em multiplicarmos a equagao
por uma funcdo p = pu(t) (fator integrante) de forma que

dy d

= == (wy). 2.32
py +hay = (ky) (2.32)

Pela regra do produto para derivada, temos que

dy

dy
. 2.33
n + 1y (2.33)

+ pay = p—
pay = p dt
Ou seja, tal funcao p deve satisfazer a seguinte EDO
u = apu. (2.34)
Usando o mesmo procedimento utilizado para (2.3), obtemos que

p(t) = ce™. (2.35)

Observamos que qualquer escolha de ¢ # 0 é apropriada e, por simplicidade,
escolhemos ¢ = 1. Ou seja, escolhemos o fator integrante

u(t) = e, (2.36)
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Agora, retornamos a equagio (2.31). Multiplicando-a pelo fator integrante
u(t) = e obtemos

uii + pay = pg(t) (2.37)
< (uy) = o) (2.39)
[ ) = [ gty at (2:39)
wy = /,ug(t) dt +c (2.40)
y = ; {/ pg(t) dt + c} . (2.41)
(2.42)
Portanto, concluimos que
y(t) =e ™ [/g(t)eat dt + c} (2.43)
¢ a solugao geral de (2.31).
Exemplo 2.1.2. Vamos calcular a solugao geral da seguinte EDO
v —y=1. (2.44)
Aplicando o método dos fatores integrantes, temos
1y’ — py = (py)' (2.45)
= 'y +py'. (2.46)
Ou seja, devemos escolher p tal que
po=—p (2.47)
;Z/Z =1 (2.48)
/idu:—/ldt (2.49)
In|p|=—t+c (2.50)
p=ce " (2.51)
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Por simplicidade, escolhemos p = e™.

Com isso, a EDO (2.44) pode ser reescrita como

d

il — -1 2.52

o (1Y) = n (2.52)

d —t

pr (e y) =e " (2.53)

Integrando, obtemos

ety = /e_t dt (2.54)
e ly(t) = —e"+c (2.55)
y(t) = —ele™ + ce (2.56)

y(t) = —1 + ce', (2.57)

a qual é a solucao geral. A figura abaixo contém esbogos dos gréaficos da
solugao geral para diferentes valores de c.

=
4
4
2.
- T
- = =05 0 0s 10 15 20
= t
-4 4
-5
-5 4

Figura 2.2: Esbogo do grafico da solugao geral para: (verde) ¢ = 1, (verme-
lho) ¢ =0 e (azul) ¢ = —1.

No Python, podemos computar a solugao solucao geral da EDO e fazer o
grafico acima com os seguintes comandos:
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, show=False)

show=False)

', show=False)

1 In

2 In

3 In

4 In

5 In

6 In :
7 Out:
8

9 In
10

11 e
12 In
13

14 ..
15 In
16 In
17

18 R
19 In
20 In
21

from sympy import =x*

y = symbols('y', cls=Function)
t,Cl = symbols('t,C1')

edo = Eq(diff(y(t),t)-y(t),1)
sg = dsolve(edo)

Sg

Eq(y(t), Cilxexp(t) - 1)

p = plot(sg.rhs.subs(Cl,-1), (t,-2,2), \
ylabel='y(t)', line_color="'blue'

q = plot(sg.rhs.subs(C1,0), (t,-2,2), \
ylabel='y(t)', line_color='red',

p.extend (q)
q = plot(sg.rhs.subs(C1,1), (t,-2,2), \
ylabel='y(t)', line_color='green

p.extend (q)
p.show ()

2.1.3 Caso geral

[Video] | [Audio] | [Contatar]

O caso geral de uma EDO linear de primeira ordem

Yy +p(t)y = g(t) (2.58)

também pode ser resolvido pelo método dos fatores integrantes. Neste
caso, o fator integrante u = pu(t) deve ser escolhido de forma que

1y’ + pp(t)y = (ny)’ (2.59)
wy' + pp(t)y = p'y + py (2.60)
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ou seja
1= p(t)p. (2.61)

Integrando, obtemos o fator integrante

p(t) = el Pt (2.62)

Usando este fator integrante, a equacao (2.58) pode ser reescrita da seguinte
maneira

i (1) = png(t). (2.63)

Integrando, obtemos a solugao geral

y(t) = M(lt) [ [ ntoygteyd +c|. (2.64)

Exemplo 2.1.3. Vamos calcular a solugao geral da seguinte EDO
1

y + sy=t (2.65)

Primeiramente, calculamos o fator integrante p = u(t) tal que

1

Wyt ny = () =y + py' (2.66)

Ou seja, precisamos que

1
W= TH- (2.67)
Integrando, obtemos

u(t) = el vt (2.68)
— el (2.69)
=1 (2.70)

Aplicando o fator integrante a EDO (2.65), obtemos

jt (ty) = t* (2.71)
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w:/ﬂﬁ (2.72)
1[¢

2 ¢

= — +- 2.74
y=g+; (2.74)

2.1.4 Aplicagcao em modelagem
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Exemplo 2.1.4. (Mistura em tanque) No instante inicial ¢t = 0 s (segundo),
um tanque contem ¢y kg (quilograma) de sal dissolvido em [ L (litro) de dgua.
Uma solucao de s kg/L de sal e 4gua entra no tanque a uma taxa de r L/s.
Esta solucao mistura-se com o liquido presente no tanque e a mistura final
sai do tanque a mesma taxa de r L/s.

Vamos modelar a quantidade de sal ¢ kg presente no tanque a cada instante
t s. Temos que ¢ é fungao do tempo ¢ s, i.e. ¢ = q(t). A condigao inicial é

4(0) = go. (2.75)

A taxa de variacao de ¢ no tempo é dq/dt e é modelada por

dg q
S SR L (2.76)
taxa de entrada ~~

taxa de saida

Ou seja, o problema é modelado como o seguinte PVI

dq q
2 =S t>0, (2.77)
q(0) = qo, (2.78)

onde s, r, [ e gy sd@o parametros do problema. A EDO relacionada é linear
de primeira ordem e, portanto, pode ser resolvida pelo método dos fatores
integrantes. Veja o Exercicio Resolvido 2.1.3.

Exemplo 2.1.5. (Objeto em queda livre) Seja m kg a massa de um objeto em
queda livre em um meio com resisténcia de v kg/s e acelera¢ao da gravidade
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de g m/s®. A segunda lei de Newton ¢ a lei fisica que estabelece que a
forca total atuando sobre o objeto é igual a sua massa multiplicada por sua
aceleragao. Desta forma, obtemos

d

m% = mg — YU : (2.79)
dt ~— ~—

——

_ forca da gravidade  forga da resisténcia]
massa X aceleracao

onde v = v(t) m/s é a velocidade do objeto (sentido positivo igual ao da forga
da gravidade). Assumindo que o objeto tem velocidade vy m/s no instante
inicial £ = 0, o modelo resume-se ao seguinte PVI:

md—z =mg—v, t>0, (2.80)
v(0) = vy, (2.81)

onde m, g, v € vy sao parametros.

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]
ER 2.1.1. Resolva o seguinte PVI
v +y=1 t>0, (2.82)
y(0) = 2. (2.83)

Solugao. Primeiramente, obtemos a solugao geral da EDO pelo método dos
fatores integrante. Para tanto, buscamos pelo fator integrante p tal que

ny' + py = (ny)', (2.84)
ou seja,
po=p (2.85)
u(t) = e (2.86)
Obtido o fator integrante, reescrevemos a EDO como segue
D) =1 (2.87)
di HYy) = [ .
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d
pr (ety) =" (2.88)
Integrando, obtemos a solucao geral
y=1+ce " (2.89)
Aplicando a condicao inicial, obtemos
y(0) =2 (2.90)
1+ce =2 (2.91)
c=1. (2.92)
Concluimos que a solugao do PVI é y(t) =1+ e
O
ER 2.1.2. Calcule a solucao geral da EDO
1
Y+ Y= sen(t), t>0. (2.93)
Solucao. Buscamos pelo fator integrante u tal que
1
py' + pyy = (1y)', (2.94)
ou seja,
M:% (2.95)
Obtido o fator integrante, reescrevemos a EDO como segue
d
7 \y) = p-sen(t) (2.97)
d
pr (ty) = tsen(t). (2.98)
Integrando, obtemos a solucao geral
t
y(t) = % + Ser;( ) cos(t), (2.99)
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O

ER 2.1.3. (Mistura em tanque) No instante inicial ¢ = 0 s (segundo), um
tanque contem 100 kg de sal dissolvidos em 1000 L d’agua. Uma solucao de
0,2 kg/L de sal e d4gua entra no tanque a uma taxa de 10 L/s. Esta solugao
mistura-se com o liquido presente no tanque e a mistura final sai do tanque
a mesma taxa de 10 L/s. Calcule a quantidade de sal misturado no tanque
ap6s 1 hora de operacgao, i.e. quando t = 3600 s.

Solugdo. Denotando por ¢ = ¢(t) kg a quantidade de sal misturado no
tanque no instante ¢, temos que a taxa de variacao de ¢ no tempo é dada por

dq q
2 _-02-10— 2.1 2.1
dt 0,2-10 1000 0 (2.100)
q
-2 1 2.101
100 (2.101)

Ou seja, o modelo constitui-se no seguinte PVI

dq q
W_9_ 9 2.102
dt 00 70 (2.102)

q(0) = 100. (2.103)

Para resolver o problema, vamos usar o método dos fatores integrantes. O
fator integrante ¢ escolhido como sendo

p(t) = el o (2.104)
= /100, (2.105)

Segue que a EDO (2.102) pode ser reescrita como
d

- (qe”') = 2¢10°, (2.106)
Integrando, obtemos
g(t) = e~t/10 / 2¢t/100 ¢ (2.107)
= =119 (200¢"1°° + ) (2.108)
= 200 + cet/1%0, (2.109)
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Da condigao inicial, obtemos

¢(0) = 100 (2.110)
200 4 ¢ = 100 (2.111)
¢ = —100. (2.112)
Logo, a solugao do PVI é

q(t) = 200 — 100e /100, (2.113)

No tempo t = 3600 s, temos
¢(3600) = 200 — 100e~36%0/100 ~ 200 kg. (2.114)
O

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.2.1.1. Calcule a solucao do seguinte PVI

y+y=0, t>0, (2.115)
y(0) = 1. (2.116)

E.2.1.2. Calcule a solucao do seguinte PVI

y —y=2 t>0, (2.117)
y(0) = 1. (2.118)

E.2.1.3. Calcule a solugao geral da seguinte EDO

y' +y = sen(t). (2.119)
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E.2.1.4. Calcule a solugao geral do seguinte PVI

o1
yooy=2t t>1, (2.120)
y(1) = 0. (2.121)

E.2.1.5. Calcule a solucao geral do seguinte PVI

ty +2y=1, t>1, (2.122)
y(1) = 1. (2.123)

E.2.1.6. Seja um objeto de massa m = 1 kg em queda livre sujeito a
aceleragao da gravidade de 9,8 m/s? e resisténcia do meio de v = 0,2 kg/s.
Assuma, ainda, que o objeto esta em repouso no tempo inicial e a uma altura
de 10 m (metros) do solo. Quanto tempo leva para o objeto atingir o solo.

2.2 Equacao separavel
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Uma EDO de primeira ordem

dy

ey (2.124)

é dita ser uma equacgao separavel quando pode ser reescrita na seguinte
forma

M(z) + N(y)gz 0. (2.125)
Exemplo 2.2.1. Vejamos os seguintes casos.
a) B separavel a EDO
fli = l;, (2.126)
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pois pode ser reescrita como segue

d 2
YL (2.127)
de y
dy 2
=7 = 2.128
Yoo = (2.128)
dy
— 2 —_ =
2ty =0 (2.129)
M(z)  N(y)
b) Nao é separdavel a EDO
dy
W_rx—==0. 2.130
e T ( )

Observe que nao ha como reescrever esta equagao na forma (2.125).

Agora, vamos ver como podemos resolver uma EDO separavel. Consideremos

a equagao separavel
d
M(z) + N(y)d—y = 0. (2.131)
T
Sejam, também, F' = F(z) e G = G(y) primitivas de M e N, respectiva-
mente. lLe.

d

%F(x) = M(z), (2.132)
ij<y> — N(). (2.133)

Lembrando que y = y(z), temos da regra da cadeia que

d o _ dG(y) dy

— — 2.134
=W = = (2.134)
dy
= N(y)—. 2.1
) (2.135)
Ou seja, a EDO (2.131) pode ser reescrita na forma
d d
—F — = 2.1
@)+ Gly) =0 (2.136)
ou ainda,
d
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Entao, integrando em relacao a x, obtemos
F(z)+ G(y) = ¢, (2.138)

a qual é uma equacao algébrica para y que, com sorte, pode ser usada para

explicitar a solugdo da EDO (2.131).

Exemplo 2.2.2. Vamos resolver a seguinte EDO separavel:

dy_:z:2

de  y

(2.139)

a) Método 1. Primeiramente, reescrevemos a EDO no formato (2.125):

Entao, segue que a EDO resume-se a seguinte equagao algébrica

F(z)+G(y) =c¢
B2
—g—f‘?—c

a qual é uma equacao implicita da solu¢ao geral y = y(z).
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b) Método 2. A EDO separavel
d 2
YT (2.149)
de y
pode ser reescrita como
ydy = x* d. (2.150)
Integrando ambos os lados desta equagao, obtemos
2 3
Y x
= =— 2.151
5 =3 o (2.151)

a qual é equivalente a solu¢ao obtida em (2.148).

Na figura abaixo, temos esbogos dos graficos da solucao para diferentes va-

lores de c.

Figura 2.3: Esbocos dos graficos da solugao da EDO do Exemplo 2.2.2 para:

(azul) ¢ = —1, (vermelho) ¢ = 0, (verde) ¢ = 1 e (preto) ¢ = 2.

No Python, podemos computar a solucao com os seguintes comandos:

In : from sympy import

x,Cl = symbols('x,C1')

U= W N =
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6 ...: 8g
7 Out: Eq(y(x)**2/2, C1 + x*%*3/3)

Os esbocgos dos graficos podem ser feitos com:

In : var('y")
2 ...: sg = sg.subs(y(x),y)
: .. p = plot_implicit(sg.subs(Cl,-1), (x
,—4,4), \
4 R (y,-4,4), line _color='blue',
show=False)
q = plot_implicit(sg.subs(C1,0), (x,-4,4)

ot

>\

6 R (y,-4,4), line_color='red', show
=False)

7 p.extend (q)

8 ...: q = plot_implicit(sg.subs(C1l,1), (x,-4,4)
>\

9 IR (y,-4,4), line_color='green',
show=False)

10 ...: p.extend(q)

11 ...: q = plot_implicit(sg.subs(C1,2), (x,-4,4)

>\

12 - (y,-4,4), line_color='black',
show=False)

13 ...: p.extend(q)

14 ...t p.show()

15

Observagao 2.2.1. Como vimos no exemplo anterior (Exemplo 2.2.2), a
solucao geral de uma EDO separavel nem sempre pode ser explicitada. Em
muitos casos o procedimento de separar as variaveis nos leva a obter a solugao
da EDO na forma de uma equacao algébrica implicita.

2.2.1 Equacao de Verhulst

[Video] | [Audio] | [Contatar]
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A equagao de Verhulst!' (ou equagéo logistica) é um cldssico modelo de
crescimento populacional. Trata-se da seguinte equacao autonoma

dy y )
—=r({l—=)y, 2.152

dt ( K)Y (2.152)
onde y é a medida de tamanho da populacao e os parametros sao: r > 0 a
taxa de crescimento intrinseca e K > 0 o nivel de saturacao.

Antes de resolvermos esta equacao, vamos fazer algumas observacoes que
podem ser obtidas diretamente da EDO. Do célculo, temos que se dy/dt = 0
para todos os valores de ¢, entao y é constante, i.e. a populagao se mantém
constante. A derivada é nula quando o lado direito de (2.152) for nulo, i.e.

r (1 - [y() y=0. (2.153)

Isso ocorre quando y = 0 ou quando y = K. Ou seja, se a populacao é
nula nao ha crescimento populacional, bem como, nao ha crescimento se a
populacao estiver em seu nivel de saturacao.

Agora, o que ocorre se a populagao for 0 < y < K7 Neste caso, temos

dy Yy
1 .
: 7’( )y>0, (2.154)
0
>

ou seja, a populagdo cresce. Por outro lado, se y > K (a populacao esta
acima de seu nivel de saturagao), entao

dy Yy
0
<

a populagao decresce. Estas conclusoes também nos levam a inferir que
tllglo y(t) = K, (2.156)

para qualquer populacao inicial ndo nula.

!Pierre Francois Verhulst, 1804-1849, matematico belga.
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Solugao da equacgao logistica
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Consideramos o seguinte PVI

dy y
y(0) = wo. (2.158)

A equacao de Verhulst é uma EDO separéavel, dai segue que

L (1 _ ?{) Y (2.159)

dy = rdt. (2.160)

Vamos integrar o lado esquerdo desta ultima equacao?

1 1 1/K
——dy = / < + ) dy (2.161)
/(1—;;)3; y 1-y/K
)
=1 —In|l—-=]. 2.162
nlyl It - % (2162)
Logo, a solucao da equacao logistica satisfaz a seguinte equacao algébrica
Yv\|_
ln|y|—ln‘1—K’—Tt—|—c, (2.163)

onde ¢ é uma constante a determinar. Antes, observamos que esta equagao
é equivalente a

Y

| =rtte (2.164)

In

Y
K

Aplicando a func¢ao exponencial, obtemos

Y rt
—_— = . 2.1
= /K ce (2.165)

2Vamos usar de decomposicio em fracdes parciais.
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Da condigao inicial y(0) = yo, encontramos

Yo
c= —FF——. 2.166
1 —yo/K ( )
Agora, podemos isolar y em (2.165) como segue:
y = (1 - y) ce™ (2.167)
K
y=ce — y%e” (2.168)
<1 n [C(e”) y = ce™ (2.169)
Cert
e — 2.170
Y71 + et ( )
Entédo, multiplicando em cima e em baixo por (K/c)e™", obtemos
K
=\ 2.171
Por fim, de (2.166), obtemos a solugao
K
y(t) Yo (2.172)

B Yo + (I — yo)e ™t

Da solugao, corroboramos que a populacao permanece constante quando 39 =
0 ou yp = K. Ainda, se 0 < yo < K ou y > K, temos que

Jim y(t) = lim yolt . (2.173)
yo + (K — yo)e="
= K. (2.174)

Exemplo 2.2.3. Vamos usar a equagao de Verhulst para modelar a dindmica
de uma populacdo com taxa de crescimento intrinseca r = 0,1 e nivel de
saturacdo K =1 (bilhao). Pelo que vimos nesta subsec¢io, temos o modelo

dy _

i 0,1(1—y)y, t>0, (2.175)
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y(0) = o, (2.176)

onde y :— y(t) é a solugdo no tempo t e yy é a populagao inicial.
De 2.172, temos a solugao

Yo

t) = .
(2 Yo + (1 — yo)e O
A figura abaixo, mostra a dindmica da populacdo para yo = 0,5 < K, yg =

l1=Key=15>K.

(2.177)

¥l

Figura 2.4: Exemplo 2.2.3. Dinamicas populacionais para: (azul) yo = 0,5 <
K, (preto) y =1 = K e (vermelho) y = 1,5 > K.

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]
ER 2.2.1. (» Video disponivel!)
Calcule a solugao geral da EDO
=297 + 2y’ (2.178)
Solugao. Separando as variaveis, obtemos
y =2y + 29° (2.179)
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dy 2
— =y(2 2.180
o =Y (2+2) (2.180)
1
7 dy = (2 + ) d. (2.181)
Integrando, obtemos a solucao geral
1 x?
—— =2 — . 2.182
, T+t ( )
O
ER 2.2.2. Calcule a solu¢ao do PVI
dy 22
_— = — >0 2.183
dr vy’ e ( )
y(0) = 2. (2.184)
Solucgao. Separamos as variaveis e integramos
dy 22
- =— 2.185
i (2.185)
ydy = z° dx (2.186)
/ydy = /a:2 dx (2.187)
2 3
Y x
= =— . 2.1
5 5 +c (2.188)
Determinamos a constante ¢ pela aplicagao da condigao inicial y(0) = 2. Ou
seja, temos
2 3
y*(0) _0
= 2.1
5 3 +c (2.189)
c=2. (2.190)
Logo, a solugdo y = y(x) do PVI é dada pela equagao algébrica
2 3
Y x
= =—+2 2.191
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Buscando explicitar a solugao, observamos que

2
Y’ = g:zc?’ +4 (2.192)

2
y =50 +4 (2.193)

Lembrando que y(0) = 2, temos necessariamente que

y(z) =/ §x3 + 4. (2.194)

O

ER 2.2.3. (Crescimento populacional com limiar) Considere o seguinte mo-
delo de crescimento populacional

dy y
— =-r(l-= t>0
i~ ( L) . !

y(O) = Yo,
onde y = y(t) é o tamanho da populagdo, yo > 0 é a populagao inicial e sdo

parametros r, L > 0. Forneca os valores de yy para os quais a populagao ¢é
crescente.

Solugao. A populacdo y é crescente quando

dy
o 2.195
o (2.195)
Logo, precisamos ter
—r <1 - y) y > 0. (2.196)
L
Isto ocorre quando
y
1-Z2 <0 2.197
y (2.107)
y> L. (2.198)

Logo, concluimos que uma populagao inicial yg > L é necessaria para produ-
zir uma taxa de crescimento populacional positiva.
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Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.2.2.1. Calcule a solucao de
dy

pi xe’, x>0, (2.199)
y(0) = 1. (2.200)

E.2.2.2. Resolva a EDO
y +y*cosx = 0. (2.201)

E.2.2.3. Resolva o PVI
ey =1, x> 0,9(0)=0. (2.202)

E.2.2.4. Considere o seguinte modelo de crescimento populacional

dy Yy
(1=
dt r( L)y’ £>0,

y(0) = o,

onde y = y(t) é o tamanho da populagdo, yo > 0 é a populacdo inicial e
sdo parametros r, L > 0. Qual é a tendéncia da populacao y = y(t) quando
t—o00e

a) yo = 0;
b) 0 <y < L;
c) yo = L;

d) y0>L

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://phkonzen.github.io/notas/contato.html
https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

2.3. EQUACAO EXATA 40

E.2.2.5. Resolva o seguinte modelo de crescimento populacional

dy y
“Z=—y(1-2 t>0
dt T( L)y’ =

y(()) = Yo,
onde y = y(t) é o tamanho da populagao, yo > 0 é a populagao inicial e sdo
parametros r, L > 0.

E.2.2.6. Considere o seguinte modelo de crescimento populacional

dy Yy y)
(12 (12
dt T( L)( x)y =0

y(0> = Yo,
onde y = y(t) é o tamanho da populagdo, yo > 0 é a populagao inicial e sdo
pardmetros r > 0, K > L > 0. Qual é a tendéncia da populacao y = y(t)
quando t — oo e

a) yo = 0;
b) 0 <y < L;
¢) yo=1L
d) L <y <K,
e) Yo=K

) yo> K

2.3 Equacao exata

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Uma EDO J
Mz, ) + N(e,y) 5L =0 (2:203)
é uma equagao exata quando
0 0
—M =—N . 2.204
a9 (2,y) = 5-N(z,y) (2.204)
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Neste caso, pode-se calcular uma fungdo ¥ = W(x,y) tal que

ov ov

Com isso, e lembrando que y :— y(z), a EDO (2.203) é equivalente a®

d ov OV dy
—U = —+——= 2.2
dx (z.9) Ox + dy dx (2:206)
d
= M(x,y) + N(a,y) " (2.207)
=0. (2.208)
Logo, temos a solugao geral
U(z,y) =c. (2.209)
Exemplo 2.3.1. Vamos resolver a seguinte EDO
2 2 2 dy
(3" — 2xy + 2) + (6y° — 2 + 3)% = 0. (2.210)
Denotamos
M(z,y) = 32° — 2xy + 2, (2.211)
N(z,y) = 6y* — 2% + 3. (2.212)
Calculando as derivadas parciais
2]\4(:)5 )= —2x (2.213)
ay 7y - ) .
0 N(x,y) 2 (2.214)
—N(x,y) = —2x .
8;{; Y y )

vemos que (2.210) é uma equagdo exata. Desta forma, buscamos por uma
fungao ¥ = W(x,y) tal que

W My, =Ny (2.215)

_Ofdy
- Oy dx

3.9

ool (@)
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a) Método 1. Podemos calcular ¥ a partir de
ov
— =M : 2.216
= M(ey) (2.216)
Integrando em relagao a x, obtemos
Wia,y) = [ Mlw,y)do+ f(y) (2.217)
= /?m2 —2zy +2dz + f(y) (2.218)
=2° — 2%y + 22 + f(y). (2.219)
Para encontrar f(y), usamos
ov
— =N . 2.220
5 = Na) (2.220)
No caso, temos
—2® + f'(y) = 6y* — 2* + 3, (2.221)
donde
f'(y) = 6y* +3. (2.222)
Integrando em relacao a y, obtemos
fly) = /6y2 4 3dy (2.223)
=2y° + 3y +c. (2.224)
Concluimos que
U(x,y) = 2° — 2%y + 22 + 2y° + 3y + c. (2.225)
A solugao geral da EDO ¢é dada pela equagao implicita
-ty +22+ 27 + 3y =c. (2.226)
b) Método 2. Partimos da equagao
ov
— =N . 2.227
5 = Na) (2.227)
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Integrando em relacao a y, obtemos

W(r,y) = [ N(z.y)dy+ () (2.228)
= /6y2 —2® + 3dy + g(x) (2.229)
= 2y° — 2%y + 3y + g(z). (2.230)

Agora, usando

ov
— =M 2.231
o (2, 9), (2.231)
temos

—2xy + ¢'(v) = 32% — 2zy + 2 (2.232)
d () = 32* + 2. (2.233)

Integrando em relagao a x, obtemos

g(x) = /33:2 +2dx+c (2.234)
=2’ + 21 +c (2.235)

Ou seja, obtivemos
U(z,y) =2y° — 2’y + 3y +2° + 22 + ¢, (2.236)

o que nos fornece a solugao geral

203 — 2%y + 3y + 23 + 22 =c. (2.237)

Na figura abaixo, temos esbocos da solucao geral para diferentes valores de
c.
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= 3
AN :
.,
R
KRS 1
Y
:
. A — & . .
-3 -2 | \:]_ 1 2 :
AN =
-2

Figura 2.5: Exemplo 2.3.1. Esbogos da solucao geral para: (azul) ¢ = —10,
(preto) ¢ = =5, (verde) ¢ = 5.

No Python, podemos computar a solugao geral da EDO com os seguintes
codigos:

In : from sympy import

1

2 y = Function('y"')

3 x,Cl = symbols('x,C1"')

4 ...t edo = 3xxx*k2-2kx*y(x)+2 + (6*xy(x)**2-Xx
*%2+3) *diff (y(x),x)

5 ...: sg = dsolve(edo, y(x), simplify=False)

6 .... 8g

7 Out: Eq(x**3 - x**x2*xy(x) + 2%xx + 2x%xy(x)**3 +
3xy(x), C1)

8

Os esbocos dos graficos podem ser obtidos com:

1 In : var('y"')

2 : sg = sg.subs(y(x),y)

3 p = plot_implicit(sg.subs(Cl1,-10),

A (x,-3,3), (y,-3,3),

5 line color='blue', show=False)
6 q = plot_implicit(sg.subs(Cl,-5),

7 (x,-3,3), (y,-3,3),

8 line color='black', show=False)
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9 ...: p.extend(q)

10 ...: q = plot_implicit(sg.subs(C1,5),

11 (x,-3,3), (y,-3,3),

12 line _color='green', show=False)
13 ...: p.extend(q)

14 ...t p.show()

15

2.3.1 Meétodo dos fatores integrantes
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Para algumas equacgoes

d
M(z,y) + N(z, y)d—i =0 (2.238)

nao exatas ¢ possivel aplicar o método dos fatores integrantes para converté-
las em equagoes exatas.

A ideia é buscar por um fator integrante p = u(x,y) tal que

d
uM () + N (,y) 72 = 0 (2.239)
seja uma equacao exata, i.e.
O M a.y)) = 2 (uN () (2.210)
Ou seja, pu deve ser tal que
O M (@)~ - (uN () = 0 (2.211)
By H Y o H yY)) = .
py M + pM, — p1 N — pN, = 0. (2.242)

Com isso, pode-se concluir que p = p(z,y) deve satisfazer

My — Ny + (M, — Ny)p = 0. (2.243)

Em geral, resolver (2.243) pode ser tdao ou mais dificil que resolver a EDO
original (2.238). Vejamos alguns casos em que é possivel encontrar o fator p.
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p = p(z)
[Video] | [Audio] | [Contatar]

No caso de o = p(z) (fungdo de x apenas), a equagdo (2.243) resume-se a

du M, — N,
ey 9.944
o N ( )

Ou seja, se
M, — N,
N

é fungdo apenas de x, entdo podemos calcular um fator integrante p = pu(x)
resolvendo a EDO linear (2.244).

(2.245)

Exemplo 2.3.2. Vamos resolver a EDO

(x +2)sen(y) + x Cos(y)fé =0. (2.246)

Denotando
M(z,y) = (v + 2) sen(y) (2.247)
N(z,y) = xcos(y) (2.248)

vemos que
0 M = 2 _ 9 N 2.249
gy (@) = (@ +2)cos(y) # cosly) = 7N (@, y). (2.249)

Ou seja, nao é uma equagao exata. Por outro lado,

My — No _ (x+2)cos(y) — cos(y)
N x cos(y)
_ ol (2.251)

T

(2.250)

¢ funcao apenas de x, o que nos indica a existéncia de um fator integrante
p = p(x) satisfazendo a seguinte EDO linear
d M, — N,
— = ——. 2.252
e A (2.252)
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Ou seja, resolvemos

2.253
dz x ( )
1 1
Sdp="" g (2.254)
o x
In|u|=z+1In|z|+c (2.255)
= cxe®. (2.256)
Com isso, escolhendo o fator integrante y = xe® a equacao
M+ N g (2.257)
a Bz = '
¢ exata e é equivalente a EDO (2.246). De fato, temos
0 0
a—y(uM) =3y [($2 + 2x)e” Sen(y)] (2.258)
= (2% + 22)e” cos(y) (2.259)
0
= |2%€” cos(y)] (2.260)
0
= o~ (uV). (2.261)

Para resolver (2.257), buscamos por uma fun¢ao ¥ = ¥(z,y) tal que

0
8—y\11(x, y) = uN (2.262)
U(z,y) = /xQew cos(y) dy + f(x) (2.263)
U(x,y) = x%e"sen(y) + f(x). (2.264)

Bem como, ¥ deve satisfazer

aax‘lf(ar, y) = uM (2.265)
(2 + 22)e” sen(y) + f'(z) = (2 + 2x)e” sen(y) (2.266)
flx)=0 (2.267)
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flz)=c. (2.268)

Logo, podemos concluir que a solugao geral de (2.246) é dada por

2" sen(y) = c. (2.269)

No Python, podemos computar a solugao geral com:

1 In

2

3

4 .
X),X)

5

6 R

7 Out:
log(x))

8

from sympy import =x*

y = Function('y"')

x,C1l = symbols('x,C1"')

edo = (x+2)*sin(y(x))+x*xcos(y(x))*diff (y(

sg = dsolve(edo, y(x), simplify=False)

sg
Eq(log(cos(y(x))**2 - 1)/2, C1 - x - 2x

Esta solucao ¢é equivalente a (2.269)7

Observagao 2.3.1. A funcao checkodesol do SymPypermite verificar se
uma expressao/equagao é solugdo de uma dada EDO. No caso de exemplo
anterior (Exemplo 2.3.2), podemos verificar a solucao (2.269) com o seguinte

cédigo:

In

x),Xj

7 Out:

p= p(y)

from sympy import =x*

y = Function('y"')

x,Cl = symbols('x,C1')

edo = (x+2)*sin(y(x))+x*xcos(y(x))*diff (y(

sol = Eq(x**2*xexp(x)*sin(y(x)),C1)

checkodesol (edo,sol)
[(True, 0), (True, 0)]

[Video] | [Audio] | [Contatar]
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No caso de u = pu(y) (funcdo de y apenas), a equagdo (2.243) resume-se a

di Ny — M,
—_— = . 2.2
4 M (2.270)

Ou seja, se
N, — M,
M

é fungao apenas de y, entdo podemos calcular um fator integrante p = p(y)
resolvendo a EDO linear (2.270).

(2.271)

Exemplo 2.3.3. Vamos resolver a EDO

dy
e
y+ (2x — ye )dm 0. (2.272)
Denotando
M(x,y) =y (2.273)
N(z,y) = 2x — ye’ (2.274)
vemos que
QM(;C )—17&2—2N(:c ) (2.275)

Ou seja, ndao é uma equacao exata. Por outro lado,

N, — M, 1
—_— = 2.276

e (2276)
é fungao apenas de y. Com isso, podemos obter um fator integrante p = p(y)
resolvendo a seguinte EDO linear

du N, — M,
_—=—" 2.277
i VA (2.277)
dpu 1
— = - 2.278
7 (2.278)
1 1
—dp = —dy (2.279)
2 Y
In|pu|=Inly| +c (2.280)
= cy. (2.281)
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Desta forma, podemos escolher o fator integrante p = y de forma que a
equacao

dy
dr

¢ exata e equivalente a EDO (2.272). De fato, temos

M + uN 0 (2.282)

0 0

S0 = (4P (2:283)
— 9 (2.284)
= 2 (22— yeryy (2.285)
- ;;(,uN). (2.286)

Sendo (2.282) uma equagdo exata, buscamos por uma fungdo ¥ = ¥(z,y)
tal que

0
oy L (@) = nM(w,y) (2.287)
We,y) = [P de+ f(y) (2.288)
U(z,y) = 2y + f(y). (2.289)
Bem como,
3}
a*y‘lf(x, y) = uN(z,y) (2.290)
2zy + f'(y) = 2ay — ye (2.291)
f'ly) = —y’e" (2.292)
fly) = =" =2y +2)e’ +c (2.293)
Logo, concluimos que a solugao geral da EDO (2.272) é
vy — (v — 2y +2)e¥ = c. (2.294)

Vamos verificar esta solugao no Python:
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from sympy import x*

y = Function('y"')

x,C1l = symbols('x,C1l")

edo = y(x)+(2*x-y(x)*exp(y(x)))*xdiff (y(x),x)

sol = Eq(xxy(x)**x2-(y(x)**2-2%xy(x)+2) *xexp (y(x)
),C1)
6 checkodesol (edo,sol,func=y(x),solve_for_ func=
False)

7

T i W N =

Tendo em vista que o SymPy nao resolve esta EDO diretamente, a opcao
solve_for_ func=False foi utilizada para impedir que o SymPy tente resol-
ver a EDO.

Exercicios resolvidos

[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 2.3.1. Verifique se a EDO

d
22+ (2zy — y%% = —? (2.295)

¢é exata. Caso nao seja, busque por um fator integrante para reescrevé-la
como uma equacgao exata.

Solucgao. Para verificarmos se a equacao ¢é exata, vamos coloca-la reescrevé-
la na seguinte forma

d
2+ y? + 20y — y2)£ — 0. (2.296)

Com isso, identificamos

M(z,y) = + o7, (2.207)
N(z,y) = 2zy — 3> (2.298)
Ainda, temos
oM
— =2 2.299
oy Y (2.299)

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://www.sympy.org
https://www.sympy.org
https://phkonzen.github.io/notas/contato.html
https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

2.3. EQUACAO EXATA 52

ON
— = 2. 2.300
5 = 2 (2.300)
Como oM ON
—_— = 2.301
concluimos que a EDO ¢ exata.
O
ER 2.3.2. Resolva o seguinte PVI:
dy
sen(y) + (x cos(y) + 1)% =0, (2.302)
y(0) = 7. (2.303)
Solugao. Denotando
M(z,y) = sen(y), N(z,y) = wcos(y) + 1, (2.304)

vemos que a EDO associada ao PVI é uma equacao exata. Logo, para resolvé-
la buscamos por uma funcao ¥ = ¥(z,y) tal que

ov
- M 2.
5~ M(@y) (2.305)
@:/M@wm+ﬂm (2.306)
U =zsen(y) + f(y). (2.307)
Bem como, ¥ deve ser tal que
2\IJ( ) = N(z,y) (2.308)
ay .T, ?J - 33', y .
zcos(y) + f'(y) = zcos(y) + 1 (2.309)
Fly) =1 (2.310)
flyy =y+ec (2.311)
Logo, a solucao geral da EDO associada é dada por
rsen(y) +y = c. (2.312)

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 2. EDO DE PRIMEIRA ORDEM 53

Por fim, aplicando a condigao inicial y(0) = 1, obtemos

0-sen(l)+1=¢ (2.313)
c=1. (2.314)

Concluimos que a solucao do PVI é dada por

zsen(y) +y = 1. (2.315)

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.2.3.1. Verifique se a seguinte EDO é exata. Justifique sua resposta.

dy cos(y)
== 2.316
dr 14 zsen(y) ( )
E.2.3.2. Resolva a seguinte EDO
dy
cos(y) + (1 — xsen(y))d— = 0. (2.317)
x
E.2.3.3. Mostre que a seguinte EDO nao é exata
dy
2+1-2%y-—==0. 2.318
zy” + 11—y (2.318)

Ainda, mostre que o fator integrante i = 7% pode ser usado para transfor-
mar esta em uma equagao exata. Por fim, resolva-a.

E.2.3.4. Resolva a seguinte EDO

d
6y +y* + (22° + a:y)d—i = 0. (2.319)

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://phkonzen.github.io/notas/contato.html
https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

2.3. EQUACAO EXATA 54
E.2.3.5. Resolva o seguinte PVI
dy
y+ (y— 3x)% =0,y(1) =1 (2.320)
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Capitulo 3

EDO linear de ordem 2 ou mais
alta

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Neste capitulo, discutimos sobre EDOs lineares, as quais podem ser escritas
na seguinte forma

Pu(@)y™ + paoi (2)y Y 4+ po(2)y = g(x), (3.1)

sendo y = y(x), po(x) Z0en > 2.

3.1 EDO de ordem 2: fundamentos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Nesta secao, vamos nos restringir a EDOs lineares de segunda ordem,
homogéneas e com coeficientes constantes, i.e. EDOs da forma

ay” + by + cy =0, (3.2)
onde y = y(t) e a,b, c sdo pardmetros constantes (nimeros reais).

Vamos buscar por solugoes da forma y(t) = €™, onde r é constante. Substi-
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tuindo na equacao (3.2), obtemos

a (e”)” +5b (e”)l +ce™ =0 (3.3)
= ar’e™ + bre + ce™ =0 (3.4)
= (ar® 4+ br + c)e’ = 0. (3.5)

Ou seja, y(t) = €™ é solucao de (3.2) quando
ar® +br +c = 0. (3.6)

Esta é chamada de equagdo caracteristica de (3.2).

Exemplo 3.1.1. Vamos buscar por solugoes de
y' — 4y = 0. (3.7)

Buscamos por r tal que y(t) = " seja solugao desta equagao. Substituindo
na equagao, obtemos

(e”)” — 4" =0= (r* —4)e" =0 (3.8)
o que nos fornece a equacao caracteristica
r? —4=0. (3.9)
As solugoes desta equagao sao 11 = —2 e 1o = 2. Ou seja, obtemos as
seguintes solugoes particulares da EDO
y(t) =e 2 e yy(t) =e*. (3.10)

Observamos, ainda, que para quaisquer constantes ¢y e cs,

y(t) = cre™? + cpe® (3.11)
também ¢é solucao da EDO (3.7). De fato, temos
y// _ 4y _ (Cle—Qt + 0262t)” _4 (Cle_Zt + 626215) (312)
= dcre 2 4 dege® — dejem — 4ege? (3.13)
= 0. (3.14)
Como veremos logo mais,
y(t) = cre " + cpe® (3.15)

¢ a solugao geral de (3.7).
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o7

3.1.1 Conjunto fundamental de solucoes

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Sejam y; = y1(t) e y2 = ya(t) solugoes de
ay” + by’ + cy = 0.

Entao,
y(t) = iy (t) + capa(t)
também ¢é solucao de (3.16).

De fato, basta verificar que

ay” 4+ by + cy = a(ciyr + cayn)”
+ b(c1yr + coy2)’
+ c(cryr + c2y2)
= c1(ayy + by + cyr)
+ co(ayy + by, + cyo)
=0.

(3.16)

(3.17)

Suponhamos, ainda, que as solugdes y; = y1(t) e y2 = y2(t) sdo tais que o

chamado wronskiano

Wy, yoit) == ' g; V2| 2o,

Y

para todo t.

Neste caso, sempre é possivel escolher as constantes ¢; e ¢y tais que
y(t) = cayi(t) + caya(t)

satisfaca o problema de valor inicial

ay” + by +cy =0,
y(tO) = Yo, y/(t()) = y67

para quaisquer dados valores yo e ;.
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De fato, ja sabemos que (3.25) satisfaz a EDO. Entao, ¢; e ¢y deve satisfazer
o seguinte sistema linear

Yo Yalto
e = (3.30)
y1(to) y2(to)
Y1 (to)  ys(to)
e
y1(to) o
/ t /
oy = LAL0) W] (3.31)

1(to)  ya(to)
yi(to) ys(to)

O wronskiano nao nulo nos garante a existéncia de ¢; e cs.

Por fim, afirmamos que todas as solugdes de (3.16) podem ser escritas como
combinacao linear de y; = y1(t) e yo = y2(t), i.e. tém a forma

y(t) = c1yi(t) + caya(t). (3.32)

De fato, seja 1) = 1(t) uma solugao de (3.16). Entao, ¥ é solugao do seguinte
PVI

ay” + by + cy =0, (3.33)
y(to) = (to), ¥ (to) = ¢'(to), (3.34)

para quaisquer ty dado. Agora, pelo que vimos acima e lembrando que o
wronskiano W (yy, yo;t) # 0, temos que existem constantes ¢; e ¢y tais que

y(t) = crn(t) + capa(t). (3.35)

!Gabriel Cramer, 1704 - 1752, matemético suico.
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também é solucio deste PVI. Da unicidade de solugao?, segue que

V() = a1y (t) + cay (). (3.36)

Do que vimos aqui, a solugao geral de (3.16) é

y(t) = iy (t) + capa(t) (3.37)

dadas quaisquer solugdes y; = y;(t) e yo = ya(t) com wronskiano W (yy, ya; t) #
0 para todo t.

Exemplo 3.1.2. No Exemplo 3.1.1, vimos que
() =e 2 e yy(t) =e* (3.38)

sao solugoes particulares de

y" —4y = 0. (3.39)
Como
W(y1,y2;t) = y} y? (3.40)
Y1 Yo
o2t o2t

= —%¢ 2t 2€2t (341)
=4+#0, (3.42)

temos que
y(t) = cre™ 4 cpe* (3.43)

é solugao geral de (3.39).

3.1.2 Raizes reais distintas

[Video] | [Audio] | [Contatar]

2Embora ndo tenha sido apresentada aqui, a unicidade de solucdo pode ser demons-
trada.
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Uma EDO da forma
ay” + by +cy=0 (3.44)

tem solucao geral
y(t) = cre™ + cpe™ (3.45)

quando sua equacao caracteristica
ar’ +br +c=0 (3.46)
tem 7 e ro como suas raizes reais distintas.

Exemplo 3.1.3. Vamos resolver o seguinte PVI

y' — 3y + 2y =0, (3.47)
y(0) =3, ¥'(0)=5. (3.48)

Comecgamos resolvendo a equagao caracteristica associada

r? —3r+2=0. (3.49)
As solugoes sao
3+v9-38
r=——s — (3.50)
3+1
=5 (3.51)

Ou seja, 1y =1 e 1o = 2. Logo,

y(t) = cre’ + cpe® (3.52)
é solucao geral da EDO.
Agora, aplicando as condigoes iniciais, temos

y(0) =3 = ¢, + ey = 3, (3.53)
y'(0) =5 = ¢; +2c, = 5. (3.54)

Resolvendo este sistema linear, obtemos ¢; = 1 e ¢o = 2. Concluimos que
y(t) = e' + 2e* (3.55)

é a solucao do PVI.
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Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 3.1.1. Calcule a solucao geral de
29" + 2y — 4y = 0. (3.56)

Solucao. A equacao caracteristica associada é
2r% 4 2r —4 = 0. (3.57)

Suas solucoes sao

—24,/1-4-2 (—4)

r= 5 (3.58)
—2+6
=== (3.59)
ie. 11 = —2ery, = 1. Como a equagdo caracteristica tem raizes reais

distintas, concluimos que

y(t) = cre™ + cyet (3.60)
é solugao geral da EDO.
O
ER 3.1.2. Mostre que se y;(t) = e e y,(t) = €', entdao o wronskiano
W(y1,y2;t) # 0. (3.61)
Solucgao. Calculamos
—2t t
.y e e
W(y1,y2;t) = yi yz T | 9e2t ot (3.62)
= e He! 4 2e7 el (3.63)
=3¢t (3.64)

Como e™" # 0 para todo t, temos que W (yy, y2;t) # 0 para todo ¢.
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Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.3.1.1. Calcule a solugao geral de
—2y" +2y +4y =0. (3.65)

E.3.1.2. Resolva o seguinte PVI

y"' =Ty — 12y, (3.66)
y(0)=0, ¢'(0)=-1. (3.67)

E.3.1.3. Resolva o seguinte PVI

y' — 3y +2y =0, (3.68)
y(In2) = -2, ¢/(In2) = —6. (3.69)

E.3.1.4. Calcule o wronskiano de y;(t) = cos(t) e ya(t) = sen(t).

E.3.1.5. Mostre que se r; e ro sao raizes reais distintas da equacao

ar® +br +c =0, (3.70)
entao
y(t) = cre™ + cpe”™ (3.71)
é solucao geral de
ay” + by’ + cy = 0. (3.72)

3.2 EDO de ordem 2: raizes complexas ou
repetidas

[Video] | [Audio] | [Contatar]
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Na Secao 3.1 introduzimos as propriedades fundamentais de EDOs lineares
de segunda ordem com coeficientes constantes. Em particular, tratamos o
caso em que a equacao caracteristica tem raizes reais distintas. Nesta secao,
estudamos os casos em que a equacao caracteristica tem raizes complexas ou
raizes duplas.

3.2.1 Raizes complexas

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Consideramos
ay” + by +cy =0, (3.73)

cuja equagao caracteristica
ar’* +br+c=0 (3.74)
tem raizes complexas
re=A+ip, ro=X\—iu. (3.75)

As solugbes particulares associadas sao

yi(t) = ent = ePtint (3.76)
yo(t) = e = et (3.77)
Da férmula de Euler?, temos
ea+b’i — eaebi (378)
= e“(cosb+ isenb). (3.79)

Ou seja, as solucoes particulares podem ser reescritas da forma?

y1(t) = e [cos(ut) + i sen(ut)] (3.80)
ya(t) = M [cos(ut) — i sen(put)] (3.81)

3Leonhard Euler, 1707-1783, matemético suico. Fonte: Wikipedia.
4Lembre-se que seno ¢ uma funcdo fmpar, i.e. sen(—z) = —sen(x).
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Agora, se denotarmos
u(t) = eMcos(ut) e w(t) = eMsen(ut), (3.82)

temos
i (t) = u(t) +iv(t), pa(t) = ult) —iv(t). (3.83)

Para concentrar a escrita, vamos denotar
y(t) = u(t) £ w(t). (3.84)

Substituindo y = y(¢) na EDO, obtemos

0=ay"+by +cy (3.85)

= a(u” £ ") (3.86)

b £ i) (3.87)

+ c(u + +iv) (3.88)

= (au” + bu’ + cu) (3.89)

+ i(av” + b’ + cv). (3.90)

Ou seja,

au” +bu' +cu=0 (3.91)

av” + b’ + cv = 0. (3.92)

Desta forma, concluimos que u(t) = e cos(ut) e v(t) = e* sen(ut) sio solu-
¢oes particulares da EDO (3.73). Ainda mais, pode-se mostrar que o wrons-
kiano W (u, v;t) # 0, i.e. u e v formam um conjunto fundamental de solugoes.
Do que vimos na Secao 3.1, concluimos que

y(t) = eM [c; cos(ut) + cosen(ut)] (3.93)
¢ solugao geral de (3.73).
Exemplo 3.2.1. Vamos resolver

y" + 2y + 5y = 0. (3.94)

Comecamos identificando a equacao caracteristica associada

r? +2r+5=0. (3.95)
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Suas raizes sdo

_ 2+4-4-1-5

r 5 (3.96)
=—142i. (3.97)

Logo, a solugao geral é
y(t) = e " [c cos(2t) + cosen(2t)] . (3.98)

Modelagem: sistema massa-mola nao amortecido
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Consideremos um sistema massa-mola nao amortecido e sem acgao de forga
externa. Denotamos por m > 0 a massa, k > 0 a constante da mola. Desta
forma, a lei de Newton do movimento nos fornece o seguinte modelo mate-
matico

ms"(t) = —ks(t), (3.99)
onde s = s(t) é a posicdo da massa (s = 0 é a posi¢ao de repouso, s > 0 a
mola esta esticada e s < 0 a mola esta contraida). Ou seja, trata-se de uma
EDO de segunda ordem homogénea e com coeficientes constantes.

Supondo que, no tempo inicial £ = 0, a massa estd na posicao inicial sq e
velocidade vy, temos que a situacao fisica é modelada pelo seguinte PVI

k
$'+—s=0, t>0, (3.100)
m

s(0) = s9, §'(0) = vp. (3.101)

Como k/m > 0, temos que a equagdo caracteristica associada tém raizes

imaginarias
| k
r =44/ —i. (3.102)
m
Logo, a solugao geral é

-coe({E) vom[[E). oo
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Agora, aplicando as condigoes iniciais, obtemos

s(t) = o008 (\/Et) + UO\/T sen (\/Et) | (3.104)

3.2.2 Raizes repetidas

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Seja a equagao

ay” + by’ + cy =0, (3.105)
cuja equagao caracteristica
ar’* +br+c=0 (3.106)
tem raiz dupla® ,
r= %" (3.107)

Neste caso, podemos verificar que
yi(t) = e 2t (3.108)
¢ solugao particular de (3.105).

Vamos usar o método de redugao de ordem para encontrar uma se-
gunda solugao particular yo = yo(t) de (3.105), lembrando que o wronskiano
W (y1,y2; t) deve ser ndo nulo. O método consiste em buscar por uma solugao
da forma

Y2 (t)= u(t)y(t) (3.109)
= u(t)e %, (3.110)

Substituindo ¥, na EDO (3.105), obtemos

0 = ays + byy + cys (3.111)
= a(u"y; + 2u'y; + uyy) (3.112)

5p2 —dac=0
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+b(u'yr + uyy) + cuy (3.113)
= au"y; + (2ay; + by )u’ (3.114)
+ (ayy + by + cyn)u (3.115)
2ab
= auy; + (—;;e;a + be2ba> u’ (3.116)
= au"y;. (3.117)
Segue que
W=0=u=q (3.118)
= u = ¢y + cot. (3.119)
Podemos escolher ¢; e ¢y arbitrariamente, desde que o wronskiano
W (Y1, y2;t) # 0. (3.120)
A escolha mais simples é ¢; = 0 e co = 1, donde segue que
ya(t) = te 2", (3.121)
Concluimos que a solugao geral de (3.105) é
y(t) = (c1 + cat)e 2", (3.122)
Exemplo 3.2.2. Vamos resolver
y' =2y +y=0. (3.123)
Da equagao caracteristica
P —2r+1=0 (3.124)
obtemos a raiz dupla
r=1. (3.125)
Logo, a solugao geral da EDO ¢é
y(t) = (c1 + cot)e’. (3.126)
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Exercicios resolvidos

[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 3.2.1. Resolva
y' —4y' +5y =0,
y(0) =2, %(0)=0.

Solugao. Resolvendo a equagao caracteristica
r?—dr4+5=0,

obtemos as raizes

Logo, a solucao geral ¢

y(t) = e* [c, cos(t) + cosen(t)] .

Por fim, aplicamos as condigoes iniciais

y(0) = 2 = *% ey cos(0) + ¢y sen(0)] = 2
= C1 = 2.

e, observando que
Y (t) = e* [(2c1 + ¢2) cos(t) + (2¢5 — c1) sen(t)]
temos

y(0)=0=¢e*"(2-24¢c) =0
=>4+62:O
= cy = —4.

Concluimos que a solugao do PVI é

y(t) = e* [2cos(t) — 4sen(t)] .
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O
ER 3.2.2. Resolva
y' 4+ 4y +4y =0, (3.140)
y(0) =0, ¢(0)=1. (3.141)
Solucao. Resolvemos a equagao caracteristica
r?+dr+4=0, (3.142)
de modo que obtemos uma raiz dupla
r=-2. (3.143)
Logo, a solugao geral da EDO ¢é
y(t) = (c1 + cat)e . (3.144)
Agora, aplicamos as condic¢oes iniciais
y0)=0=0c¢ =0 (3.145)
e, observando que
Y (t) = (ca — 2¢; — 2cot)e (3.146)
Y (0)=1=(c;—2-0—2¢,-0)e?" =1 (3.147)
=y = 1. (3.148)
Concluimos que a solugao do PVI é
y(t) = te . (3.149)
O

ER 3.2.3. (Sistema massa-mola amortecido) Um sistema massa-mola amor-
tecido sem forca externa pode ser modelado pelo seguinte PVI

ms" +vs' +ks=0, t>0, (3.150)
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s(0) = s, §'(0) = vy, (3.151)

onde s = s(t) é a posicao da massa (s = 0 posi¢do de repouso, s > 0
mola estendida, m < 0 mola contraida), m > 0 massa, 7 > 0 coeficiente
de resisténcia do meio, k& > 0 constante da mola, sy posicao inicial e vg
velocidade inicial da massa.

Mostre que s(t) — 0 quando t — oo, i.e. a massa tende ao repouso ao passar
do tempo.
Solugao. A equacao caracteristica associada é

mr? +r +k =0, (3.152)

cujas raizes sao
—y £ —4Amk

2m

(3.153)

ry,Te =
Vejamos as seguintes possibilidades:
a) v2 —4mk > 0.
Como m, k > 0, temos que 72 — 4mk < ~? e, portanto, v/72 — 4mk < 7.
Segue que 11,79 < 0. Se r; # ry, a solucdo geral é
s(t) = cre™t + cpe™". (3.154)
Se r1 = 7, a solucao geral é
s(t) = (1 + cot)e (3.155)

Em ambos os casos, s(t) — 0 quando ¢ — 0, devido aos expoentes nega-
tivos.

b) 7 — 4mk < 0.

Neste caso, a solucao geral é

s(t) = e 7' |¢; cos wt -+ 9 sen ut ) (3.156)
2m 2m

Novamente, como seno e cosseno sao fungoes limitadas, temos que o termo
exponencial domina para t — 0. Ou seja, s(t) — 0 quando t — 0.
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Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.3.2.1. Encontre a solucao geral de

2¢" — 4y’ + 4y = 0. (3.157)

E.3.2.2. Resolva
2y + 12y = —26y, (3.158)
y(0) =0, ¥'(0)=2. (3.159)

E.3.2.3. Encontre a solucao geral de

3y” 4+ 2Ty = 18y (3.160)

E.3.2.4. Resolva
—y =2+ (3.161)
y(0) =2, ¢/(0)=0. (3.162)

A

Exemplo 3.2.3. Mostre que o wronskiano de y;(t) = e cos(ut) e ya(t) =

eMsen(ut) é nio nulo para qualquer p # 0.

Exemplo 3.2.4. Mostre que o wronskiano de y; (t) = €™ e yo(t) = te™ é ndo
nulo para qualquer r.

3.3 EDO de ordem 2 nao homogénea

[Video] | [Audio] | [Contatar]
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Nesta se¢ao, vamos discutir o caso de EDOs lineares de segunda ordem, nao-
homogéneas e com coeficientes constantes. Tais EDOs tém a forma

y" +ay +by = g(t), (3.163)
e pode-se mostrar que sua solucao geral ¢ dada como

y(t) = crya () + caya(t) + (1), (3.164)

onde 7; e y, formam um conjunto fundamental de solucoes® da equacao
homogénea associada
' +ay +by=0 (3.165)

e y, € uma solucao particular qualquer de (3.163).

3.3.1 Meétodo da variacao dos parametros
[Video] | [Audio] | [Contatar]

O método da variacao dos parametros consiste em calcular uma solucao
particular de (3.163) da forma

Yp(t) = wr () (1) + ua(t)ya(?), (3.166)

onde y; e yo é um conjunto fundamental de solugoes da equacao homogénea
associada, enquanto u; e uy sdo fungoes a serem determinadas.

Observamos que a Unica condi¢do que temos para determinar u; e us é a
equagao (3.163). Ou seja, temos uma equacao e duas incognitas. Para fechar
o problema, impomos a seguinte condicao extra

Uy + usys = 0. (3.167)

Com isso, temos
Yy(t) = uiyn + ury) + uhys + sy (3.168)
= w1y + UsYy (3.169)

6Sa0 solucdes da equagdo homogénea associada e W (yy,y2;t) # 0.
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(&
Yy () = uyy; + wyy (3.170)
+ UsYs + Usys.- (3.171)

Substituindo y, em (3.163), temos

9(t) =y, + ay, + by, (3.172)
= (uyyy + wyy + uyys + usys) (3.173)
+ a(uy; + u2yh) (3.174)
+ b(uryr + u2y2) (3.175)
= Uy + Uy (3.176)
+ui(y] + ayy + by (3.177)
=0
+ uz(yy + ays + byo) (3.178)
=0
= Uy + uyyh. (3.179)

Ou seja, (3.167) e (3.179) formam o seguinte sistema de equagoes

Wy + ubys =0 (3.180)
uiyy + ugyy = g(t) (3.181)
que tém u! e ul, como incognitas. Aplicando o método de Cramer”, obtemos
1€ Uy
‘ 0
t /
u) = M (3.182)
Y1 Y2
Y
t)g(t
_ y2( )g< ) (3183)
W (y1, 423 t)
e
yi 0 ’
/
t
Uy = w (3.184)
Y1 Y2
N Y

"Gabriel Cramer, 1704 - 1752, matematico suico. Fonte: Wikipedia.
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i (t)g(t)
== 3.185
W (y1, y2; 1) (3.185)

Ou, ainda, por integracao temos
y2(t)g(t)

t)=— [ ———"—"—dt 3.186
ulf) Wy, y23t) (3.186)

¢ t)g(t
wt) = [l 4 (3.187)

) Wy, ya3t)
Por tudo isso, concluimos que uma soluc¢ao particular de (3.163) é dada por

p(et)

t)=—uy(t) | ————"—dt 3.188
wlt) = ) [ 2 DI (3.188)
y(t)g(t)
+yo(t) | ==———"dt. 3.189
m()‘Wwbwﬁ) (3189)
Exemplo 3.3.1. Vamos calcular a solugao geral de
Y —y = e (3.190)

Comegamos determinando um conjunto fundamental de solugoes y; = y1(t)
e Yo = y2(t) da equacdo homogénea associada

y'—y=0. (3.191)

A equacao caracteristica associada é

r?—1=0, (3.192)
cujas raizes sdo r; = —1 e ro = 1. Segue que
n(t)=e e wpt)=c" (3.193)

Agora, buscamos por uma solugio particular de (3.190) da forma
Yp(t) = ur (t)yr (t) + ua(t)ya(t), (3.194)
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onde u; é dada em (3.186) e uy por (3.187). Ambas expressoes requer o
calculo do wronskiano

Wy, yt) =" 2 (3.195)
Yi Vs
= Y1Ys — YU (3.196)
=ec e’ +ele (3.197)
=2. (3.198)
Com isso, temos
y2(t)g(t)
u(t) = — | ==———"—dt 3.199
1) W (y1, y2; t) (3.199)
t 2t
— _/e; dt (3.200)
1
=3 e dt (3.201)
1
= —665“ (3.202)
e
y(t)g(t)
us(t) = / LRI 3.203
2(t) = W, g ) (3.203)
—t .2t
- / ¢ 26 dt (3.204)
1
= / e dt (3.205)
1
= iet (3.206)
Desta forma, obtemos a soluc¢ao particular
yp(t) = ur(t)ys (t) + ua(t)ya(t) (3.207)
1 ot 1
= g€ Tt 26 e (3.208)
1 1
= ée% + 26% (3.209)
1
= ge%. (3.210)
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Observamos que a solugao particular é um multiplo do termo nao homogéneo
da EDO (3.190). Isso nao ¢ apenas um acaso e vamos explorar isso mais
adiante no texto.

Por fim, concluimos que a solucao geral de (3.190) é

y(t) = crya(t) + caya(t) + yp(?) (3.211)

1
=cre '+ et + §e%. (3.212)

3.3.2 Meétodo dos coeficientes a determinar

[Video] | [Audio] | [Contatar]

O métodos dos coeficientes a determinar consiste em buscar por uma solu-
¢ao particular na forma de uma combinacao linear de func¢oes elementares
apropriadas. Tais fungoes sao inferidas a partir do termo nao homogéneo da
equacao.
g(t) = ce*

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Uma equagao da forma
y" + ay + by = ce® (3.213)

com s # rq,19, onde r e ro sao raizes da equacao caracteristica, admite
solucao particular

yp(t) = Ae™, (3.214)

onde A é uma constante a determinar.
Exemplo 3.3.2. Vamos calcular uma solugao particular para

y' —y=e". (3.215)
Pelo método dos coeficientes a determinar, buscamos por uma solucao par-

ticular da forma
y,(t) = Ae*, (3.216)
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observando que r; = —1 e 9 = 1 sao raizes da equagao caracteristica associ-
ada.

Substituindo y, na EDO, obtemos

e =y —y (3.217)
= (Ae®)" — Ae* (3.218)
= (4A — A)e* (3.219)
= 3A4e*. (3.220)
Segue que
1
3A=1= A= 3 (3.221)
Dai, concluimos que
1
y,(t) = —e* (3.222)
é solugao particular da EDO.
Observagao 3.3.1. a) s = ;. Uma equacao da forma
y' + ay' + by = ce™, (3.223)

onde r; ¢ raiz simples da equacao caracteristica associada, admite solugao
particular
y,(t) = Ate™". (3.224)

b) s =r. Uma equagao da forma
y" + ay + by = ce™, (3.225)

onde r é raiz dupla da equacao caracteristica associada, admite solugao
particular
y,(t) = At?e™. (3.226)

9(t) = ent™ + cnat"™ ™ + -+ 0o

[Video] | [Audio] | [Contatar]
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Uma equagao da forma
Y+ ay +by = cot™ 4+ cpit" N4+ g (3.227)
admite solugao particular
Yp(t) = Ant" + Ay 1" -+ Ay, (3.228)
onde A,, A,_1, ..., Ag sdo constantes a determinar.
Exemplo 3.3.3. Vamos calcular uma solugao particular para
y'—dy =t (3.229)
Pelo método dos coeficientes a determinar, buscamos por uma solucao par-

ticular da forma
yp(t) = Ast + Ao. (3.230)

Substituindo ¥, na EDO, obtemos

t=y" —4dy (3.231)
= (At + Ap)" — 4(At + Ay) (3.232)
Segue que
1

—4A=1= A, = e (3.234)

Dai, concluimos que

1

yp(t) = _Zt (3.236)

é solucao particular da EDO.
9(t) = c1 sen(Bt) + co cos(Bt)
[Video] | [Audio] | [Contatar]
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Uma equagao da forma
y" + ay’ + by = ¢y sen(Bt) + ¢z cos(St) (3.237)
admite solugao particular
yp(t) = t°[Ay sen(ft) + As cos(ft)], (3.238)

onde s ¢ o menor inteiro tal que y, nao seja solugao da equacao homogénea
associada e A; e A, sdo constantes a determinar.

Exemplo 3.3.4. Vamos calcular uma solugao particular para

y" + 4y = cos(2t). (3.239)

Pelo método dos coeficientes a determinar, buscamos por uma solucao par-
ticular da forma
yp(t) = t[Ay sen(2t) + Aj cos(2t)], (3.240)

observando que y;(t) = cos(2t) e yo(t) = sen(2t) formam um conjunto fun-
damental de solugao para a equacao homogénea associada.

Substituindo y, na EDO, obtemos

cos(2t) = y" + 4y (3.241)
= [Aitsen(2t) + Ayt cos(2t)]” (3.242)
+ 4[ Ayt sen(2t) + Ast cos(2t)] (3.243)
= 4A; cos(2t) — 4 A, sen(2t) (3.244)
Segue que
1

—4Ay = 0= Ay = 0. (3.246)

Dai, concluimos que

1

yp(t) = Ztsen(Qt). (3.247)

é solucao particular da EDO.
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Observagao 3.3.2. (Resumo)

g(t) Yp(t)
e (eat™ + Cuat" T+ ) M (At 4o+ Ay)
e®[c1 sen(ft) + co cos(ft)] t°e* Ay sen(ft) + As cos(St)]

s = 0,1,2, sendo o menor valor que garanta que y, nao seja solucao da
equacao homogénea associada.

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 3.3.1. Use o método da variagao dos parametros para obter uma solugao
geral de
y' =2y — 3y =e" +sen(t). (3.248)

Solugao. Primeiramente, resolvemos a equagao homogénea associada
y' =2y —3y=0. (3.249)
Para tanto, buscamos as raizes da equacgao caracteristica associada
r? —2r —3=0, (3.250)

as quais sao

24 \4-4-1-(=3)

r 5 , (3.251)
ie. ry = —1ery =3. Logo,
n(t)=e e yt)=e” (3.252)
formam um conjunto fundamental de solugoes da EDO homogénea.
Agora, buscamos por uma solucao particular
yp(t) = ur(L)yr (t) + uz(t)ya(t) (3.253)
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para a equagdo nao homogénea. Os pardmetros varidveis u; = uq(t) e ug =
us(t) dependem do wronskiano

W yeit) =7 (3.254)
Y2
ot Bt
= |t g8 (3.255)
= 4e*, (3.256)
Mais especificamente, eles sdo dados por
ya(t)g(t)
u(t) = — | —=———"—dt 3.257
10 W(yhyz; t) (3:257)
~t + sen(t)]
- - / i (3.258)
= _Zt - §€ sen(t) — cos(t)] (3.259)
e
i (t)g(t)
us(t) = | ———————=dt 3.260
2( ) W(yby?; ) ( )
"+ sen(t)]
- / o dt (3.261)
3
_ a_ S s 262
16 10¢ [sen(t) + cos(t)] (3.262)
Com isso, temos que a solucao particular é
1 1, 4
Yp(t) = {—415 -3¢ [sen(t) — cos(t)]} e (3.263)
1
+ {—166_4t - foe_gt[sen(t) + cos(t)]} e (3.264)
1 1 1 1
=— (16 + 4t> i 10 cos(t) — B sen(t). (3.265)
Concluimos que a solugao geral é
y(t) = cre" + cpe™ (3.266)
1 1 1 1
(16 4 4t> ' s cos(t) — 3 sen(t) (3.267)
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=cre ! + cpe (3.268)

— Eeft + L cos(t) — 1sen(t) (3.269)
4 10 ) ' .

O

ER 3.3.2. Use o método dos coeficientes a determinar para obter uma so-
lugao geral de
y' — 2y — 3y =e" +sen(t). (3.270)

Solugao. Esta é a mesma equagao (3.3.1) que foi resolvida no ER. 3.3.1.
Das contas realizadas, sabemos que

n(t)=e" e yt)=e" (3.271)

sao solugoes fundamentais da equacao homogénea associada.

Disso e com base no termo nao homogéneo

g(t) = e " +sen(t), (3.272)
buscamos por uma solugao particular da forma
yy(t) = Ate™" + Bsen(t) + C cos(t). (3.273)
Substituindo na EDO, obtemos
e~ +sen(t) =y — 2y, — 3y, (3.274)

= —4Ae "+ (2C — 4B)sen(t) — (2B + 4C) cos(t).  (3.275)

Logo, devemos ter

—AA=1= A= —i (3.276)

€
—4B+2C =1 (3.277)
—2B—4C =0 (3.278)

oquenos levaa C=1/10e B=—1/5.

Com tudo isso, concluimos que a solugao geral é

y(t) = cre™" + cpe (3.279)
t ., 1 1
et = = . 2
1€ z sen(t) + 10 cos(t) (3.280)
O

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 3. EDO LINEAR DE ORDEM 2 OU MAIS ALTA 83

Exercicio
[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.3.3.1. Resolva
y' +y —2y=e* (3.281)

usando
a) o método da variagao dos pardmetros.

b) o método dos coeficientes a determinar.

E.3.3.2. Resolva
y' +y —2y=e? (3.282)

E.3.3.3. Resolva
y' 2y =e" (3.283)

usando o método dos coeficientes a determinar.

E.3.3.4. Resolva
y" + 4y = tcos(2t). (3.284)

E.3.3.5. Mostre que se y; = y;(t) é solugao de

y' 4+ by +cy = gi(t) (3.285)
e Yo = y2(t) é solugao de

Y+ by +cy = ga(t), (3.286)
entdo y(t) = y1(t) + ya(t) é solucao de

Y+ 0y +cy = gi(t) + g2(2). (3.287)
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E.3.3.6. Resolva

v +3y +2y=t, t>0, (3.288)
y(0) =0, %(0)=0. (3.289)

E.3.3.7. Considere um sistema massa-mola modelado por

ms” + s + ks = cos(t), t >0, (3.290)
s(0) = s9, §'(0) = wy, (3.291)

onde m > 0 é a massa, 7 > 0 é o coeficiente de resisténcia do meio, k > 0 é
a constante da mola, s = s(t) é posicao da massa (s = 0 posigao de repouso,
s > 0 mola esticada, s < 0 mola contraida), sy é a posi¢ao inicial e vy é a
velocidade inicial da massa.

Supondo que 7?2 — 4mk = 0, o que pode se dizer sobre o comportamento de
s = s(t) para valores de t muito grandes.

3.4 EDO de ordem mais alta
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Os métodos aplicados para EDOs lineares de segunda ordem podem ser es-
tendidos para tratarmos EDOs lineares de ordem mais alta. Aqui, vamos nos
restringir ao caso de tais EDOs com coeficientes constantes, i.e. equagoes da
forma

any™ + a1y 4+ agy = g(x), (3.292)

onde y = y(t), ap, a1, ..., a, sao constantes dadas e a,, # 0.

3.4.1 EDO homogénea
[Video] | [Audio] | [Contatar]
A solucgao geral de uma EDO homogénea da forma
any™ + an_1y™ ™V 4+ 4 agy = 0, (3.293)
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é dada por
y(t) = c1yi(t) + caya(t) + -+ + cuyal(t), (3.294)

sendo que yi, Yo, ..., Y, formam um conjunto fundamental de solugoes, i.e.
sdo solucoes tais que o wronskiano®

Y1 Y2 T Un
" Yoo ot U
W(ylay%"'ayn;t) = : . . . 7é 0 (3295)
TS S ys Y
Podemos obter solucoes particulares da forma
y(t) =e™. (3.296)

Substituindo na EDO, vemos que r deve satisfazer a equagao caracteris-
tica
a4 ap " -+ ag = 0. (3.297)

Cada raiz nos fornece uma solucao particular y, = y,(1):
a) se r =r, ¢ raiz simples, entdo y,(t) = "'

b) se r =r, raiz de multiplicidade m, entao

hpia(t) = (3.298)
Ypialt) = e (3.209)
: (3.300)
Yprm = " e (3.301)
c) se r =\, £iu, é raiz complexa, entao
Ypi1 = 7" cos(pupt) (3.302)
Ypio = e sen(pyt). (3.303)

8 Jézef Maria Hoene-Wronski, 1776 - 1853, matemético polonés. Fonte: Wikipedia.
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Exemplo 3.4.1. Vamos calcular a solugao geral de
y" + 2y —y —2y=0. (3.304)
A equacgao caracteristica associada é
42t —r —2=0. (3.305)

Queremos calcular as raizes do polinémio caracteristico. Para tanto, come-
camos observando que r = 1 é raiz, pois 13 +2-12 —1 -2 = 0. Logo, o
polinémio ¢é divisivel pelo mondémio (r — 1). Calculando a divisao

r2rt —r—2r—1 (3.306)
—r® 4+ r? r? 4+ 3r +2 (3.307)
3 —r (3.308)
—3r® 4+ 3r (3.309)
2r — 2 (3.310)
—2r+2 (3.311)
0 (3.312)
obtemos, para r # 1,
S22 —r—2
el el N S (3.313)
r—1
ou, equivalentemente,
P2 —r—2=(r—1(r*+3r+2) (3.314)

Portanto, as outras raizes do polinémio caracteristico ocorrem quando

r?+3r+2=0 (3.315)
1
—3+/0—4-T-2
r= i (3.316)
r=-2, ou r=—I. (3.317)
Concluimos que as solugoes da equagao caracteristica sao | = —2, 1o = —1

e r3 = 1. Logo, a solugao geral é

y(t) = cre™® + coe™" + c3e’. (3.318)
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Vamos, ainda, verificar se y;(t) = e™ %, ya(t) = e~ e y3(t) = €' formam um
conjunto fundamental de solugbes. Por construcao, sabemos que estas sao
solugoes particulares. Resta, portanto, verificar que o wronskiano é nao nulo.
De fato, temos

Y1 Y2 Y3
Wy, y2,ys:t) = |1 Y5 Y3 (3.319)
Yl Ys Y3
e—2t e—t et
=|—-2e7% —e7t ¢! (3.320)
4e72 et et
=6e 2 #£0, Vit (3.321)

No Python, podemos computar a solucao geral com os seguintes comandos:

1 In : from sympy import =

2 In : t,r = symbols('t,r')

3 In : y = symbols('y', cls=Function)

4

5 In : edo = y(t).diff(t,3) + 2*xy(t).diff (t,2) \

6 ce - y(t) . diff (t) - 2xy(t)

7 In : dsolve(edo,y(t))

8 Out: Eq(y(t), Clxexp(-2*%t) + C2*xexp(-t) + C3x
exp(t))

9

Entao, para computarmos o wronskiano, podemos usar os seguintes coman-
dos:

1 In : yl1 = exp(-2%t)

2 In : y2 = exp(-t)

3 In : y3 = exp(t)

4 In : W = Matrix([[yl,y2,y3], \

5 [yl.diff(t),y2.diff(t),y3.diff(t)]1, \

6 [yl1.diff(t,2),y2.diff(t,2),y3.diff(t,2)]1])
7 In : W.det()

8 Out: 6*exp(-2*t)
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Exemplo 3.4.2. Vamos encontrar a solucao geral de

y@ 4+ 2" — 8y + 5y = 0. (3.322)
As raizes da equacdo caracteristica associada’

2 —8r +5=0 (3.323)
sao r1,ry = 1 ou r3, 74 = —1 4+ 2i. Logo, temos as seguintes solugdes particu-
lares

() =€, yat) =te, (3.324)

y3(t) = e "cos(2t), wu(t) = e "sen(2t). (3.325)

Calculando o wronskiano, temos
Y1 Y2 Ys Y

/
W (y1, y2, Y3, ya; t) = 332, Zi, Zy/{? Zy/z' (3.326)

" " " "

Y Yz Y3 Yy
=128 # 0. (3.327)

Logo, concluimos que a solucao geral é

y(t) = (c1 + cat)e’ + e ez cos(2t) + ¢4 sen(2t)]. (3.328)

3.4.2 Equacao nao homogénea
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Ambos os métodos da variagao dos parametros e dos coeficientes a determi-
nar podem ser generalizados para EDOs lineares de ordem mais altas, com
coeficientes constantes e ndao homogéneas. Tais equagdes tém a forma

y™ + a1y - agy = g(b), (3.329)

comn > 1e g(t) #0. A solugdo geral pode ser escrita na forma
y(t) = crya(t) + capa(t) + -+ + cayn(t) + 4p(1), (3.330)
onde y1, Y2, ..., Yy, formam um conjunto fundamental de solugoes para a

equacao homogeénea associada e y, ¢ uma solucao particular qualquer da
equacao nao homogénea.

90bservando que 7 = 1 é solucdo da equacdo, podemos usar o método de reducio do
grau utilizado no exemplo anterior.
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Método da variacao dos parametros
[Video] | [Audio] | [Contatar]
Seja a equacao diferencial ordinaria
Y™ 4 ap_ 1y ™Y 4 agy = g(t), (3.331)

comn > leg(t) #0. Seja, também, y, Yo, ..., ¥, um conjunto fundamental
de solugbes da equagdo homogénea associada. O método da variacao dos
parametros consiste em buscar uma solugao particular para (3.331) com o
seguinte formato

Yp(t) = ur(t)yr(t) + ua(t)y2(t) + -+ 4 un(t)ya(t), (3.332)
onde uq, ug, ..., u, sdo funcdes pardametros a determinar.
Os parametros uy, ug, ..., u, devem ser escolhidos de forma que y, satisfaca

(3.331). Quando n > 1, temos um problema subdeterminado (mais variaveis
que equagoes). Para fechar o problema, exigimos que os pardmetros sejam
tais que

uhyy 4 uys + - Uy =0 (3.333)

uhyy + upyy + - gy, =0 (3.334)

(3.335)

upt" ™ S Y =0, (3.336)
Com isso, ao substituirmos y, em (3.331), obtemos

g(t) = agy, + ary), + asyy + -+ + y (3.337)

= ao(urys + ugys + -+ + Unin) (3.338)

+ a1 (wry) + uagyy + -+ uny,,) (3.339)

+ az(uryy + usyy + -+ unyy,) (3.340)

ot (3.341)

+ (g™ +usyS” + - uy) (3.342)

+ (" S ), (3.343)
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Lembrando que y1, vs, . . ., Yy, sao solugoes da equagao homogénea associada,
esta ultima equacgao é equivalente a

gt Y+t = g(). (3.344)

Desta forma, concluimos que os parametros podem ser escolhidos de forma
a satisfazerem o sistema de equagoes (3.333)-(3.336) e (3.344), i.e.

UYL+ upYs + -+ uly, =0
uyyy + Yy + -y, =0

w4y =0

3.348
gt s 4y = g 3.349

Usando o método de Cramer'® temos

() =7 (t%%’;(t), (3.350)
onde m =1,2,...,n, W(t) denota o wronskiano
T
W(yr, 2, ynit) = yf oo (3.351)
o o T

e W,,(t) é o determinante obtido de W substituindo a m-ésima coluna por
vetor (0,0,...,1).

Por fim, integrando (3.350), obtemos os pardmetros
g)Win(?)
(t) = /7&, 3.352
wl) = [ 255 (3.352)

comm=1,2,...,n.

10Gabriel Cramer, 1704 - 1752, matemético suico. Fonte: Wikipedia.

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://en.wikipedia.org/wiki/Gabriel_Cramer
https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 3. EDO LINEAR DE ORDEM 2 OU MAIS ALTA 91

Exemplo 3.4.3. Vamos calcular a solugao geral de

y" 4+ 2y —y — 2y = e*. (3.353)

No Exemplo 3.4.1, vimos que
() =e 2 yt)=ct, ys(t) =¢ (3.354)

formam um conjunto fundamental de solu¢oes para a equacao homogénea
associada. Com isso, nos resta calcular uma solucdo particular y, = y,(¢)
para a equac¢ao nao homogénea.

Pelo método da variacao dos parametros, podemos calcular como

Yp(t) = wr(t)y1(t) + u2(t)y2(t) + us(D)ys(t), (3.355)
onde
() = / Wdt, (3.356)

sendo g(t) = e* e m = 1,2,3. Ainda, temos

Y1 Y2 Ys
W(t)=|vy v v (3.357)
yi Y Vs
e—?t e—t et
= -2 —et ¢ (3.358)
467215 eft 61‘,
= 6e % (3.359)
0 v 3
Wit) =10 y5 w3 (3.360)
1 yy ys
= (-1 zz zz (3.361)
et €l
= (3.362)
—9 (3.363)
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y1 0 s
Wa(t)=ly1 0 u3 (3.364)
yi 1oy
= (—1*2 | O 3.365
=) T (3.365)
e—Qt €t
= — | G2 (3.366)
= —3¢! (3.367)
y1 Y2 0
Wa(t)=|y) vy 0 (3.368)
vy 1
— (—1)33 | B2 3.369
=1 i Y (3.569)
e—Qt e—t
=| G (3.370)
=e (3.371)
Logo,
HWL(t
[(t) = / Mdt (3.372)
2€2t
- / i d (3.373)
3 / M dt (3.374)
= ¢’ (3.375)
£)Walt
1) = / Mdt (3.376)
— / 66_% S (3.377)
= e dt (3.378)

2
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_ Ll
=——e (3.379)
6
g(t)Ws(t)
t)= | ———=dt 3.380
wlt) = [ S5 (3.380)
€2t€_3t
- [ (3.381)
1
=< / ¢ dt (3.382)
1
- get (3.383)
Com isso,
Yp = ury1 + u2y2 + u3ys (3.384)
T
= 1° ¢ g€ € tgee (3.385)
Y
= 5" (3.386)
Concluimos que a solugao geral de (3.353) é
1
y(t) = cre™ + cpe™" 4 cae’ + e (3.387)

12

No Python, podemos computar a solugao geral com os seguintes comandos:

In : from sympy import =
In : t = symbols('t')
In : y = symbols('y', cls=Function)

=W N

ot

In : eq = Eq(diff(y(t),t,3) + 2*xdiff(y(t),t,2)

\
6 cat - diff(y(t),t)-2%xy(t), exp(2xt))
7 In : dsolve(eq,y(t))
8 Out: Eq(y(t), Clxexp(-2xt) + C2*xexp(-t) + C3x
exp(t) \
9 + exp(2*xt)/12)
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Método dos coeficientes a determinar
[Video] | [Audio] | [Contatar]

A aplicagdo na resolugao de EDOs de ordem mais alta do método dos coe-
ficientes a determinar é andloga ao caso de EDOs de segunda ordem (veja a
Subsecao 3.3.2).

Exemplo 3.4.4. Vamos calcular a solucao geral de

Y + 2y —y — 2y = e*. (3.388)

No Exemplo 3.4.1, vimos que

p(t)=e 2 yt)=ct, ys(t) =¢ (3.389)

formam um conjunto fundamental de soluc¢oes para a equacao homogénea
associada. Com isso, nos resta calcular uma solucao particular y, = y,(t)
para a equacao nao homogénea.

Com base no termo fonte g(t) = €, buscamos por uma solugio particular
da forma
y,(t) = Ae*, (3.390)

onde A é um coeficiente a determinar.

Para determinar A, substituimos y, na (3.388), donde

e = Yy + 2y, — Y, — 2y, (3.391)
= 8A4e* + 8Ae* — 24e* — 2Ae* (3.392)
= 124e*. (3.393)

Com isso, temos A =1/12 ¢

1
w(t) = 75 (3.394)

Concluimos que a solugao geral é

1
y(t) = cre™® + cpe™" + cze’ + Ee%. (3.395)
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Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]
ER 3.4.1. Resolva o PVI
v +3y" +3y +y=0, t>0, (3.396)
y(0) =1, 3(0)=0, 3"(0)=0. (3.397)

Solucgao. A equagao caracteristica associada

43?4+ 3r+1=0 (3.398)
tem raiz tripla r = —1. Logo, a solucao geral é
y(t) = (c1 + cat + cst?)e™. (3.399)

Vamos agora aplicar as condigoes iniciais. Comegamos com y(0) = 1. Subs-
tituindo ¢ = 0 na solugao geral, obtemos

y(0) = ci, (3.400)

logo, ¢; = 1. Para usarmos a condicao inicial y'(0) = 0, usamos a derivada
da solucao geral, i.e.

y'(t) = (—c1 + ey + (2c3 — co)t — cst?)e™. (3.401)
Entao, temos
0=1y'(0) (3.402)
0= —C1 + Co (3403)
0=—-14c¢ (3.404)
co = 1. (3.405)

Por fim, para usarmos a condicao inicial y”(0) = 0, usamos a segunda deri-
vada da solugao geral como segue.

y'(t) = (2c3 — 25 + ¢1 + (cg — deg)t + cst?)e™ (3.406)
0=1y"(0) =2c3 — 2co + ¢4 (3.407)
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0=2c3—2+1 (3.408)
2c3 =1 (3.409)
Cy = ; (3.410)
Logo, a solucao do PVI é
y(t) = (1 +t+ ;ﬂ) e . (3.411)
O

ER 3.4.2. Use o método da variacao dos parametros para calcular a solugao
geral de
y" + 3y + 3y +y =2t (3.412)

Solugao. No ER 3.4.1, vimos que

y(t) =e™, (3.413)
yo(t) = te™ (3.414)
ys(t) = t*e™ (3.415)

formam um conjunto fundamental de soluc¢bes para a equacao homogénea
associada a (3.412).

A aplicacao do método da variacao dos parametros consiste em calcular uma
solugao particular para (3.412) da forma

Yp(t) = ur ()t (t) + ua(t)y2(t) + us(t)ys(t). (3.416)

Para calcularmos os parametros wuy, us € ug, precisamos dos seguintes deter-
minantes:

Y1 Y2 Y3
Wiy, y2,ysit) = |¥1 ¥o Y5 (3.417)
Yoy Y3
=2¢ (3.418)
0 va uys
Wi(t) =10 w5 w5 (3.419)
Loyy s
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=t?e (3.420)
y1 0 y3
Wa(t)=|y1 0 y3 (3.421)
y;-/ 1 y//
= —2te™* (3.422)
y1 y2 0
Ws(t)=|y1 v 0 (3.423)
yi vs 1
=e (3.424)
Com isso, temos
(1) = /g(t)Wl(t)dt (3.425)
2t - t%e —2t
- / = (3.426)
— 3t* + 6t — 6)¢’ (3.427)
£)Wa(t
t) = / Mdt (3.428)
2t - 2te t
S / e (3.429)
= (=2t> + 4t — 4)e (3.430)
g(t)Ws(t)
£) = / EAAMEADI 3.431
) W) (3.431)
2t - e
= (t—1)é (3.433)
Logo, obtemos a seguinte solugao particular para (3.412)
yp(t) =2t — . (3.434)
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Concluimos que
y(t) = (1 + cat + cst®)e ™ + 2t — 6 (3.435)

é solugao geral de (3.412).

No Python, podemos resolver este exercicio com o seguinte codigo:

from sympy import =x*

1

2

3 # def. das wariaveis

4 t = symbols('t')

5 y = symbols('y', cls=Function)

# solucoes fundamentats

8 yl1 = exp(-t)

9 y2 = txexp(-t)

10 y3 = t**x2*xexp(-t)

11

12 # wronskiano

13 WM = Matrix([[yl,y2,y3], \

14 [diff(yl,t),diff(y2,t),diff(y3,t)], \
15 [diff(y1,t,2),diff(y2,t,2),diff(y3,t,2)11)
16 W = simplify (WM.det ())

17 print('W = ', W)

18

19 WM1 = Matrix([[0,y2,y3], \

20 [0,diff(y2,t),diff(y3,t)]1, \

21 [1,diff(y2,t,2),diff (y3,t,2)]11)
22 Wl = simplify (WM1l.det())

23 print ('W1 = ', W1)

24

25 WM2 = Matrix([[y1,0,y3], \

26 [diff(yl,t),0,diff(y3,t)1, \

27 [diff(y1,t,2),1,diff(y3,t,2)]1]1)
28 W2 = simplify (WM2.det())

29 print ('W2 = ', W2)

30

31 WM3 = Matrix([[y1,y2,0], \

32 [diff(y1,t),diff(y2,t),0], \
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33 [diff(yl,t,2),diff(y2,t,2),1]1])
34 W3 = simplify (WM3.det())

35 print('W3 = ', W3)

36

37 # fonte

38 g = 2%t

39

40 # parametros

41 ul = integrate (g*Wi/W,t)

42 print('ul(t) = ', ul)

43

44 u2 = integrate(g*xW2/W,t)

45 print ('u2(t) = ', u2)

46

47 u3 = integrate (g*xW3/W,t)

48 print ('u3(t) = ', u3)

49

50 # solucao particular

51 yp = simplify(ul*yl + u2*y2 + u3*y3)
52 print ('yp(t) = ', yp)

53

54 # constantes indeterminadas

55 C1,C2,C3 = symbols('C1,C2,C3")
56

o7 # sol. geral

ot
6%

y = simplify (Cl*xyl + C2*y2 + C3xy3 + yp)
print('y(t) = ', y)

ot
b
©

—_
(@)
=
(-]

O

ER 3.4.3. Use o método dos coeficientes a determinar para obter uma so-
lugdo particular de

y" 4+ 3y" + 3y’ +y = cos(t) (3.436)

Solugao. Tendo em vista o fonte g(t) = cos(t), as solu¢oes fundamentais ob-
tidas no ER 3.4.1 e a Observagao 3.3.2, a aplicagao do método dos coeficientes
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a determinar consiste em calcular uma solugao particular da forma
yp(t) = Acos(t) + Bsen(t), (3.437)
onde A e B sao coeficientes a determinar.

Substituindo y, em (3.436), obtemos

cos(t) =y, + 3y, + 3y, + yp (3.438)
= (2B — 2A) cos(t) — (2A + 2B) sen(t). (3.439)
Segue que
2B—-2A=1 (3.440)
2B+2A=0. (3.441)
Resolvendo, obtemos A = —1/4 e B = 1/4. Concluimos que uma solugao

particular para (3.436) é

yp(t) = —i cos(t) + isen(t). (3.442)

No Python, podemos resolver este exercicio com os seguintes comandos:

1 In : from sympy import

2 In : # def. das wariavetis

3 In : t,A,B = symbols('t,A,B")

4 In : y = symbols('y', cls=Function)
5 In : # sol. particular

6 In : yp = A*xcos(t) + Bxsin(t)
7 In : # subs. na EDO

8 In : Eq(diff (yp,t,3)+3*diff (yp,t,2)+3*diff (yp,
t)+yp,cos(t))

9 Out: Eq(-2*xA*xsin(t) + Axcos(t) + Bxsin(t) + 2%
Bxcos (t) \

10 - 3*x(A*cos(t) + Bxsin(t)), cos(t))

11

12 In : factor(_ ,[cos(t),sin(t)])

13 Out: Eq(-2*((A - B)*cos(t) + (A + B)xsin(t)),
cos (t))
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14
15 In : # resolve o stistema
16 In : solve([Eq(-2%x(A-B),1) ,Eq(-2*x(A+B) ,0)])
17 OQut: {A: -1/4, B: 1/4}
18

O
Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.3.4.1. Calcule a solugao geral de

y" +2y" — 5y — 6y = 0. (3.443)

E.3.4.2. Calcule a solugao geral de

y" — 3y — 2y =0. (3.444)

E.3.4.3. Calcule a solugao geral de

y" — "+ 2y =0. (3.445)

E.3.4.4. Calcule a solugao geral de

y W — 2y — 3y + 8y — 4y =0 (3.446)
E.3.4.5. Calcule a solucao do PVI
y" +2y" -5y —6y=0,t>0 (3.447)

y(0)=1, ¢(0)=-2, %"(0)=0. (3.448)
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E.3.4.6. Calcule uma solugao particular de
y/// + 2y// . 5y/ — 6y = %¢t
a) pelo método da variagdo dos parametros.

b) pelo método dos coeficientes a determinar.

E.3.4.7. Calcule uma solu¢ao particular de
y/l/ + 2y// _ 5y/ _ 6y — 2671‘/
a) pelo método da variagdo dos pardmetros.

b) pelo método dos coeficientes a determinar.

E.3.4.8. Calcule uma solucao particular de
y" —y" 4+ 2y = 10sen(t).
a) pelo método da variagdo dos pardmetros.

b) pelo método dos coeficientes a determinar.

E.3.4.9. Calcule uma solugao particular de

y" — " + 2y =10(1 + €') sen(t).

a) pelo método da variagdo dos parametros.

b) pelo método dos coeficientes a determinar.
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Capitulo 4

Sistema de EDOs lineares de
ordem 1

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Neste capitulo, fazemos uma rapida introducao a sistemas de EDOs de pri-
meira ordem, lineares e com coeficientes constantes. Ou seja, sistemas da
forma

Y1 (t) = anyn (t) + areye(t) + - + awmyn(t) + 91(1),
Yy(t) = ag1y1(t) + agoya(t) + - - - + agniyn(t) + ga(1),

y;@) = an1Y1 (t) + an2y2(t) et annyn(t> + gn(t)a

onde n > 1 é o numero de equagoes, y(t) = (yi(t),y2(t),...,yn(t)) é o

vetor das incognitas, A = [a;];j~; é a matriz dos coeficientes e g(t)

(g1(t), g2(t), ..., gn(t)) é o vetor das fontes.

4.1 Sistema de equacoes homogéneas
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Nesta sec¢ao, discutimos sobre um método de solucao para sistemas de EDOs
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de primeira ordem, lineares, com coeficientes constantes e homogéneas. Ou
seja, sistema da forma

y'(t) = Ay(1), (4.5)

onde y(t) = (y1(t),y2(t), ..., yn(t)), n > 1, é o vetor das incognitas e A =

lai;]iit, ¢ a matriz dos coeficientes.

O método consiste em buscar solucoes da forma

Y = 'Uert’ (46)
onde 7 e o vetor constante v = (vy,vq, -+ ,v,) devem ser determinados.
Substituindo em (4.5), obtemos'

rve" = Ave™ (4.7)
Ave™ — rve™ =0 4.8)
(A— TI)”EZ =0, (4.9)

>0

ou seja, temos que r e v devem tais que

(A—rIw=0. (4.10)

Em outras palavras, r é autovalor e v é autovetor da matriz A.

Com isso, concluimos que se r; autovalor e v; autovetor de A, entao
yi(t) = vt (4.11)
é solugao particular de (4.5). A solugao geral tem a forma
Y(t) = ay(t) + caya(t) + -+ + cuyn(), (4.12)

onde 41, Y2, - .., Y, formam um conjunto fundamental de solucoes de (4.5),
i.e. sao solugoes linearmente independentes.

10 = (0,0,---0).
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4.1.1 Autovalores reais distintos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

No caso da matriz dos coeficientes A ter apenas todos os autovalores reais e
dois a dois distintos, entdo a solucao geral de (4.5) é

y(t) = cvie™t + covae™ 4 -+ cue™ (4.13)

onde r; e v; é autovalor e autovetor de A respectivamente e t = 1,2,--- , n.
A independéncia linear das solugoes é garantida pelo wronskiano

W(e™ ... e™t) #0. (4.14)

Exemplo 4.1.1. Vamos resolver o seguinte sistema

Y (t) = =2y1(t) + 242(t) (4.15)
yo(t) = —2y1(t) + 3ya(t). (4.16)

Primeiramente, reescrevemos o sistema na sua forma matricial

y = l:; g] Y, (4.17)

—_——
A

ondey : t — y(t) = (y1(t), y2(t)). Entdo, calculamos os autovalores da matriz
dos coeficientes A. Para tanto, resolvemos sua equagao caracteristica

|A—rI|=0 (4.18)
BBy e
‘_2_;7" 33T =0 (4.20)
(—2—=r)(B—=r)+4=0 (4.21)
r?—r—2=0, (4.22)
S izﬁ (4.23)
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r = —17 To = 2. (424)

Obtidos os autovalores, calculamos os autovetores v; e vo. Comecamos cal-
culando o autovetor associado a r;.

(A—rlpvi =0 (4.25)

_ m (4.26)

|
B ﬂ m - m (4.27)

ERE iz
[_01 (2) I 8] (4.29)
Assim, temos
—v11 + 2091 =0 (4.30)
U1 = 201, (4.31)
donde escolhemos
oy — m . (4.32)
Com isso, temos obtido a solucao particular
Y1 (t) = vie™! (4.33)
= m e’ (4.34)

Agora, de forma analoga, calculamos vy, um autovetor associado a ;.

(A—rol)vy =0 (4.35)
—2—ry 2 | 0

[ 2 3y | O] (4.36)
—4 2 | 0|« —

[—2 1 O] X2 (4.37)
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0 0|0
5,010 e
—2’012 —+ V99 = 0 (439)
1
Com isso, temos a solugao particular
Ya(t) = voe™ (4.41)
L
= [21 e (4.42)
De tudo isso, concluimos que a solugao geral de (4.15) é
y(t) = ayi(t) + cyo (4.43)
20 _ 1
=c [11 e '+ ey [21 e (4.44)
ou, ainda,
y1(t) = 2c1e™" + cpe™ 4.45)
Ya(t) = cre™" + 2coe* (4.46)

No Python, podemos computar os autovalores e autovetores da matriz A com

os seguintes comandos?:

1 In : from sympy import x*

2 In : A = Matrix([[-2,2],[-2,3]])
3 In : A.eigenvects ()

4 Out:

5 [(-1, 1, [Matrix ([

6 [21,

7 [111)1), (2, 1, [Matrix([
8 [1/2]1,

9 [ 111D1)]

2Veja mais informacdes em SymPy: Matrices.
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Entao, a solugdo do sistema (4.15) pode ser computada com os comandos:

1 In : t,C1,C2 = symbols('t,C1,C2"')

2 In : y1,y2 = symbols('yl,y2', cls=Function)
: In : se = (Eq(diff(y1(t),t) ,-2xyl(t)+2*xy2(t)),
\

4 ce Eq(diff (y2(t),t) ,-2xy1(t)+3*xy2(t))
)

5!

6 In : dsolve(se,[y1(t),y2(t)])

7 Out:

8 [Eq(y1(t), 2xCl*xexp(-t) + 2*xC2x*xexp(2xt)),

9 Eq(y2(t), Cl*xexp(-t) + 4xC2x*xexp(2*t))]

4.1.2 Autovalores reais repetidos

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Um autovalor real duplo r da matriz de coeficientes A nos fornece duas

solugoes particulares para (4.5), a saber

yl(t): vle”,
Yo (t)=vite"" + vye™,

(4.47)
(4.48)

onde v; é autovetor associado a r. Para encontrar vy, substituimos y, em

(4.5), donde
Yo = Ays
vie"t 4 rogte™ + rvge™ = Avite’ + Avge™
(A=rDvit+ (A—rlvy =v,
Segue que
(A—rlv;=0
(A —rlvy=v,

Exemplo 4.1.2. Vamos calcular a solucao geral de

-1 1 0
y=10 -1 —1|yv.
0 O 1
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Neste caso, temos que r19 = —1 é autovalor duplo e r3 = 1 é autovalor
simples da matriz de coeficientes do sistema (4.54).

Associadas a 1 2 buscamos por solugdes particulares da forma

Y1 = v, (4.55)
Yo = vite™? + e’ (4.56)
Calculamos v, resolvendo
(A=ri2l)vi =0 (4.57)
-1 - 7”1’2 1 0 ’ 0
0 —-1- ri2 —1 | 0 (458)
0 0 1 —T12 | O
01 0 | O
00 —-11]0 (4.59)
00 2 |0
Com isso, podemos escolher
1
vy = |0]. (4.60)
0

Determinado vy, calculamos vo com

(A — 7”1721)’1)2 =7V (461)
01 0 |1
00 —-11]0 (4.62)
00 2 |0
donde escolhemos
1
vy = |1]. (4.63)
0

Agora, associada a r3 temos uma solucao particular da forma
Y3 = vze™, (4.64)
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onde
(A — 7“3])’03 = Q (465)
-1 - T3 1 0 | 0
0 —1-r3 —1 ] 0 (4.66)
0 0 1-r5 | 0
2 1 0 |0
0 -2 -1 1] 0 (4.67)

Com isso, temos —2v13+v93 = 0, —2v93 —v33 = 0. Ou seja, podemos escolher

-1
V3 = —21. (468)
4

Com tudo isso, podemos concluir que a solugao geral de (4.54) é

Y(t) = crv1e™?" + ¢y (v1t +v9) €2 + cyvze™ (4.69)
1 1 1 —1

y(t) =c1 |0 e 4o | |0 t+ 1] | e +ez | 2| € (4.70)
0 0 0 4

4.1.3 Autovalores complexos

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Vejamos o caso de r = A\ £ ui serem autovalores complexos da matriz de
coeficientes do sistema (4.5). Associados, temos autovetores da forma

v= v + Vi, (4.71)
U= v; — V9l. 4.72)
Por substituiciao direta, podemos verificar que
u (t) = veM )t (4.73)
uy(t) = veP (4.74)

I~
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sao solugdes de (4.5). Também, verifica-se que as partes real e imaginéria de
Uy e uy sdo solugoes reais de (4.5). A fim determind-las, usamos a férmula
de Euler?, calculamos

uy = (v + vqi)eA T (4.75)
u; = (v1 +vqi)eM[cos(ut) + isen(ut)] (4.76)
u; = eM[vy cos(ut) — vo sen(ut)] (4.77)

= ieMvy sen(ut) + vy cos(ut)). (4.78)

De forma anéloga, verifica-se que u; = us. Ou seja, as partes reais e imagi-
narias de u; e uy Sao

y1(t)= eMvy cos(ut) — vy sen(ut)], (4.79)

Yo (t)= e [vy sen(put) 4 vy cos(ut)], (4.80)

as quais sao solugoes linearmente independentes, particulares de (4.5).

Exemplo 4.1.3. Vamos calcular a solugao geral de

yzlfliWy (4.81)

Comecamos calculando os autovalores associados a matriz de coeficientes do
sistema (4.81). Podemos fazer isso como segue

|A—7rI|=0 (4.82)
1—r 1
|_1 L =0 (4.83)
(1—7)+1=0 (4.84)
r?—2r+2=0 (4.85)
r=14i (4.86)

Um autovetor associado a r = 1 + i pode ser obtidos resolvendo-se

1—-r 1 |0

A=rlw =01, |y

(4.87)

3Leonhard Euler, 1707-1783, matemético suico. Fonte: Wikipedia.
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—i 1 | 0] xi

l—1 —i | O]<—+ (4.88)
—i 1|0
[0 0 0] (4.89)
—ivy + vy = 0. (4.90)

Com isso, podemos escolher o autovetor

= M (4.91)
_ H i m (4.92)

Desta forma, identificamos as solugoes particulares

yi(t) = ¢ { H cos(t) — m sen(t)} (4.93)
ya(t) = ¢ { m sen(f) + m Cos(t)} (4.94)
Conclufmos que a solugiio geral de (4.81) 6
y(t) = g (t) + c2ya(t) (4.95)
— e { H cos(t) — m sen(t)} (4.96)
+ et { H sen(f) + m Cos(t)} (4.97)

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 4.1.1. Resolva o seguinte PVI
, |=3 1
Yy = l ) _31 v, (4.98)
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y(0) = l_lll (4.99)

Solucgao. O primeiro passo é encontrar a solugao geral de

y = [_13 _13] y. (4.100)

Para tanto, calculamos os autovalores da matriz dos coeficientes.

|A—7rI|=0 (4.101)
—3—r 1
‘ . g =0 (4.102)
(=3-71)*=1=0 (4.103)
r?4+6r +8=0 (4.104)
r = —4, To = —2. (4105)

Entao, buscamos por autovetores associados.

(A — 7'1[)’01 = Q (4106)
11 0
[1 ; I ’ (4.107)
v +v21 =0 (4.108)
v = [_111 (4.109)
(A — 7'2[)’02 = Q (4110)
-1 1 0] x1
[ 1 -1 ; O] — + (4.111)
-1 1 0
[ 0 0 i 01 — V12 + Ugp = 0 (4112)
1
vy = [1] (4.113)
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Com isso, temos a solugao geral da EDO dada por
y(t) = crvie™ + couge™! (4.114)
= [_111 e 4 e H e X, (4.115)
Agora, aplicamos a condicao inicial.
-1
y(0) = l 1 ] (4.116)
1 1 -1
1 l"ll + ¢ lll = l 1 ] (4.117)
1 1 | -1 x1
{—1 1| 1] — + (4.118)
11 ] -1
L oy
Segue que
C1+Cy = -1 (4120)
2c0 =0 (4.121)
donde, ¢y = —1 e c5 = 0.
Concluimos que a solugao do PVI é
=1 —u
y(t) = [ 1 1 e (4.122)

No Python, podemos computar a solugdo deste exercicio com os seguintes

comandos:

1 In : from sympy import =

2 In : t,C1,C2 = symbols('t,C1,C2"')

3 In : yl1,y2 = symbols('yl,y2', cls=Function)

4 In : ed = (Eq(diff(y1(t),t),-3*xyl(t)+y2(t)),\
5)
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6 R
In : ds

7 = dsolve(ed, [y1(t),y2(t)])

8 In : cs = solve((Eq(ds[0].rhs.subs(t,0),-1), \
9 Eq(ds[1].rhs.subs(t,0),1)),[
c1,C21)

11 In : ds[0].subs(cs)

12 OQut: Eq(y1(t), -exp(-4xt))
13
14 In : ds[1].subs(cs)

15 Out: Eq(y2(t), exp(-4%t))
16

O
ER 4.1.2. Calcule a solucao geral do seguinte sistema
Yy = —y1 + 2y0 (4.123)
Yo = =21 — Y2+ s (4.124)
Ys = —Ys + Ya (4.125)
Yi = —Ya (4.126)
Solucgao. Vamos reescrever o sistema na sua forma matricial.
-1 2 0 0
;-2 -1 1 0
Y=10 o -1 1Y (4.127)
o 0 0 -1
Calculamos os autovalores da matriz dos coeficientes.
|JA—rI|=0 (4.128)
—1—-r 2 0 0
-2  —1-r 1 0
0 0 . 1 =0 (4.129)
0 0 0 —1—r
- 4r® 100 +12r +5 =0 (4.130)
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Resolvendo esta equagao caracteristica, obtemos os autovalores r9 = —1 e
s, Tqg = —1 £ 21.

a) ri,ryg = —1:
Solugoes particulares associadas.

Y1 = v, (4.131)
Yoy = vite’ ™ 4 vy’ (4.132)

O vetor v; ¢ autovetor associado a 7 5.

(A — 7”1])'01 = Q (4133)
0 2000
201010
0 0010 (4.134)
000010
1
0
v = |, (4.135)
0

O vetor vy é calculado como segue.

(A — 7’12[)’02 =V (4136)
0 200 |1
201010
0 001 2 (4.137)
0O 00O O
1
1
— |2
v = |2 (4.138)
2

b) r3,ry = —1+ 2i:
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Solugoes particulares associadas.

Y3 = e '[vz cos(2t) — vy sen(2t)] (4.139)
ys = e '[vzsen(2t) + vysen(2t)] (4.140)

Os vetores v3 e v, sao, respectivamente, as partes real e imaginaria de
autovetor associado a r3 ou r4. Usando r3 e denotando o autovetor por v,
calculamos como segue.

(A—r3l)v=20 (4.141)
—2i 2 0 0 | 0
-2 =2i 1 0 | 0
0 0 -2 1 | 0 (4.142)
0 0 0 —2i | 0
1 1 0
7 0] |1
v= 1ol = lol T 1o (4.143)
0 0 0
— =~
m!1 V2
De tudo isso, temos a solucao geral
Y(t) = cryi(t) + oy + c3ys(t) + caya (4.144)
1
=0 g e’ (4.145)
10
(1] 1
0 i,
+ ¢ 9 t+ % € (4.146)
10] 2
(1] 0
0 1
+esy g cos(2t) — 0 sen(2t) (4.147)
10] 0
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1 0

0 1
ey | sen(2t) + 0 cos(2t) (4.148)

0 0

ou, equivalentemente,

y1(t) = cre " +ep(t + 1)e”! (4.149)
+ c3 cos(2t) + ¢4 sen(2t) (4.150)
yo(t) = %e_t — cysen(2t) + ¢4 cos(2t) (4.151)
ys3(t) = 2cie™" + co(2t + 2)e (4.152)
ys(t) = 2cqe (4.153)
O

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.4.1.1. Calcule a solucao geral de

1(t) + 2(t) (4.154)
Yo(t) = 4y(t) + v2(t) (4.155)

E.4.1.2. Calcule a solucao do PVI

(1) =2 (t) +3a(t), $1(0) =0 (4.156)
Yo(t) = 4yi(t) — (1),  32(0) =5 (4.157)
E.4.1.3. Calcule a solugao geral de
;11
y = [_1 3] Y (4.158)
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E.4.1.4. Calcule a solucao do PVI

(1) = =3yi(t) +v2(t),  11(0) =2 (4.159)
Yo(t) = =y (t) —p2(t), 12(0) =1 (4.160)
E.4.1.5. Encontre a solucao geral de
Y =291 — Yo (4.161)
Yo = 5y1 — 2ys (4.162)
E.4.1.6. Encontre a solucao geral de
Y1 = Y1 + 4y — 6y3 (4.163)
Yo = —Y1 — 3y2 + 3ys (4.164)
Ys = —1 — 2y2 + 2y (4.165)

4.2 Sistema de equacgoes nao homogéneas
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Nesta secao, discutimos sobre a aplicagdo do método dos coeficientes a
determinar na resolucao de sistemas de EDOs de primeira ordem lineares.
Mais especificamente, vamos considerar sistema da forma

y'(t) = Ay(t) +g(2), (4.166)

onde Yy = (yla"'ayn)v Yy; - t — y](t)7 A = [az]]:ﬁ}n:1 € g = (917"'7971)7
git—ygi(t),7=1,....,n>1.
A solucao geral de um tal sistema tem a forma

y(t) = C1Y1 <t> +---t Cnyn(t) + w(t)a (4167)

onde ¥, ...,¥y, € um conjunto fundamental de solugoes do sistema de equa-
¢oes homogéneo associado e w é uma solugao particular para a sistema de
equagoes nao homogéneo.
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O método dos coeficientes a determinar consiste em buscar por w como sendo
uma combinacao linear de fungoes adequadas. Tais fungoes podem ser esco-
lhidas conforme indicado na Observagao 3.3.2.

Exemplo 4.2.1. Vamos calcular uma solugao geral para o sistema
;=2 2 —t
Yy = [_2 NERRPY (4.168)

O primeiro passo consiste em calcularmos o conjunto fundamental de solugoes
para o sistema de equagoes homogéneas associado. Isto foi feito no Exemplo
4.1.1, do qual temos as solugoes

Yi(t) (4.169)

I
——
_ N
| I

®

4

|

Agora, com base no termo fonte g e nas solucoes fundamentais*. Observamos
que o termo fonte é

N
—
@
[
e

Ya(t) (4.170)

9(t) = [;eq (4.171)
_ l_oll £+ m o (4.172)

Assim sendo, buscamos por uma solugao particular do sistema (4.168) da
forma

Yp(t) = wy + wot + wse' (4.173)
= [“’11] + “’12] t+ [wl?’] e (4.174)
Wa1 | Wa2 Wa3
Substituindo y, no sistema (4.168), obtemos
—2 2] -1 0
Y, = [_2 5| U+ l 0 ] t+ M e’ (4.175)
-

4Veja a Observacio 3.3.2.
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wo + 'U)g&t = Aw1 + A’U)gt + A’Ulget (4176)
-1 0
+ [ 0 ]t—{— [2] e (4.177)
Logo, por associagao, temos
-1 0
i [5]-[] s
_3
5
w, = [‘{] (4.181)
2
0
w3 = Aws + [2] (4.182)
0
(A—TDw; = [_2] (4.183)
ws = [_2] (4.184)
-3
Do calculado, temos a solugao particular
5 _3 -9
y,(t) = M + [ 2] t+ [ ]et. (4.185)
3 -1 -3
Por fim, a solugao geral é
y(t) = ayi(t) + coya(t) +y,(t) (4.186)
i.e.,
2| Ll o
y(t) = e Tely e (4.187)
5 _3
+ [‘f] + [ Z]t (4.188)
3 -1
—2] ,
+ [_3] e (4.189)
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Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 4.2.1. Calcule uma solucao particular de
-1 1 et
y = [ 0 _1] Y+ [ t] (4.190)

Solugao. Primeiramente, calculamos a forma das solugoes fundamentais do
sistema de equacdes homogéneas associado. A matriz® dos coeficientes do
sistema tem 79 = —1 como autovalor duplo. Do que vimos na Subsecao
4.1.2, temos que

yi(t) =vie (4.191)
Ya(t) = vite™" +vye™ (4.192)

formam um sistema fundamental de solugoes, onde v e vy sao vetores ade-
quados.

Do método dos coeficientes a determinar, do formato das solugdes fundamen-
tais e do termo nao homogéneo®, buscamos por uma solucao particular da
forma

Yp(t) = (wit +wot®)e ™", (4.193)

Denotando a matriz de coeficientes do sistema por A, o termo nao homogéneo
por g e substituindo y, no sistema, temos

y; = Ay, +g(t) (4.194)
1

['w1 + (2’11)2 — wl)t — ’ll]gtﬂ B_t = (Awlt + A’LUQtQ)G_t + l 1] G_t (4195)

Dai, segue que

w, = l : ] . (4.196)

Do termo t2e~!, temos

50s autovalores de uma matriz triangular sio iguais aos elementos de sua diagonal.
6Veja a Observacio 3.3.2.

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://phkonzen.github.io/notas/contato.html
https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 4. SISTEMA DE EDOS LINEARES DE ORDEM 1 123

Disso e do termo tet, obtemos
Aw1 = (21112 — wl) (4198)
—2 . 2’(1)12 —1
-]
_1

Concluimos que

Yp(t) = q_ll] t+ [_ﬂ t2> et (4.201)

é solucao particular do sistema.

%
ER 4.2.2. Calcule a solucao do PVI
-1 1 et
y = [ 0 _J y+ [—e—t] (4.202)
1
y(0) = [_11 (4.203)

Solucgao. Primeiramente, calculamos a solugao geral da forma

y(t) = ayi(t) + cay2(t) + y,(1), (4.204)

onde {yi, ¥y2} é um conjunto fundamental de solugdes do sistema de equa-
¢oes homogeéneas associado e y, ¢ uma solu¢ao do sistema de equacoes nao
homogéneas.

Notamos que 7 3 = —1 é autovalor duplo da matriz de coeficientes do sistema.
Com isso, temos as solugoes fundamentais da forma

yi(t) = vie™, (4.205)
yo(t) = vite " +voe . (4.206)

O vetor v; ¢ autovalor associado a 12 = —1, i.e.
(A=ri2lv; =0 (4.207)
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01110
P11y .
v = L (4.209)
Por outro lado, vy é tal que
(A — 7“172[)’02 =7V (4210)
01 |1
lO 0 | O] (4.211)
1
vy = [1] (4.212)
Com isso, temos obtidas
I -
yit) = |yl ¢ (4.213)
yo(t) = 0 te™" + e (4.214)
No Exercicio Resolvido 4.2.1, calculamos a solucao particular
1 1
y,(t) = q—ll t+ [ 02] t2> e " (4.215)
Até aqui, temos calculado a solucao geral
L
y(t) = ol ¢ (4.216)
1, 1|
+ ¢ te™" + o e (4.217)
0 1
1 3| 2\ ¢
5 _
—i—(l_l]t%—lolt)e . (4.218)
Por fim, aplicamos a condi¢ao inicial
1
y(0) = [_1] (4.219)
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el e

Ou seja, co = —1ec; =2.

Concluimos que a solugao do PVI é

y(t) = H = (4.221)
_ H . H ot (4.222)
NONCE R

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.4.2.1. Calcule uma solucao particular de

y = [:; :ﬂwl ;] (4.224)

E.4.2.2. Calcule uma solugao particular de

y1(t) = =y (t) + 2u2(t) — * (4.225)
ys(t) = dy1(t) + ya(t) +e* (4.226)

E.4.2.3. Encontre a solucao geral de

Yy = 2y1 — Yo + sen(t) (4.227)
Yo = By — 2y — 1 (4.228)
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E.4.2.4. Calcu].e a SOlugéO de
= 2|y + ¢ (4.229)
y 2 3 y t| > .

y(0) = H (4.230)
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Capitulo 5

EDO linear de ordem mais alta
com coeficientes variaveis

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Neste capitulo, vamos estudar métodos de solugoes para EDOs lineares de
ordem mais alta com coeficientes variaveis.

5.1 EDO de ordem 2 com coeficientes varia-
veis: fundamentos

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Nesta secao, vamos discutir de forma bastante introdutoéria o caso de EDOs
lineares de ordem 2 com coeficientes nao constantes, i.e. EDOs da forma

p(x)y” +q(x)y’ +r(z)y = g(x), (5.1)
sendo y = y(x) e p(x) # 0.

A teoria fundamental para tais equagoes é analoga a de equagoes com coe-
ficientes constantes. Mais precisamente, a solucao geral pode ser escrita na
forma

y(t) = iy (z) + caya(z) + yp(2), (5.2)
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onde y; e yo formam um conjunto de solugoes fundamentais (W (y1, y2;t) # 0)
para a equagao homogénea associada e y, ¢ uma solucao particular da equagao
nao homogénea. Cabe observar que a existéncia e unicidade de solugao (para
um PVI com equagao homogénea) é garantida quando os coeficientes p, g e
r sao fungoes continuas no dominio de interesse.

A seguir, vamos explorar dois casos. O primeiro, é a equacao de Euler!, a
qual admite solugoes da forma y = 2" e pode ser tratada usando as mesmas
abordagem utilizadas no caso das equacoes com coeficientes constantes. O
segundo caso, sao de equagoes que admitem solugoes em série de potén-
cias.

5.1.1 Equacgao de Euler
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Um caso fundamental de uma EDO linear de segunda ordem com coeficientes
nao constantes é a equacao de Euler

2" + axy + by = 0, (5.3)

onde a,b sdo constantes e y = y(z).

Assumindo uma solucao da forma
y(t) = (5.4)
e substituindo na EDO, obtemos
2*r(r — )" 2 + avra” " + ba" = 0. (5.5)
Rearranjando os termos, temos a equagao caracteristica
r(r—1)+ar+b=0 (5.6)

ou, equivalentemente,
r* +(a—1)r+b=0. (5.7)

Suas raizes sao

(1—a)x,/(a—1)2—4b

2
'Leonhard Euler, 1707-1783, matematico suico. Fonte: Wikipedia.

r,T2 =
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Raizes reais distintas
[Video] | [Audio] | [Contatar]

No caso de (a — 1)? — 4b # 0, temos que as raizes r; e ro da equacio carac-
teristica sdo reais e distintas (ry # r3). Assim, y;(z) = 2™ e yo(x) = x™ sdo
solugoes da equacao de Euler e o wronskiano

W(Z/l;y%t) = zi zz (5-9)
" "

- 7’1$T1_1 T.me—l (510)

= (ry —ry)a™ 2 £ 0. (5.11)

(5.12)

Ou seja, {y1, Y2} formam um conjunto fundamental de solugoes para a equa-
¢ao de Euler, logo sua solugao geral é

y(t) = ™ + cox™. (5.13)

Exemplo 5.1.1. Vamos encontrar a solucao geral de

22y" 4+ xy — 4y = 0. (5.14)

Supondo uma solugao da forma y(t) = 2", obtemos a equagao caracteristica
associada

r? —4=0. (5.15)

Suas raizes sao r; = —2 e ro = 2. Logo, concluimos que a solugao geral é

y(z) = 17 + co®. (5.16)
No Python?, temos
1 In : from sympy import =
2 In : dsolve(x**2xdiff (y(x),x,2)+x*xdiff (y(x),x)

-4xy(x))

3 Out: Eq(y(x), Cl/x**2 + C2*x*%x2)

2Veja Observacio 7?7

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://phkonzen.github.io/notas/contato.html
https://www.python.org
https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

5.1. EDO DE ORDEM 2 COM COEFICIENTES VARIAVEIS:
FUNDAMENTOS 130

Raiz dupla
[Video] | [Audio] | [Contatar]

No caso de (a — 1)? — 4b = 0, a equacio caracteristica tem raiz dupla

l—a
= . 5.17
r== (5.17)
Isto nos fornece a solugao particular
yi(t) = a". (5.18)

Para obtermos uma outra solugdao, usamos o método da reducao de or-
dem. I.e., buscamos por uma solucao da forma

Yo () = u(@)y: (), (5.19)

Substituindo y na equagao de Euler, obtemos

0 = 2%y + axys + bys (5.20)

= 2% (ylu + 210" + yru”) (5.21)

+ ax (yyu + yru’) (5.22)

+ byu (5.23)

- (a:Qy’l’ + azy) + Byl) u (5.24)

=0

+ 2y 4 (22%y) + azy )’ (5.25)

= 2" 4 (22%r2" ™ + aza" ) (5.26)

= 2" 2" + (2r + a)2" (5.27)

= 2" + " (5.28)

Desta equacao, obtemos

1

g = = = g (5.29)
u

= Inu|=—-In|z|+¢ (5.30)

Sl =S (5.31)

T
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= u = cln|z| + d. (5.32)

Ou seja, podemos escolher yo(z) = z" In |z|. Conferindo o wronskiano, temos

. _ .TT ‘TT‘ ln |I’
W(ylayQﬂt) T |yt (r In |x| + 1)xr_1

=240, x#0. (5.34)

(5.33)

Concluimos que, no caso de raiz dupla r = (1 — a)/2, a solugdo geral da
equacao de Euler é

y(t) = (c1 + e ln |z 2" (5.35)
Exemplo 5.1.2. Vamos obter a solugao geral de

v*y —ay +y=0. (5.36)

A equacao caracteristica associada é
r?—2r+1=0, (5.37)

a qual tem raiz dupla » = 1. Logo, a solucao geral desta equacao de Euler é

y(t) = (c1 + coln|z|)z. (5.38)
No Python?, temos
1 In : from sympy import *
2 In : dsolve(x**2xdiff (y(x),x,2)-x*diff (y(x),x)
+y(x))
3 Out: Eq(y(x), x*x(Cl + C2xlog(x)))

4

Raizes complexas

[Video] | [Audio] | [Contatar]

3Veja Observacio 7?7
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No caso de (a — 1) —4b < 0, a equagao caracteristica associada a equagio
de Euler tem raizes complexas

r1,Te = At iu (5.39)

onde

_ (1—-a) YA —(a—1)
A= 5 e pu= 5 .

Da férmula de Euler, temos

g = (5.41)

_ (i) In(a) (5.42)

= eMrlellcos(pInz) £ isen(pln z)] (5.43)

= 2Mcos(pInz) £ isen(uln 2)). (5.44)

Agora, da linearidade da equagao de Euler, vemos que y;(z) = 2* cos(u In |z])

e ys(z) = 2* sen(p In |x]) sdo solugdes particulares. Mais ainda, o wronskiano
W(y1,y2;t) = u (5.45)
Y1 Yo

= px*! (5.46)

4b — (a — 1)?
= 5 z* # 0. (5.47)

Concluimos que, no caso de raiz dupla, a solucao geral é

y(t) = 2*cy cos(pIn |2]) + o sen(pIn |z])]. (5.48)

Exemplo 5.1.3. Vamos obter a solucao geral de
22y" + xy' +y = 0. (5.49)

A equacao caracteristica associada é
r?+1=0, (5.50)

a qual tem raizes imaginarias r = +i. Logo, a solucao geral desta equacao
de Euler ¢é
y(t) = ¢y cos(In |z|) + cosen(ln |x]). (5.51)

No Python*, temos

4Veja Observacio 77
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1 In : from sympy import

2 In : dsolve(x**2xdiff (y(x),x,2)+x*diff (y(x),x)
+y(x))

3 OQut: Eq(y(x), Cl*sin(log(x)) + C2*cos(log(x)))
4

5.1.2 Solucao em série de poténcias
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Em muitos casos, a solugao geral de tais EDOs pode ser escrita como uma

série de poténcias, i.e.
o0

y(t) =Y an(x — x0)" (5.52)

n=0
O ponto xg é arbitrario e deve pertencer ao dominio de interesse. A ideia
basica é, entao, substituir a representagao em série de poténcia de y na EDO
de forma a calcular seus coeficientes.

Exemplo 5.1.4. Vamos usar o método de série de poténcias para resolver

y" —ay =0, (5.53)
chamada equacao de Airy”.
Vamos assumir que
y(t) = i anz". (5.54)
Segue que "
y'(t) = i apna” ! (5.55)
n=1
= i ant1(n+ 1)z" (5.56)
n=0
e
y'(t) = i ans1(n + Dna™! (5.57)
n=1

5Sir George Biddell Airy, 1801 - 1892, matemético inglés. Fonte: Wikipedia.
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= i Ant2(n +2)(n+ 1)z". (5.58)

n=0

Substituindo na equagao de Airy, obtemos

0=y"—zy (5.59)
= i ni2(n+2)(n +1)2" —x i ana" (5.60)
n=0 n=0
= 3 tna(n+ 20+ 1" — 3 ™! (5.61)
n=0 n=0
= 2as + i apio(n+2)(n+ 1)z" — i ap_1x" (5.62)
n=1 n=1
= 2ay + i(anJrg(n +2)(n+1)—a,_1)x". (5.63)
n=1

Como esta tultima equacao deve valer para todo x, segue que

as = 0, (564)
(n+2)(n+ Dapio = a1, n=1273,... (5.65)

Observamos que nao ha condigoes impostas para ag e a;, ou seja, sao cons-
tantes indeterminadas. Das relagoes acima, obtemos:

a) n=3,6,9,...
a2
== =0 5.66
G405 (5.66)
as
=—=0 5.67
“T 79 (5:67)
(5.69)
agg+2 = 0, k 2 1. (5 70
b) n=1,4,7,...
Qo
= — 5.71
as 237 ( )
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as ap
pr— = . 2
656 2.3.5.6 (5:72)
_ as Qg
T8 97 2.3.56-8-9 (5:73)
5.74)
Qo
— k> 5.75
k=93 (Bk—1)-(3k)  © (575)
c) n=2,528, ...
_ M
ar =5, (5.76)
a4 a1
6T 3467 (5:17)
ay aj
_ _ 5.78
MT 90 3-4.6-7-9-10° (578)
: 5.79)
h k>1 (5.80)
a = . .
TS Bk (B 1) T
Do que calculamos, podemos concluir que
0o LE‘Sk
y(t) =a [1 + ] 5.81
(t) = a0 ,;2-3--...(3k—1)-(3k) (5:81)
00 x3k+1
+ay |+ : (5.82)
1[ ,;3-4-----(3k;)-(3k+1)]

Ha uma série de questoes importantes que fogem dos objetivos destas notas
de aula. Por exemplo, observamos que nem sempre é possivel escrever a
solugao de uma EDO como uma série de poténcias. Também deve-se fazer
um tratamento especial quando P(z() = 0. Para maiores informagoes, pode-
se consultar [7].

Exercicios resolvidos

[Video] | [Audio] | [Contatar]
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ER 5.1.1. Resolva

22" — 2y + 2y = 0, (5.83)
y(1)=0 e ¢'(1)=-1 (5.84)

Solugao. Trata-se de um PVI envolvendo a equagdo de Euler. Primeira-
mente, buscamos a solugao geral desta equacao. Para tanto, resolvemos a
equagao caracteristica associada
r? —3r+2=0. (5.85)
As raizes desta equacdo sao
rn=1 e ro=2. (5.86)
Logo, a solugao geral da EDO é

y(t) = c1w + cor? (5.87)

Agora, das condicOes iniciais, obtemos

y(1)=0=c1+c2=0 (5.88)

y'(1)=—-1=c¢1 4 2c, = -1 (5.89)

Resolvendo, obtemos ¢; = 1 e ¢ = —1. Concluimos que a solu¢ao do PVI é
y(t) = o — 2% (5.90)

Q

ER 5.1.2. Considere o seguinte PVI

y" + zy’ = cos(x), (5.91)
y(0)=1, %(0)=0. (5.92)

Calcule os quatro primeiros termos da representagao da solugao em série de
poténcias em torno de x5 = 0.
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Solugao. Consideramos que a solucao possa ser escrita como uma série de
poténcias da forma

= > a,a”. (5.93)
n=0
Ainda, lembramos que
00 2n
cos(z Z ) - (5.94)
Assim sendo, substituimos na EDO para encontrarmos
cos(z) =" + xy (5.95)
. (_1)nx2n - n
Yoo = 2 anre(n+2)(n+ (5.96)
n=0 (2n> n=0
+ 2> apsi(n+1)z" (5.97)
n=0
= api2(n+2)(n+1)2" (5.98)
n=0
+ 3 apii(n+ 1)z (5.99)
n=0
1 n$2n
1+ Z = 2ay + Z ania(n+2)(n+ 1)z" (5.100)
n=1
+ > ayna” (5.101)
n=1
(5.102)
Dai, considerando como constantes indeterminadas ay = ¢ e a1 = co, temos
1 Co
B - _= 5.103
a2 9 as 6 ( )
Obtivemos a seguinte aproximacao da solucao geral
1
y(z) = ¢ + cor + 5352 - %x?’. (5.104)

Aplicando as condigbes iniciais, temos

y0)=1=¢ =1 (5.105)
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y'(0)=0=> ¢, = 0. (5.106)

Assim, temos calculado a seguinte aproximagao da solugao

Lo

ylx) =1+ 3% (5.107)

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Em construgao ...

5.2 Integrais de Euler
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Nesta se¢ao, vamos estudar as integrais de Euler de primeiro tipo (ou, fungao
beta) e a de segundo tipo (ou, fungdo gama).

5.2.1 Funcao gama

[Video] | [Audio] | [Contatar]

A funcao gama (ou integral de Euler de segundo tipo) é definida por
(z) = / 2le (5.108)
0

para qualquer x niimero real positivo.

Ela pode ser interpretada como a generalizacao para niimeros reais da fungao
fatorial de niimeros naturais. Isto se deve ao fato de que

D(n+ 1) = n! (5.109)
=n-n—-1)-(n—-2)-----1 (5.110)
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para qualquer n ntimero natural®.

De fato, temos I'(1) = 1, pois da definigao (5.108) temos

I(1) :/Oozl_le_zdz (5.111)
0
:/Ooe—zalz (5.112)
0
=~ (5.113)
0 —1
= lim (= —lim (= (5.114)
Z2—00 z—0
= 1. (5.115)

Além disso, vale a propriedade
I(z+1) =al'(2). (5.116)

De fato, da defini¢ao (5.108) e por integracdo por partes, temos

I(x+1) (5.117)
(5.118)
(5.119)
(5.120)
(5.121)

Logo, para n nimero natural, temos
I'(n+1) =nl(n) (5.122)
=n-(n—1)IMn-1) (5.123)
=n-(n—1)-(n—2)I'(n—2) (5.124)

5Por definicdo, 0! = 1.
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(5.125)
—n-(n—1)-(n— A1T(1) (5.126)
n-(n—1)-(n— 1 (5.127)
= nl (5.128)
Exemplo 5.2.1.
T'(5) = 4l (5.129)
=4.3.2-1 (5.130)
= 2. (5.131)
Y 1 2 3 4 5
: X
:
Figura 5.1: Esbogo do gréfico da fungdo gama I'(z).
Observacao 5.2.1. Vejamos as seguintes observagoes:
a) £1(0)
De fato, I'(0) nao esta definido pois
r(1)=1
r
lim I'(z) = lim Mz —00 (5.132)
z—0~ z—0~ T
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e
r(1)=1

lim I'(z) = lim Mz 00 (5.133)

x—0+ z—0t T

b) AT (p), com p inteiro negativo

De fato, isto pode ser mostrado por indugao a partir do item a) e da
propriedade (5.116). Verifique!

Observagao 5.2.2. Para nimeros nao naturais z, o valor de I'(x) s6 pode
ser computado via técnicas de calculo numérico. Uma das excegoes, F(%), de
fato

1 S|
F<2> —/ 22 e " dz (5.134)

0
/ R (5.135)
0z '

dz dz
= —, obtemos

2z  2u

1 o0 o= u?
(2) T wdu (5.136)
_9 / e du (5.137)
0

Fazendo a substituigdo u = /z, temos du =

— / e du (5.138)
Esta ultima é a conhecida integral de Gauss, a qual tem valor

/Oo e~ du = /7. (5.139)

—00

Logo, concluimos que

r (1) = T (5.140)

5.2.2 Funcao beta

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://archive.org/details/funcao-beta
https://phkonzen.github.io/notas/contato.html
https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

5.2. INTEGRAIS DE EULER 142

A funcgao beta (ou, integral de Euler de primeiro tipo) é definida por
1
B(z,y) = / 271 = 2)¥ e, (5.141)
0

para quaisquer nimeros reais positivos x e y.

Sua relagdo com a funcao gama é dada por

Blz,y) = 5.142
R (5.142)
De fato, temos
F(x)'(y) = / u" e du - / vWle ™ dv (5.143)
_/ / u Ve ) gy dy (5.144)
v=0 Ju=0

Fazendo a mudanca de varidveis u = zt e v = z(1 — t), temos a jacobiana

J(u,v) = % 3 (5.145)
0z
= ‘(1;) - (5.146)
= —2z. (5.147)
Logo,
n= [ . /t (a1 — e B o) dedz - (5.148)
e /tlotf—la—t)y—ldt (5.149)
= FZ(:U T+ By, (5.150)
o que nos fornece (5.142).
Exemplo 5.2.2.
B (; ;) . (5.151)
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De fato, de (5.142), temos

1y _TErE)
B (2, 2) ") (5.152)
= ‘/FE(R/)E (5.153)
— (5.154)

Para n e m nimeros naturais nao nulos, a propriedade (5.142) mostra que a
funcao beta guarda a seguinte relacao com os coeficientes binomiais

n+m 1
)

B(n,m) = (5.155)

onde no denominador do ultimo termo temos o coeficiente binomial

ntm n+m) n+m)!
( n ) B n!(é—i—mzn)! a ( n!m!) ' (5.156)

De fato, (5.155) decorre de (5.142), pois

B(n,m) = m (5.157)
= (ndi)yiz)})! (5.158)
_ (n”jrmﬂi)!”;mm (5.159)
_ ”;mm . (n;@! (5.160)
_ntm i (5.161)

- nm n+m)
n

Exercicios resolvidos

[Video] | [Audio] | [Contatar]
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3
ER 5.2.1. Calcule I’ <2)
Solugao. Da propriedade (5.116) e de (5.140) , temos
3 1
I'=-)=Ir{=-+1 .162
2)-rG+) (5162
1 1
= Ir(= 1
() (5163
1
= VT (5.164)
O
ER 5.2.2. Verifique que
1
n! = / (—Ins)"ds. (5.165)
0
Solugao. Fazemos as mudancas de variaveis t = —In s, donde
1
dt = ——ds (5.166)
s
=ds=—e"dt (5.167)
Logo, temos
1 0
/ (—Ilns)ds = —/ tret dt (5.168)
0 0o
- / tret dt (5.169)
0
=T(n+1) (5.170)
= n! (5.171)
O
ER 5.2.3. Calcule B(2,3).
Solugao. Da propriedade (5.142), temos
r)re)
B(2,3) = ——= 5.172
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= 1!4’!2! (5.173)

- 224 (5.174)

_ 112 (5.175)

O

Exercicios

E.5.2.1. Calcule

E.5.2.3. Calcule

[Video] | [Audio] | [Contatar]
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)T
b) I'(-3)

E.5.2.4. Calcule

a) B(1,1)
b) B(2,2)

c) B(3,2)

E.5.2.5. Calcule

a) B (%, %)

E.5.2.6. Verifique que

para todo x nimero real positivo.

5.3 Equacao de Bessel

(5.176)

[Video] | [Audio] | [Contatar]

As funcoes de Bessel estao relacionadas as solugoes das chamadas equagoes
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de Bessel

2.1

o2y + xy + (2 — )y =0, (5.177)

onde y : x — y(x). Esta equacdo admite uma solugao da forma

e}
= Z cpa™t, (5.178)
n=0
comr,cog#0ec, n=12 ...devem ser determinados. Para tanto, vamos

substituir (5.178) em (5.177). Antes, observamos que

=Y culn+r)z"t! (5.179)
n=0
€ o0
y'(x) =Y caln+r)(n+r—1)z"> (5.180)
n=0

Substituindo em (5.177), obtemos

0=2%"+ay + (2* — 1)y (5.181)
=> cn+r)(n+r—1)z""" + ch(n+r)x”+’” (5.182)

n=0 n=0
+ Z O AR Vel e st (5.183)

n=0 =
=co(r* —r+r—v*)a" (5.184)
+2" ) e [(n +r)n+r—1)+n+r)— Vﬂ "+ 2" e, (5.185)

n=1 n=0
=c(r’ —v)a" +12" > ¢, [(n +7)? — VQ} " (5.186)
n=1

+2" > ezt (5.187)

Do primeiro termo, obtemos a chamada equacao indicial
r?—v* =0 (5.188)

donde
r =, Ty = —U. (5.189)
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Ou seja, somente podemos esperar encontrar solugoes para (5.177) da forma

(5.178) para estes valores de r.

Substituindo r = r; = v em (5.187), obtemos

[e.9]

0=2") ¢, {(n +v)? — 1/2} S

n=1 n=0

=2"> cn(n+2w)z" + 27>

n=1 n=0

=a" [aa(l+20)x+ > cn(n+2v)a" +2" > cpa”?

m=n—2 m=n

=z [c1(1+2v)z

+ ) o (m+2)(m + 24 20)2™ 2 + 27 > ™

m=0 m=0

o
= z¥ {cl(l +20) + > [empa(m+2)(m + 2 4 2v) + ¢ 2™

m=0

Logo,
a(l+2v)=0

e, param =0,1,2, oo,
(m+2)(m+2+2v)cpi2+ ¢, =0
ou, equivalentemente,

Cm

m+2)(m+ 2+ 2v)

Escolhendo ¢; = 0, temos
cg=cs=cy=---=0.

Agora, param+2=2n,n=1,2,3,..., temos

_ Con—2
2n(n+v)

Con =
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Dai, segue que

Co

=" 201
2T TR 1t (5.201)
(&)
= 202
AT TR 21y (5:202)
Co
= 5.203
2421 - (14+v)(2+v) ( )
C4
= 5.204
66 22 K 3 . (3 + V) ( )
Co
- _ 5.205
260.31-(14+v)2+v)(3+v) ( )
(5.206)
(=1)"co
Y= 5.207
= 1+ )2+ ) (ntv) (5.207)
Da propriedade da fungao gama
Nz +1) =2(x) (5.208)
temos que
'Nl+v+1)=10+v)I(1+v) (5.209)
Fl+v+2)=2+v)I'2+v)=14+v)2+v)(1+v) (5.210)
: (5.211)
F'l+v+n)=0+v)2+v)---(n+v)I'(1+v). (5.212)
Com isso, escolhendo
1
S — 21
T T 1) (5:213)
concluimos que
(="
n = 214
“ 220tvpIl(1 + v +n) (5:214)
e
Cop—1 — 0 (5215)

paran=1,2.3,....
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Com tudo isso, obtivemos a seguinte solucao para a equacao de Bessel

- (=1)" ot
= Y 5.216

n=0

ou, equivalentemente,

n=0

Esta é conhecida como funcao de Bessel de primeira espécie de ordem
v e é usualmente denotada por

T T

n=0

Pode-se mostrar que se v > 0, a série converge para = € [0, c0).

Outra solucao da equacao de Bessel é obtida tomando r = ro = —v. Proce-
dendo de forma analoga, obtemos a solucao

y(x) = J_,(x) (5.219)
00 (_1)71 T 2n—v
- ngo n!l'(1 —v+n) (2) ’ (5.220)

a qual é chamada de funcao de Bessel de primeira espécie de ordem —wv.

Agora, vamos discutir sobre a solugao geral da equacao de Bessel. Pode-
se mostrar se ¥ nao é um ndmero inteiro, entdao J,(z) e J_,(z) sdo
solucoes linearmente independentes. Logo, temos a solucao geral

y(x) =crd,(x) + cad_(x), v ELZ. (5.221)

Exemplo 5.3.1. A solucao geral da equagao de Bessel de ordem v = 1/3

1
22y + xy + (x2 - 9> y=0 (5.222)
é
y(x) = 1y (x) + CQJ7%<1'>. (5.223)
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5.3.1 Funcao de Bessel de segunda espécie

[Video] | [Audio] | [Contatar]

A funcao de Bessel de segunda espécie de ordem v é dada por
Jy(x) cos(vm) — J_,(x)

sen(v)

Y,(z) = (5.224)

Para v nao inteiro, Y, (z) e J,(z) sao solugdes linearmente independentes
da equacao de Bessel. Agora, pode-se mostrar que quando v — m nimero
inteiro, o seguinte limite estd bem definido

Yo (z) = lim Y, (x). (5.225)

v—m

Além disso, para m ntmero inteiro, Y,,(z) e J,,(z) s@o linearmente indepen-
dentes. Logo, a solugao geral da equacao de Bessel de ordem m ¢é

y(x) = c1Jpm(x) + Yo (), (5.226)

onde Y, (z) é chamada de funcao de Bessel de segunda espécie de ordem
v.

Exemplo 5.3.2. A solugao geral da equacao de Bessel de ordem v = 3

o2y + zy + <x2 - 9) y=0 (5.227)
y(z) = c1J3(x) + e2Ys(x). (5.228)

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 5.3.1. Forneca a solucao geral da equacao

22y 4+ xy + 2%y =0 (5.229)

Solugao. Esta é a equagdao de Bessel de ordem v = 0. A solugdo geral
é combinagao linear da funcdo de Bessel de primeira espécie Jy(x) com a
fungao de Bessel de segunda espécie Yy(z), i.e.

y(ZL‘) = ClJ()(l') + Cg}/o(ft). (5230)
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O
ER 5.3.2. Verifique se
2\ 2
Ji(z) = <> senx, x>0. (5.231)
2 T
Dica: ) (2m)!
n)!
(= = : .
(2 + n) ] Nz (5.232)

Solugao. Da definicao da funcao de Bessel de primeira espécie de ordem v
(5.218), temos

= (=)™ )\ 23
)= nzz:o il (141 +n) <2> ‘ (5-233)
Usando (5.232), temos
r (1 + ; + ) mﬁ (5.234)
2+ D~ (5.235)

T 222(n 1)

Substituindo na fun¢ao de Bessel, obtemos

J%(ft)zi [2(;11); \/_(x>2n+; (5.236)

n=0 T 22n+2( +1)!

)n22n+2(n+1> .

_ ( ) 7 Z ESIR (5.237)

NEAY (—1)”22(n +1) o

B (27r> ~ [2(77, + 1)t (5.238)
A m2n+2) .

B (27r> Z:: 2n +2)(2n + 1)!x (5:239)
B x\Q/\Q/\—/_ 2 (Q(n i)Z) o (5240)

2
= |/ —senuz, (5.241)
g

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 5. EDO LINEAR DE ORDEM MAIS ALTA COM

COEFICIENTES VARIAVEIS 153
lembrando que a expansao em série de MacLaurin
- (_1)n 2n+1

= — 5.242

sen x 712::0(2n+1>!:c ( )

O

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.5.3.1. Forneca a solucao da equacao de Bessel

1
o2y + xy + (2° — 1—6)y = 0. (5.243)

E.5.3.2. Forneca a solucao da equagao de Bessel de ordem um

2?y" + xy + (22 — 1)y = 0. (5.244)

E.5.3.3. Forneca a solucao da equagao

4% (y" +5y) + 4oy’ — 9y = 0. (5.245)

E.5.3.4. Calcule Jj(x) para z > 0.
E.5.3.5. Verifique se

() = ()2 cosr, x>0. (5.246)

E.5.3.6. Calcule a solucao geral da equagao de Bessel de ordem um meio

1
o2y + xy + <x2 — 4) y = 0. (5.249)

"Pode-se mostrar que .Jy é uma funcio analitica em x = 0. Veja, por exemplo, [?,
Capitulo 5., Segéo 5.7.]
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Resposta dos Exercicios

E.1.1.1. a), ¢)

E.1.1.2. a) 1;b) 3;¢) 2;d) 2.
E.1.1.3. a), d).

E.1.1.4. a), b).

E.1.1.5. a) {—3,2}; b) {0,3}
E.1.1.6. {—1,2}.

E.1.2.1. y(t) = 1.

E.1.2.2. y(t) = £ + L.
E.1.2.3. y(t) =& — 3t + 1.

E.1.2.4. y(t) = —sen(?).

154
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E.2.1.1. y(t) = ¢!

E.2.1.2. y(t) = 3¢t — 2

E.2.1.3. y(t) — Ce—t + sen(x)  cos(x)

E.2.1.4. y(t) =2 (£ - 1)

E.2.1.5. y(t) = (5 +1)
E.2.1.6. 1.5 5
E.2.2.1. y(z) =In (+>

E.2.2.2. y(x) = —

E.2.2.3. y(z) =In (2 — e™®)

E.2.2.4. a) y(t) =0; b) y(t) = 0; ¢) y(t) = L; d) y(t) — oo.

yoL
E.2.2.5. y(t) = .
y(t) Yo + (L —yo)em

E.2.2.6. a) y(t) =0; b) y(t) = 0; ¢) y(t) = L; d) y(t) — K; e) y(t) = K;
f) y(t) — K.

E.2.3.1. Exata
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E.2.3.2. xcos(y) +y=c

2 3

E.2.3.3. -2 % 2 —

E.2.3.4. (zy+222)? — 42 = ¢

2

E.2.35. 2y % —4- =1
E.3.1.1. y(t) = cre™ + cpe®
E.3.1.2. y(t) = 3 — ¥

E.3.1.3. y(t) = ' — &*

E.3.14.1

E.3.1.5. Mostre que y;1(t) = €™ e yy(t)

W (y1,y2;t) # 0.

E.3.2.1. y(t) = [c1sen(t) + co cos(t)]et

E.3.2.2. y(t) = e 3 sen(2t)

E.3.2.3. y(t) = (c1 + cot)e™

E.3.2.4. y(t) = (24 2t)e™*

E.3.2.4. W(yy,yo;t) = pe®*** #0
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E.3.2.4.

E.3.3.1.

E.3.3.2.

E.3.3.3.

E.3.3.4.

E.3.3.5.

E.3.3.6.

E.3.3.7.

E.3.4.1.

E.3.4.2.

E.3.4.3.

E.3.4.4.

W(yr,yz:t) = e #0

y(t) = cre™ + cpe’ + ge*

y(t) = (cl — %) e 2+ cyet

y(t) <01 + ot + %) et

y(t) = (01 + %) cos(2t) + (02 + %) sen(2t)

Dica: Basta usar que y;+by;+cy1 = ¢1(t) e que y§+byh+cys = ga(t).

yt)=—2e et L -3

1 E—m
s(t) ~ P —— ( 5 cos(t) + sen(t))

y(t) = cre™3 + coe™ + cze®
y(t) = (c1 + cot)e ! + cze?
y(t) = cre™" + e'cg cos(t) + ez sen(t)]

y(t) = cre™ + (o + cat)el + cye?

E.3.4.5. y(t) = 3¢ — 1e*
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E.3.4.6. y,(t) = —z€".

1
E.3.4.7. y,(t) = —Le "

E.3.4.8. y,(t) = 3sen(t) + cos(t).

E.3.4.9. y,(t) = 3sen(t) + cos(t) — te'(2cos(t) + sen(t))

E.4.1.1. yi(t) = c1e73 + coe®, yo(t) = —cre73 + 2c9e3

E4.1.2. yi(t) =¥ — e, yo(t) = ¥ + de™

E.4.1.4. y,(t) = (-t + 2)@‘2'5, yo(t) = (—t + 1)6—2t

E.4.1.5. y;1(t) = —cisen(t) — cacos(t), ya(t) = (—2¢1 — co)sen(t) + (¢1 —
2¢4) cos(t)

E.4.1.6. y(t) = —2cie™ — 2cote™ + 3eae™ — 2c3e®, yo(t) = cre™' + cote ™ +
cze®, ys(t) = coe™ + ce®

E.4.2.1. y, (1) = 2€t, yo(t) = 3¢t

E.4.2.2. y,1(t) = goe ' (—4e*(3t + 1) — 9), y,o(t) = 5€¥(1 — 6t)

E.4.2.3. y1(t) = —casen(t)+c;(2sen(t)+cos(t))+ 1 (tsen(t) — (2t +1) cos(t) +
2), y2(t) = bey sen(t) + co(cos(t) — 2sen(t)) — 2t cos(t) + 2
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E.4.2.4. yi(t) = 5e7" — 3e¥ + 2¢', (1) = ge~' — S + S

E.5.2.1. a) 1; b) 2; ¢) 24; d) 720

E.5.2.2. a) ¥7; b) 27, o) Y7

E.5.2.3.a) —2\/7; b) 2T
E.5.2.4.a) 1;b) %; ¢) &;
E.5.2.5.a) m; b) 2;¢) §

E.5.2.6. Dica: use (5.142).
E.5.3.1. y(z) = 1y (x) + ch_%(x)
E.5.3.2. y(z) = o1 J1(x) + oY1 (2)
E.5.3.3. y(z) = a1 Js(2) + c2J_3()
E.5.3.4. J|(z) = —Ji(2)

E.5.3.5. Dicas:

2 ~ anp)

r (1 + n) (2n)! VT

(1)
coszT = Z (=1) ",

n=0 (271)'
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E.5.3.6. y(x) = ;2%

cos
2172 + co 2172
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