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Prefacio

O site notaspedrok.com.br é uma plataforma que construi para o comparti-
lhamento de minhas notas de aula. Essas anotacoes feitas como preparacao
de aulas é uma prética comum de professoras/es. Muitas vezes feitas a ra-
biscos em rascunhos com validade tao curta quanto o momento em que sao
concebidas, outras vezes, com capricho de um diario guardado a sete cha-
ves. Notas de aula também sao feitas por estudantes - sdo anotagoes, fotos,
prints, entre outras formas de registros de partes dessas mesmas aulas. Essa
dispersao de material didatico sempre me intrigou e foi o que me motivou a
iniciar o site.

Com inicio em 2018, o site contava com apenas trés notas incipientes. De 14
para ca, conforme fui expandido e revisando os materais, o site foi ganhando
acessos de varios locais do mundo, em especial, de paises de lingua portugusa.
No momento, conta com 13 notas de aula, além de minicursos e uma colegao
de videos e audios.

As notas de Calculo I abordam sobre tépicos de calculo diferencial e integral
de fungoes de uma variavel real. Como ferramenta computacional de apoio,
varios exemplos de aplicacao de codigos python sao apresentados, mais es-
pecificamente, codigos com suporte da biblioteca de mateméatica simbdlica
SymPy.

Aproveito para agradecer a todas/os que de forma assidua ou esporadica
contribuem com corregoes, sugestoes e criticas! ;)

Pedro H A Konzen

https://www.notaspedrok.com.br
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CAPITULO 1. LIMITES 1

Capitulo 1

Limites

1.1 Nocao de limites

[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto em torno de um dado
ponto xg, exceto talvez em xy. Quando o valor de f(z) é arbitrariamente
proximo de um nimero L para x suficientemente préximo de xg, escre-
vemos

lim f(z) =L (1.1)

e dizemos que o limite da fungao f é L quando x tende a z;. Veja a
Figura 1.1.
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1.1. NOCAO DE LIMITES 2

Figura 1.1: Tlustracao da nocao de limite de uma funcao.

Exemplo 1.1.1. Consideremos a fungao

(1.2)

Na Figura 1.2, temos um esbog¢o do grafico desta funcao.
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CAPITULO 1. LIMITES 3

- RV KSR SO

N\

Figura 1.2: Esbogo do gréfico da fungao f(x) dada no Exemplo 1.1.1.

Vejamos os seguintes casos:

UL = W N =

o lim f(z) = 1= f(0).

x| —0,01 —0,001 —0,0001 | =0+ |0,0001 0,001 0,01

fx)] 0,99 0,999  0,9999 | — 1+ |1,0001 1,001 1,01

Com o Python+SymPy, podemos computar este limite com o comando

>>> from sympy import x*

>>> x = Symbol('x"')

>>> limit ((x**2-1) *(x-2)/((x-1)*(x-2))), x, 0)
>>> 1

lim f(x) = 2, embora f(1) ndo esteja definido.

z—1

]0,9 0,9 0,999 | -1+ [1,0001 1,001 1,01
fl@) 11,9 1,99 1,999 | — 2+« [2,0001 2,001 2,01

lim f(z) = 3, embora f(2) também nao esteja definido. Verifique!

T—2
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1.1. NOCAO DE LIMITES 4

1.1.1 Limites da funcao constante e da funcao identi-
dade

[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]
Da nocao de limite, podemos inferir que

lim k =k, (1.3)

T—T0

seja qual for a constante k. Veja a Figura 1.3.

Y

-

— Iy

Figura 1.3: Esbogo do gréfico de uma fungao constante f(x) = k.

Exemplo 1.1.2. Vejamos os seguintes casos:

a) lim 1 = 1 No Python, podemos computar este limite com os seguintes

r——1
comandos.
1 >>> from sympy import x*
2 >>> x = Symbol("x"
3 >>> 1limit (1, x, -1)
4 >>> 1
5
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CAPITULO 1. LIMITES

b) lim —3 = -3

r—2

c) lim<\/§—e):\/§—e

T—T

Também da nocgao de limites, podemos inferir que
lim =z = x,

T—T0

seja qual for o ponto zy. Vejamos a Figura 1.4.

R — e

r—Ip<— T &x

Figura 1.4: Nogao de limite para a funcao identidade f(z) = x.

Exemplo 1.1.3. Vejamos os seguintes casos:

a) lim z= -1
rz——1

b) limz =2

r—2
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1.1. NOCAO DE LIMITES 6

¢) limz=mn
T—T

Com o Python+SymPy, podemos computar o limite do item a) com os se-
guintes comandos

>>> from sympy import x*

>>> x = Symbol("x"
>>> limit(x, x, -1)
-1

U W o

Compute os outros itens e verifique os resultados!

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 1.1.1. Estime o valor do limite

lim e”. (1.5)

r—1

Solugao. Da nocao de limite, podemos buscar inferir o limite de uma fun-
¢ao em um ponto zy, computando seus valores préximos deste ponto. Por
exemplo, construimos a seguinte tabela:

x| 0,9 0,99 0,999 | —1<« |1,0001 1,001 1,01
f(x) 2,460 2,691 2,716 | — 2,72+ | 2,719 2,721 2,746

Com isso, inferimos que
lirr% e’ ~2,72. (1.6)
T—

Mais adiante, veremos que lim,_,; ¥ = e ~ 2, 718281828459045....

Verifique usando Python+SymPy!

O

ER 1.1.2. Considere que uma dada funcao f tenha o seguinte esbogo de
grafico:
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CAPITULO 1. LIMITES 7

¥

[ _
&
[
]
[ ]
—
|
= [an]
1
—
| R
w3 i

Entao, infira o valores de

a) lim f(x)

r——2

b) lim f(x)

r——1

c) lim f(x)

r—1

Solucgao.

a) lim f(z)

Para valores suficientemente préximos de —2 e a direita de —2 (i.e. z >
—2), podemos observar que f(x) = 1. Para tais valores de z a esquerda
de —2 (i.e. & < —2), vemos que os valores de f(z) tornam-se proximos
de 1. Isto é, temos que os valores de f(x) podemos ser tomados arbitra-
riamente proximos de L = 1, se tomarmos x suficientemente proximo de
—2. Concluimos que

lim = 1. (1.7)

r——2

b) lim f(x)

r——1
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1.1. NOCAO DE LIMITES 8

Mesmo sendo f(—1) = 2, observamos que os valores de f(x) podem ser
tomados arbitrariamente proximos de 1, se escolhemos valores de x sufi-
cientemente préximos de —1. Logo,

lim f(x)=1. (1.8)

r——1

o) lim /()

Aqui, para valores de z suficientemente proximos de xo = 1 e a esquerda
(x < 1), vemos que os valores de f(z) sdo proximos de L = 2. Entretanto,
para valores de x suficientemente préximos de xo = 1 e a direita (x > 1),
temos que os valores de f(x) sdo préximos de L = 1. Ou seja, nao é
possivel escolher um valor L tal que f(x) esteja arbitrariamente préxima
ao tomarmos x suficientemente proximo de xq = 1, pois L dependera de
x estar a esquerda ou a direita de do ponto xy = 1. Concluimos que este
limite nao existe, e escrevemos

Alim f(x). (1.9)

rz—1

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.1.1.1. Considere que uma dada funcao f tenha o seguinte esboco de
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Y

|

(]
|

'_I.
jas]
*
[
o
JI‘S -

grafico:
Forneca o valor dos seguintes limites:

a) lim f(x)

r——1

b) lim f(z)

r—1

c) lim f(z)

r—2

d) lim f(x)

r—3

E.1.1.2. Considerando a mesma funcao do exercicio anterior (Exercicio
1.1.1), fornega

L. lim f(z)

r——3

2. lim f(x)

z—0

3. lim f(z)

T3
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E.1.1.3. Fornega o valor dos seguintes limites:

a) lim 2
r—2

b) lim 2

r——2

c) lim —3

r—2

d) limm

r—e

E.1.1.4. Forneca o valor dos seguintes limites:

a) limx
T—2

b) lim z

r——2

¢) lim x
r——3

d) limz

Tr—e

E.1.1.5. Com base na nocao de limites, calcule:

a) lim |z
z—1

b) lim |z

r——1

c) lim ||
x—10—10

1.2 Regras para o calculo de limites

1.2.1 Regras de calculo

[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]
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CAPITULO 1. LIMITES 11

Sejam dados os seguintes limites

lim flz) =L, (1.10)
xli_gclog(x) =1Ly (1.11)

com xg, L1, Lo nimeros reais. Entao, valem as seguintes regras:

e Regra da multiplicacao por um escalar:

wh_}rgg k-flx)=Fk- zh—>I;IUIO f(z) (1.12)
=k L, (1.13)

para qualquer ntimero real k.

o Regra da soma/subtracao:

Jim f(z) + g(z) = lim f(z) £ lim g(z) (1.14)
=L, + Ly (1.15)

e Regra do produto:

Jim f(z) - g(z) = lim f(z)- lim g(z) (1.16)
=L, Ly (1.17)

e Regra do quociente:

flx) _limgo, f(x)

lim = — 1.18
M 0(@) = Tn sy 0(2) (-18)
L
=21 L, 40 (1.19)
L,

e Regra da potenciagao:

lim (f(z))® = (hm f(x))s (1.20)

Tr—xT0 Tr—xQ

=L, L{eR (1.21)
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Podemos usar essas regras para calcularmos limites.

Exemplo 1.2.1. Consideremos os seguintes casos:

a) lim 2x
rz——1
lim 2z =2 lim x (1.22)
z——1 r——1
=2-(-1)=-2 (1.23)

Com o Python+SymPy, podemos computar este limite com

1 >>> from sympy import x*
2 >>> x = Symbol("x"
3 >>> limit (2*x, x, -1)
4 -2
)
b) lim 2* — 1
T—2
lim 22 — 1 = lim 2% — lim 1 (1.24)
T2 T—2 T—2
2
= <limx> -1 (1.25)
T—2
=2>-1=3. (1.26)

Com o Python+SymPy, podemos computar este limite com os seguintes
comandos.

1 >>> from sympy import x*
2 >>> x = Symbol("x"

3 >>> limit (x**2-1, x, 2)
4 3

S

¢) lim V1 — z2.

z—0

lir% V1—22= /lim1—2? (1.27)
T—

z—0

2
= \/lim 1- (hm x) (1.28)
z—0 z—0

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0
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CAPITULO 1. LIMITES 13

Com o Python+SymPy, podemos computar este limite com

1 >>> from sympy import *
2 >>> x = Symbol("x"
3 >>> limit (sqrt(1-x**2), x, 0)
1 1
5
(2% —1)(x — 2)

(@~ 1)@—2) lm[@* -1 (-2

:lcigtl) (= 1)(x —2) = x};{)%[@;—l).(x_z)] (1.31)
alcig(l)@Z —-1)- }cﬂ]%(f’? —2)

) alcli%(x - 1) }}L%(CU —2) (1.32)

ZZZL )

Proposicao 1.2.1. (Limites de polinémios) Se

p(z) = apz™ + ap_ 12"t + - + ag, (1.34)
entao
lim p(x) = p(b) (1.35)
z—b
= a,b" + a,_ 1 b" 4+ -+ ao, (1.36)

para qualquer dado ntimero real b.

Demonstragio. Segue das regras da soma, da multiplicagdo por escalar e da
potenciacao.

lim p(x) = lirri A" + @y 2" - ag (1.37)
z—

z—b
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1.2. REGRAS PARA O CALCULO DE LIMITES 14

= lim a,z" + lim a,_1z" ! + - - - + lim a (1.38)
z—b x—b z—b
n n—1
=a, <lim :v> + ap_1 (lim x) + -+ ap (1.39)
z—b r—b
= a,b" + an, (V"4 4 ag = p(b). (1.40)
O
Exemplo 1.2.2.

lim 2% — 22 + 2 = 2(vV2)* — 2(vV/2)* + V2 (1.41)

2
= 4+2. (1.42)

Com o Python+SymPy, podemos computar este limite com os seguintes
comandos.

>>> from sympy import *

>>> x = Symbol("x"

>>> limit (2*%x**4-2*x**2+x, x, sqrt(2))
4 + sqrt(2)

[ N R

Proposicao 1.2.2. (Limite de fungoes racionais) Sejam r(z) = p(z)/q(x)
uma fun¢ao racional e b um nimero real tal que ¢(b) # 0. Entéao,

lim 202) _ 2(0) (1.43)

w=bq(r)  q(b)

Demonstragdo. Segue da regra do limite do quociente e da Proposicao
1.2.1.

) limp(z)
im0 = i ) (144
— 28 (1.45)
O
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CAPITULO 1. LIMITES 15

Exemplo 1.2.3.
(x> —=1)(z—2) (02-1)(0-2)

li = 1.46
w0 (r—1)(@—2)  (0—1)(0—2) (1.46)
2
===1. 1.47
- (1.47)
Com o Python+SymPy, podemos computar este limite com os comandos.
1 >>> from sympy import *
2 >>> x = Symbol("x"
3 >>> limit ((x**2-1) *(x-2)/((x-1)*(x-2)), x, 0)
4 1
)

1.2.2 Indeterminacgao 0/0
[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]
Quando lim fla)=0ce lim g(a) =0, dizemos que

lim &) (1.48)

T—a g(LE)

¢ uma indeterminagado do tipo 0/0. Em varios destes casos, podemos
calcular o limite eliminando o fator em comum (x — a).

Exemplo 1.2.4.

21 21
lim & D=2 2 (1.49)
T—2 (gj—l)M z—2 v — 1
_Z-1 g (1.50)
S2—-1 7 '

Com o Python+SymPy, podemos computar o limite acima com os seguintes
comandos.

>>> from sympy import x*

>>> x = Symbol("x"
>>> 1limit ((x**2-1)*x(x-2)/((x-1)*x(x-2)), x, 2)
3

T = W N =
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1.2. REGRAS PARA O CALCULO DE LIMITES 16

Quando o fator em comum nao aparece explicitamente, podemos tentar tra-
balhar algebricamente de forma a explicita-lo.

Exemplo 1.2.5. No caso do limite

o3 =32 —x+3
L — (1.51)

temos que o denominador p(z) = 2* — 32? — r + 3 se anula em = = 1, assim
como o denominador ¢(z) = x? + x — 2. Assim sendo, (xr — 1) é um fator
comum entre p(z) e ¢(x). Para explicitd-lo, calculamos

plx)  2* =32 —x+3

= 1.52
r—1 x—1 ( )
=2 —20-3 (1.53)
e
qg(z) 2*4x—2
= 1.54
r—1 r—1 ( )
=+ 2. (1.55)

Com o Python+SymPy, podemos computar essas divisdes com os seguintes
comandos.

>>> from sympy import x*

1

2 >>> x = Symbol ("x"

3 >>> simplify ((x**x3-3*x*x*x2-x+3)/(x-1))
4 Xx**x2 - 2%x - 3

5 >>> simplify ((x**2+x-2)/(x-1))

6 x + 2

EN|

Realizadas as divisoes, temos

p(z) = (x —1)(2* — 22 — 3) (1.56)
e
q(z) = (x — 1)(z +2). (1.57)
Com isso, segue que
3 _ 9,2 — 2 _ —
i 3ut —x+3 lim (x — 1)(z* — 2z — 3) (1.58)
z—1 24+ x—2 z—1 (x— 1)(3c+2)
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CAPITULO 1. LIMITES 17

x?2—2r—3 4
e 1.59
ez 42 3 (1.59)

Use Python+SymPy para computar este limite!

Exemplo 1.2.6. No caso de

RV e |
lim ———

z—0 €T

(1.60)

temos uma indeterminacao do tipo 0/0 envolvendo uma raiz. Neste caso,
podemos calcular o limite usando de racionalizacao.

VI—o-1 . JI—o—-1yI—a+1

O Rl = BT
l—2-1

=1 1.62

250 x(\/l—az—i-l) (1.62)

1 1.63

xg%m(\/l—:c—l—l) (1.63)

= lim —— —}. (1.64)

x—>0\/1—:v+1 2

Verifique computando com o Python+SymPy.

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 1.2.1. Calcule )

. r—

Solucao. Usando das propriedades de limites, calculamos

2 lim o — 22
lim T = @l (1.66)
e=—1 /12 4+ 3 lim va?+3
z——1
1 (—1)?
el il (1.67)

[ lim 2243
r——1
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1.2. REGRAS PARA O CALCULO DE LIMITES 18
—2
S——— 1.68
7 (1.68)
= —1. (1.69)
O
ER 1.2.2. Assumindo que o lim,_,5 f(x) = L e que
fla) -2 _
forneca o valor de L.
Solucao. Das propriedades de limites, temos
_f(z) -2
lim ——— =1 1.71
o) T+ 2 ( )
lim f(z) — 2
r—2 _
lim z + 2 (1.72)
T—2
lim, o f(x) — lim, 492
=1 1.73
2+2 (1.73)
L—2
— =1 1.74
. (.70
L—-2=14 (1.75)
L=6 (1.76)
O
ER 1.2.3. Calcule 1
x
lim ————. 1.77
r=—12 — /2 +3 (L.77)
Solugao. Neste caso, nao podemos usar a regra do quociente, pois
1_i>n£112—\/$2+320. (1.78)
Agora, como também temos
lim 24+ 1=0, (1.79)
z——1
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CAPITULO 1. LIMITES 19

concluimos se tratar de uma indeterminagao 0/0. Por racionalizagao, obte-
mos

. r+1 : r+1 242243
lim ——————— = lim (1.80)
e=>-12 — /22 +3 12— a2 432+ Va2 +3
1)(2 + Va?
R Ch i k) (1.81)
z——1 4— (22 +3)
2
_ lim (x+1)(24+ Va2 +3) (1.82)
z——1 1 — 22
(2 4+ Va2
i DR E VIR S) (1.83)
z——1 (1+2)(1 —x)
. 24V +3
= (1.84)
4
=_ =2 1.85
. (1.85)
O
Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.1.2.1. Sabendo que

xl_i}rr_zf(x) =2, (1.86)
calcule:
a) Jim_ 2 f(z).
b) Jim - f(z).
c) Jim —e¥2 . f(x).
E.1.2.2. Considerando que
1715% flz)=-2 (1.87)
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1.2. REGRAS PARA O CALCULO DE LIMITES 20
¢ 1

lim g(z) = o, (1.88)
calcule:
a) lim f(z) + g(x)
b) lim g(z) — f()
c) i /() = 29()
E.1.2.3. Considerando que

iig(l) f(x)=3 (1.89)
e

lim g(z) = =2, (1.90)
calcule:
a) lim f(2) - g(x)
b) li L

) T g(a) - (5 - ()

E.1.2.4. Considerando que

glcig(l) flz)=-2 (1.91)
e

lim g(z) = =3, (1.92)
calcule:
a) lim @)

z—0 g(x)

=0 2f ()
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CAPITULO 1. LIMITES 21
E.1.2.5. Considerando que

xlgglf(a:) = -1 (1.93)
e

lim g(z) = 4, (1.94)
calcule:
a) lim \/g(x)

r——1

b) lim +/f(x)

r——1

[V

c) lim (f(x))

r——1

E.1.2.6. Calcule os limites:

a) lim —3z
T——2

b) lim 2% — 3x
T——2

c) lim2 r? — 31 + Va2

T——

E.1.2.7. Calcule os limites:

X

a) lim
z——1p —1

. >+ —2
b) xlgr—ll % — 3z +2

E.1.2.8. Calcule os limites:

2
—1

a) lim ~
z—1 ¢ — 1
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1.3. LIMITES LATERAIS 22

x? =1

im
z——12x + 2

b)

2 +x—2

¢) lim

=132 — 3+ 2

E.1.2.9. Calcule o limite
L 2—\x =2
lim ———.

z—6 r—0

(1.95)

E.1.2.10. Diga se é verdadeira ou falsa a seguinte afirmacao. Se existem

lim f(z) = L (1.96)
g;l—i>I£l1g(x) =M (1.97)

entao
lim f(x) + g(z) = L+ M. (1.98)

r—1

Justifique sua resposta.

1.3 Limites laterais
[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

Seja dada uma fungao f definida para todo x em um intervalo aberto (a, xo).
O limite lateral a esquerda de f no ponto x( ¢ denotado por

lim f(x) (1.99)

T—=T

e é computado tendo em vista a tendéncia da fungdo apenas para pontos
r < x9. Em outras palavras, o

lim f(x)=1L (1.100)

15—)&?0

quando f(x) é arbitrariamente préximo de L, para todo z < xq suficiente-
mente proximo de xy. Veja a Figura 1.5.

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://youtu.be/BFJPIejdyZM
https://archive.org/details/video_20220708_1407
https://phkonzen.github.io/notas/contato.html
https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 1. LIMITES 23

Y

Figura 1.5: Tlustragdo da nocao de limite lateral a esquerda.

Para uma fun¢do f definida para todo z em um intervalo aberto (xg,b), o
limite lateral a direita de f no ponto zy é denotado por

lim, f(z) (1.101)

Z—)CEO

e é computado tendo em vista a tendéncia da funcdo apenas para pontos
r > xg. Em outras palavras, temos

lim f(lz) =L, (1.102)

SC—)CEO

quando f(x) é arbitrariamente préximo de L, para todo x > xq suficiente-
mente proximo de xy. Veja a Figura 1.6.
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1.3. LIMITES LATERAIS 24

=

J'-.s‘_______________ P

0T T

Figura 1.6: Ilustracdo da nocao de limite lateral a direita.

Observagao 1.3.1. Por inferéncia direta, temos

lim k= k (1.103)
x_>£v0
e
lim x = o, (1.104)
$_>Jf0

onde x( e k sao quaisquer dados ntimeros reais.

E.1.3.1. Vamos calcular

lim |z|. (1.105)
z—0~
Por defini¢ao, temos
T ,x >0,
x| == { —r z<0 (1.106)

Como estamos interessados no limite lateral a esquerda de x = 0, trabalha-
mos com x < 0 e, entao

lim |z| = lim —z (1.107)

rz—0~ rz—0~
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=— lim z =0. (1.108)
z—0~
Analogamente, calculamos
lim |z| = lim z =0. (1.109)
z—0t z—0t

Verifique!

Com o Python+SymPy, podemos computar os limites acima com os seguintes
comandos.

1 >>> from sympy import x*

2 >>> x = Symbol("x"

3 >>> limit (abs(x), x, 0, '-')
4 0

5 >>> limit (abs(x), x, 0, '+')
6 0

Teorema 1.3.1. Existe o limite de uma dada funcao f no ponto x = xq e

lim f(z) =L (1.110)

T—T0

se, e somente se, existem e sao iquais a L os limites laterais a esquerda e a
direita de f no ponto x = xy.

E.1.3.2. No exemplo anterior (Exemplo 1.3.1), vimos que
lim |z| = lim |z| = 0. (1.111)
z—0~ z—0t

Logo, pelo teorema acima (Teorema 1.3.1), podemos concluir que

ilg% |z| = 0. (1.112)

E.1.3.3. Vamos verificar a existéncia de
lim —. (1.113)
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1.3. LIMITES LATERAIS 26

Comecamos pelo limite lateral a esquerda, temos

T L (1.114)
z—0~ T z—0~ T
— lim —1=—1. (1.115)
z—0~

Agora, calculando o limite lateral a direta, obtemos

tim 2 2 g & (1.116)
z—0t X z—0t X
= lim 1 =1. (1.117)
z—0t

Como os limites laterais a esquerda e a direita sao diferentes, concluimos
que nao existe o limite de |z|/z no ponto x = 0.

Com o Python+SymPy, por padrao o limite computado é sempre o limite
lateral a direita. E por isso que o comando

>>> from sympy import x*
>>> x = Symbol("x"

>>> limit (abs(x)/x, x, 0)
1

S S

fornece o valor 1 como saida. Compute os limites laterais e verifique com os
resultados analiticos obtidos acimal

Observagao 1.3.2. As regras basicas para o calculo de limites bilaterais sao
estendidas para limites laterais. I.e., se

lim f =L 1.118

xHilaE () 1 ( )
(§]

lim = Lo, 1.119

xlxgt g(x) 2 ( )

entao valem a:

o regra da multiplicacao por um escalar:

lim kf(z) =k lim_f(z) = kL, (1.120)

$—>$O x—)xo

para qualquer nimero real k.
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CAPITULO 1. LIMITES 27

o regra da soma/subtragao:

lim f(z) £ g(z) = lim_f(z)+ lim g(z) (1.121)
x_>.z’0 CC_>$0 x_>l'0
= Ly + Ly (1.122)

e regra do produto:

lim, f(z) - g(z) = lim_f(z)- lim,_g(z) (1.123)
0 0 0
=L Ly (1.124)

« regra do quociente:

lim_ . + f(x
lim f(.f) —_ T—xg f( ) (1125)
Ly
= = 1.126
b (1.126)

desde que Ly # 0.

» regra da potenciagao:

lim (f(x))® = ( lim_ f(x)) (1.127)

33*)1‘0 I*)Q?O

=L, (1.128)

se, adicionalmente, L7 é um ntmero real.

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 1.3.1. Considere que uma dada funcao f tenha o seguinte esbogo de
grafico:
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1.3. LIMITES LATERAIS 28

y

Entao, infira o valores de

a) lim f(z)

rT——2"

b) lim f(x)

r——171

c) lim f(x)

r—1—

d) lim f(z)

r—1t

e) lim f(x)

rz—1

Solucao.

a) lim f(x)

r——2-

Para valores © < —2 e suficientemente préximos de —2, podemos observar
que f(z) fica arbitrariamente préximo de 1. Concluimos que

lim = 1. (1.129)

T——2"

b) lim f(x)

r——11
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Mesmo sendo f(—1) = 2, observamos que os valores de f(z) podem ser
tomados arbitrariamente préximos de 1, se escolhemos valores de x > —1
e suficientemente proximos de —1. Logo,

lirﬁn1+ f(z) =1 (1.130)

lim f(x)
r—1—
Observamos que os valores de f(x) podem ser tomados arbitrariamente
proximos de 2, se escolhemos valores de x < 1 e suficientemente préximos
de 1. Logo,

lim f(z)=2. (1.131)

rz—1~
Notamos também que, neste caso, f(x) nao tende para f(1) =1 quando
x tende a 1 pela esquerda.

lim f(z

z—1t f( )

Observamos que os valores de f(z) podem ser tomados arbitrariamente
proximos de 1, se escolhemos valores de x > 1 e suficientemente préximos
de 1. Logo,

hr% f(z) =1. (1.132)
Aqui, f(z) — f(1) =1 quando = — 17.
lim /(2)

Nos itens anteriores, vimos que

2= lim f(z) # lim f(z)=1. (1.133)
z—1- z—1t
Logo, concluimos que este limite nao existe, e escrevemos
/Ei% f(z). (1.134)
O
ER 1.3.2. Calcule lim,_,_; f(x) para
(412 =1 < -1,
flx) = { - o> 1 (1.135)
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Solucao. A funcao f tem comportamentos distintos para valores a esquerda
e a direita de xg = —1. Portanto, para calcularmos lim,_, 1 f(x) precisamos
calcular os limites laterais. Temos:

lim f(z)= lim (z+1)>—1 (1.136)
r——1- r——1-
=(-1+1)7*-1=—1, (1.137)
(§
li = I 1.1
An, = e .

= 1. (1.139)

Como ambos os limites laterais sao iguais a —1, concluimos que

lim f(z)=—1 (1.140)

rz——1

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.1.3.4. Considere que uma dada funcao f tenha o seguinte esboco de
grafico:
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Y

Forneca o valor dos seguintes limites:

a) lim f(x)

r—21

b) lim f(x)

r—2~

¢) lim f(x)

r—2

d) lim f(x)

r—31

e) lim f(z)

r—3~

f) lim f(x)

r—3

E.1.3.5. Sendo

?+1 o<1,
f(:v)—{% T (1.141)

calcule
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a) lim f(x).

r—1—

b) lim f(z).

r—1t

¢) lim f(x).

r—1

E.1.3.6. Sendo

?+1 <1,
f(x)_{ 2w+1 x> 1, (1.142)

calcule
a) lim f(x).

rx—1—
b) lim f(2).
o) lim f(z).
E.1.3.7. Calcule .

E.1.3.8. Calcule
lim V1 — 22 (1.144)

r——171

O que pode-se dizer sobre o limite a esquerda?

E.1.3.9. Diga se é verdadeira ou falsa a seguinte afirmacao. Se existem

lim f(r) =L (1.145)
linanr glx) =M (1.146)

entao
lim f(z)+g(x) =L+ M. (1.147)

r—1—

Justifique sua resposta.
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1.4 Limites no infinito
[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

Limites no infinito descrevem a tendéncia de uma dada fungao f(x) quando
r — —oo0 ou x — oo. Dizemos que o limite de f(z) é L quando z tende a
—00, se os valores de f(x) sao arbitrariamente préximos de L para todos
os valores de x suficientemente pequenos. Neste caso, escrevemos

lim f(x)=L. (1.148)

T—r—00

Veja a Figura 1.7.

Y

Figura 1.7: Tlustracao da nogao de limite de uma fungdo quando r — —oc.

Analogamente, dizemos que o limite de f(z) é L quando z tende oo, se os
valores de f(z) sdo arbitrariamente préximos de L para todos os valores
de x suficientemente grandes. Neste caso, escrevemos

lim f(z)= L. (1.149)

T—00

Veja a Figura 1.8.

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://youtu.be/Ni9afaabTws
https://archive.org/details/video_20220713
https://phkonzen.github.io/notas/contato.html
https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

1.4. LIMITES NO INFINITO 34

=

|

Figura 1.8: Ilustracao da nog¢ao de limite de uma funcao quando z — oo.

Exemplo 1.4.1. Vamos inferir os limites de f(z) = 1/x para © — —oo e
x — 00. A Figura 1.9 é um esboc¢o do grafico desta funcao.

Yy

Figura 1.9: Esbogo do gréfico de f(x) = 1/x.

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 1. LIMITES 35

Observamos que quanto menores os valores de x, mais proximos de 0 sao os
valores de f(x) = 1/x. Dali, inferimos que

1
lim ~ = 0. (1.150)

T——00 I

Também, quanto maiores os valores de x, mais proximos de 0 sao os valores
de f(xz) = 1/z. Com isso, podemos concluir que

1
lim — = 0. (1.151)

T—00

Podemos computar estes limites com o Python+SymPy, usando os seguintes
comandos:

>>> from sympy import x*

1

2 >>> x = Symbol("x"

3 >>> limit(1/x, x, -00)
4 0

5  >>> limit (1/x, x, o00)
6 0

Observacao 1.4.1. (Regras para o cdlculo de limites no infinito) Supondo
que L, M e k sao numeros reais e

Igrjltloof(x) =1L (1.152)
e
ml_l)rinoog(x) = M. (1.153)

Entao, temos as seguintes regras para limites no infinito:

e Regra da multiplicagao por escalar

lim kf(z) =kL (1.154)

r—F00

+ Regra da soma/diferenca

lim (f(z)+g(x)=LE+M (1.155)

r—F00
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e Regra do produto
lim f(z)g(z) = LM (1.156)

r—+o00

e Regra do quociente

o fl=) L
1 —=— M#NO. 1.157
o Regra da potenciacao
Erf (f(z))* = L*, se L* e R, (1.158)
Exemplo 1.4.2.
li L 1 1.159
5+ (1.159)
1

= lim — + lim 1 (1.160)

T—00 €T Tr—00

1 2
_ (lim ) +1 (1.161)
T—00 ¢

=0°+1=1. (1.162)

Exemplo 1.4.3. Consideramos o seguinte caso

3
o —2r+1

Observamos que nao podemos usar a regra do quociente diretamente, pois,

por exemplo, nao existe o limite do numerador. A alternativa é multiplicar

e dividir por 1/23 (grau dominante), obtendo

3 —2r+1

B —2r+1 5
= lim —— - & 1.165
a8 2z 1
L AL + —_
= ‘,211*}1,{.10 xS 3 x3 3x3 mS (1166)
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— (1.167)

Entédo, aplicando as regras do quociente, da soma/subtracao e da multipli-
cagao por escalar, temos

ot =241
o 1l-%+ 5%
1
=3 (1.170)
Proposicao 1.4.1. Dados dois polinomios
() = apx™ + ap_12" -+ ag (1.171)
q(7) = bpx™ + by 2™ 4 by (1.172)
temos .
lim POy, @ (1.173)
x—doco q(m) z—+00 b, x™
Demonstracao. Consulte o Exercicio 1.4.8. ]
Exemplo 1.4.4. Retornando ao Exemplo 1.4.3, temos
ot —2r 41
3
) x
= lim a3 (1.175)
1
=3 (1.176)

A ideia utilizada no Exemplo 1.4.3, também pode ser ttil em limites no
infinito envolvendo funcgoes raiz.

Exemplo 1.4.5. Vamos calcular

2 _
lim Y~ (1.177)
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A ideia é multiplicar em cima e em baixo por 1/v/z2. Seguimos

22 _ 1
lim Y2 L Va2 1.178
1
z2—a:
= xlg& a:+1 (1.179)
i
= lim xﬁl (1.180)
11
= Jim Vo (L1s1)
11
= mh_)rgo = ; (1.182)
1
1= 1 (1.183)

1.4.1 Assintotas horizontais

[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

A reta y = L é dita assintota horizontal ao gréafico da fungao y = f(x) se

Igmoof( T) = (1.184)
lim f(z) = L. (1.185)

Exemplo 1.4.6. No Exemplo 1.4.3, vimos que

3 —2r 41 1

Logo, temos que y = —1/3 é uma assintota horizontal do grafico da funcao
22 —2x+1

=\ 1.187

fa) = (1.187)

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://youtu.be/3OKV7PxGiGE
https://archive.org/details/video_20220715_1233
https://phkonzen.github.io/notas/contato.html
https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 1. LIMITES 39

Consulte a Figura 1.10.

[

e
1—:':___
o -
W o

_________________ Z0251 T
=1
—0.50- Y=
—o75]  |TE VB
—1.00-
32 1
Figura 1.10: Esbogo do grafico da fungao f(z) = w
—3x
Também, temos
=241 3
1
= ——. 1.189
: (1.159)
O que reforga que y = —1/3 é uma assintota horizontal desta fungao.
Exemplo 1.4.7. (Fungao exponencial natural)
lim e* =0, (1.190)

T—r—00

donde temos que y = 0 é uma assintota horizontal da funcdo exponencial
natural. Veja a Figura 1.11.
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Figura 1.11: Esbogo do gréfico de f(z) = e*.

Exemplo 1.4.8. (Funcio logistica) Na ecologia, a funcao logistica !

B K
1 + (K%()H)e—”)

P(t) (1.191)

¢ um modelo de crescimento populacional de espécies, sendo P(t) o nimero
de individuos da populacdo no tempo t. O pardmetro P, é o ntmero de
individuos na populagdo no tempo inicial ¢t = 0, r > 0 é a proporc¢ao de novos
individuos na populagao devido a reproducao e K é o limite de saturacao
do crescimento populacional (devido aos recursos escassos como alimentos,
territério e tratamento a doengas). Observamos que

K
lim P(t) = lim =K (1.192)

0
t—o0 t—o0 _ _
14 (KPPof/ﬁ)
0

Ou seja, P(t) = K é uma assintota horizontal ao grafico de P = P(t) e é
o limite de saturagao do crecimento populacional. Na Figura 1.12, temos o
esbogo do grafico da funcgao logistica para t > 0.

!Consulte mais em Wikipédia.
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Figura 1.12: Esboco do grafico da func¢ao logistica.

1.4.2 Limite no infinito de funcao periédica
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Uma funcao f é periddica quando existe um nimero 7T tal que
flx)=fz+T1), (1.193)

para todo x € R no dominio de f. As fungdes trigonométricas sdo exemplos
de funcoes periddicas?.

O limite no infinito de func¢oes peridédicas nao existe®. De fato, se f nao é
constante, entao existem ntimeros z; # xo tal que y; = f(x1) # f(z2) = yo.
Como a funcao é periddica, f(z1 + kT) = y1 e f(xe + kKT) = y, para todo
numero inteiro k. Desta forma, ndo existe nimero L que possamos tomar
f(z) arbitrariamente préxima, para todos os valores de x suficientemente
grandes (ou pequenos).

Exemplo 1.4.9. Nao existe
lim sen(z), (1.194)

T—r00

2Consulte mais nas Notas de Aula - Pré-Célculo - Funcdes Trigonométricas
3A excecdo de funcdes constantes.
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pois os valores de sen z oscilam periodicamente no intervalo [—1,1]. Veja a
Figura 1.13.

Y

<

Figura 1.13: Esbogo do grafico de f(x) = sen x.

Com o Python+SymPy, ao computarmos lim,_,., sen x com o comando:

>>> from sympy import x*
>>> x = Symbol("x"
>>> limit(sin(x), x, 00)
AccumBounds (-1, 1)

T = W N =

indicando que o limite nao existe, pois sen x oscila indefinidamente no inter-
valo [—1,1].

Exercicios resolvidos
ER 1.4.1. Calcule

lim
r—oo p — |

+1. (1.195)
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Solucgao. Utilizando a regra da soma para limites no infinito, temos

1
lim + 1= lim + lim 1 (1.196)
T—00 p — z—o00 p — 1 z—1
1
=1 1 1.197
lim (=) 1 (1.197)

observando que lim,_,, 1/(x—1) existe. De fato, o grafico de g(x) = 1/(x—1)
¢ uma translacdo de uma unidade a esquerda da func¢do f(z) = 1/z. Uma
translacao horizontal finita nao altera o comportamento da fungao para r —
oo. Portanto, como f(z) = 1/ — oo quando x — oo, temos que g(x) =
flx—=1)=1/(z — 1) = oo quando = — o0, i.e.

1
lim = 0. (1.198)
T—00 €T —
Portanto, concluimos que
li ! +1=1 (1.199)
im =1. .
z—=o00 p — 1

Com o Python+SymPy, podemos computar este limite com o seguinte co-
mando:

>>> from sympy import x*

>>> x = Symbol("x"

>>> limit (1/(x-1)+1, x, oo0)
1

U= W N =

O

ER 1.4.2. Determine a(s) assintota(s) horizontal(ais) do gréfico da fungio

3—x+4z* — 1023
242t —x

flz) = (1.200)

Solucao. Uma reta y = L é assintota horizontal do gréafico de f, quando

lim f(z)=L. (1.201)

r—F00
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Comecamos com r — —00, temos
3 —x+ 4zt — 1023
1 =1 1.202
_ 4xt
Logo, y = 2 ¢é assintota horizontal ao grafico de f(x).
Agora, vamos ver a tendéncia da funcao para r — oo, temos
3 —x +4x* — 1023
li = li 1.204
dm flw) =l — o (1.204)
4
=5= 2. (1.205)

Portanto, concluimos que y = 2 é a tnica assintota horizontal ao grafico da

funcao f.

Os seguintes comandos do Python+SymPy permitem plotar o esbogo do
grafico da funcdo f (linha azul) e sua assintota horizontal (linha vermelha):

1 >>> from sympy import x*

2 >>> x = Symbol("x"

3 >>> f = lambda x: (3-x+4*xx**4-10*x*%3)/(x
**kQ+2k X k%4 -X)

4 >>> L = limit (£(x), x, 00)

5 >>> p = plot(f(x), (x, -15, 15), ylim = [-4,
6] ,\

6 line color = "blue", show = False)

7 >>> q = plot(L, (x, -15, 15), line_color = "
red", show = False)

8 >>> p.extend(q)

9 >>> p.show ()

ER 1.4.3. Calcule

lim e~ *.
T—00
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Solugao. Observamos que o gréfico de f(z) = e™* é uma reflexdo em torno
do eixo y do grafico da funcao g(x) = e*. No Exemplo 1.4.7, vimos que

lim g(z) = lim e’ =0,

T——00
logo
A e = Jim g(~2)
= lim_ (x) =0.

Veja o esbogo do grafico de f(x) = e~ na Figura 1.14.

y=e

Figura 1.14: Esbocgo do gréfico de f(x) = e™*.

oo

(1.207)

(1.208)
(1.209)

Com o Python+SymPy, podemos computar este limite com o seguinte co-

mando:

1 >>> from sympy import *
2 >>> x = Symbol("x"

3 >>> limit (exp(-x), x, 00)

ot
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Exercicios

E.1.4.1. Calcule
10

a) lim —
T—00 o

b) lim —10z~"

T—r—00

d) lim ——~=
L

e) lim 2— (x+1)7"

T—r—00

E.1.4.2. Calcule

L1
a) lim 272
T—00

b) lim
T——00 ($+1)3

¢) limx7% s>0
T—00

E.1.4.3. Calcule

a) EEn 27

1 T
b) i — 1
) lim (2) +

T—00

¢) lim 2-3°++2

T—r—00

E.1.4.4. Calcule
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a) lim e*+1

T—r—00

b) lim 34+e¢°

T—r00

¢) lim 2e7* —1
T—00

d) EIIl e—e’

E.1.4.5. Calcule
RV I
a) lim ———

T—00 2r

YT
b) lim ———

T——00 2%

E.1.4.6. Calcule

E.1.4.7. Calcule:
a) lim V14 e 2.

T—r00

1-2
b) lim -
z——co 1+ 3

e’ — 1.

lim cosz. (1.210)

T——00

E.1.4.8. Dados dois polindmios p(z) = a,z" + ap_12" '+ +ag e q(x) =
by @™ + b1 2™ + - - 4 by, mostre que

lim

T—+o00 q(;p) T—+o00 bmxm .

PT) _ e

n

(1.211)

1.5 Limites infinitos

[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]
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O limite de uma fun¢ao nem sempre existe. Entretanto, em muitos destes
casos, podemos concluir mais sobre a tendéncia da funcao. Por exemplo,
dizemos que o limite de uma dada funcao f(z) é infinito quando z tende a
um numero o, se f(x) é arbitrariamente grande para todos os valores de x
suficientemente proximos de xg, mas x # xy. Neste caso, escrevemos

lim f(z) = oc. (1.212)

T—T0

A Figura 1.15, é uma ilustracao de f(x) — oo quando = — .

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
]
]
]
]
]
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
T
T

— I “— T

Figura 1.15: Tlustragao de f(x) — oo quando =z — .

Exemplo 1.5.1. Vejamos o caso de

1
lim — (1.213)

z—0 ;L'Q '
Ao tomarmos z préximo de o = 0, obtemos os seguintes valores de f(z):

z | -100' =107 —-107%| -0« |10™® 1072 107!
flx) ] 10° 10 10° | o0 | 10° 10* 107
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Veja o esbogo do grafico de f(x) na Figura 1.16.

Q401
1
V=2
3H
20
1 ]
T T G T 1
—4 -2 0 2 4

Figura 1.16: Esboco do gréfico de f(x) = 1/x>.

Podemos concluir que os valores de f(z) podem ser tomados arbitrariamente
grandes ao escolhermos qualquer z suficientemente proximo de 0, com x # 0.

Le.,

.1
glgll)r(l)ﬁ = 00. (1.214)

Com o Python+SymPy, podemos computar este limite com o seguinte co-
mando:

>>> from sympy import x*
>>> x = Symbol("x"

>>> limit (1/x**2, x, 0)
00

UL = W N =

Atencao! Na verdade, este comando computa o limite lateral a direita. Na
sequéncia, discutimos sobre limites laterais infinitos.
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Definimos os limites laterais infinitos

lim f(z) = oo (1.215)
e
lim, f(z) = o0. (1.216)

No primeiro caso, os valores de f(x) sdo arbitrariamente grandes conforme
os valores de x — xy e < xg. No segundo caso, os valores de f(z) sdo
arbitrariamente grandes conforme os valores de © — xg e © > .

Exemplo 1.5.2.

1
- = oco. (1.217)

De fato, conforme tomamos valores de x préximos de 1, com x > 1, os valores
de f(z) = 1/(z — 1) tornam-se cada vez maiores. Veja o esbogo do gréfico
de f(z) na Figura 1.17.

=10+

=157

—

—20-
Figura 1.17: Esbogo do gréfico de f(z) = 1/(x — 1).
Com o Python+SymPy, podemos computar este limite com o seguinte co-

mando:
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>>> from sympy import x*

>>> x = Symbol("x"

>>> 1limit (1/(x-1), x, 1, '+"')
00

U W N =

Analogamente a definicao de limite infinito, dizemos que o limite de uma
dada fung¢ao f(z) é menos infinito quando z tende a zg, quando f(x) torna-
se arbitrariamente pequeno para valores de x suficientemente préximos de
xg, com x # xy. Neste caso, escrevemos

lim f(z) = —o0. (1.218)

T—rT0

De forma similar, definimos os limites laterais f(r) — —oo quando = — 7.

Exemplo 1.5.3. Observe que
Alim — (1.219)

e que nao podemos concluir que este limite é oo ou —oo. Isto ocorre, pois

1
lim — = —o0 (1.220)
z—0" &
e
1
lim — = +o0. (1.221)
z—0t T
Exemplo 1.5.4.
-1

De fato, podemos inferir este limite a partir do gréafico da funcao f(z) =

1/(z + 1)%. Este é uma translagdo de uma unidade & esquerda do grafico de
y = 1/22, seguida de uma reflexdo em torno de eixo x. Veja a Figura 1.18.
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y

U VU EUURUUUURU AU S S

—20-

Figura 1.18: Esboco do gréfico de f(x) = —1/(z + 1)%

Com o Python+SymPy, podemos computar este limite com o seguinte co-
mando:

>>> from sympy import x*

>>> x = Symbol("x"

>>> limit (-1/(x+1)**2, x, -1)
-00

U W N =

Novamente, observamos que este comando computa apenas o limite lateral a
direita.

1.5.1 Assintotas verticais
[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

Uma reta © = xy ¢ uma assintota vertical do grafico de uma fungio y =
f(z) se
lim f(z) = +o0 (1.223)

Z‘—).Z‘O
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ou
lim f(x) = too. (1.224)
.’ﬂ‘)ﬁ?g
Exemplo 1.5.5. O gréfico da funcdo f(zr) = —1/|z| tem uma assintota
vertical em x = 0, pois
.o —1
lim — = —o0. (1.225)
z—0 |;E|

Veja o esboco de seu grafico na Figura 1.19.

Figura 1.19: Esbogo do grafico de f(z) = —1/|z|.

_a:3+2932—4:v—8

Exemplo 1.5.6. A funcao f(z) = 71 nao esta definida para
w —
valores de x tais que seu denominador se anule, i.e.
7 —1=0 (1.226)
ro=—-1 ou z;=1 (1.227)

Nestes pontos o grafico de f pode ter assintotas verticais. De fato, temos

3 2
— 1z — 8
- "% e, (1.228)

el z22=T
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3 2 1
lim 2= T8, (1.229)

S 22=T

e, também, temos

linla+ G = —00, (1.230)
o 2=T
-9
x? 2—x -8
lim £ LRSS (1.231)
el 2=T
Com isso, temos que as retas © = —1 e x = 1 sdo assintotas verticais ao grafico

da funcao f. Veja a Figura 1.20 para o esbogo do gréafico desta funcao.

Y

30+

[as]

_—-—'-'—'"-I—-_———-_ I
] -2 2 1
@
101
201
—30 -

s===F===r---o-—-—-==z==o

34222 — 4o — 8
Figura 1.20: Esbogo do gréfico da fungao f(x) = Tt x2 . < .
x R

Exemplo 1.5.7. (Funcao logaritmica) A funcao logaritmica natural y = Inx
é tal que
lim Inz = —o0 (1.232)

z—0t
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i.e., z = 0 é uma assintota vertical ao grafico de Inz. Isto decorre do fato de
y = Inz ser a funcao inversa de y = e* e, esta, ter uma assintota horizontal
y = 0*. A Figura 1.21 é um esboco do grafico da funcao Inz.

1

]

y=Inxz

Figura 1.21: Esboco do grafico da funcao logaritmo natural.

Exemplo 1.5.8. As fungoes trigonométricas y = tgx e y = secx tém assin-
totas verticais z = (2k + 1)F para k inteiro. Ja, as funcdes trigonométricas
y = cotg x e y = cossec T tém assintotas verticais x = k7 para k inteiro. Con-
sulte mais em Fungoes Trigonométricas nas Notas de Aula de Pré-Céalculo.

1.5.2 Assintotas obliquas

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Além de assintotas horizontais e verticais, graficos de fung¢oes podem ter

4Veja o Exemplo 1.4.7.
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assintota obliquas. Isto ocorre, particularmente, para func¢oes racionais cujo
grau do numerador é maior que o do denominador.

=157

—2.0-

2
—1
Figura 1.22: Esbogo do gréfico da fungao f(x) = ;: 1
x —

Exemplo 1.5.9. Consideremos a funcao racional

22 —1
flz)=——. (1.233)

Para buscarmos determinar a assintota obliqua desta funcao, dividimos o
numerador pelo denominador, de forma a obtermos

f(z) = (‘T .l ) L Tm (1.234)
- \5  25) Br—4 '
—_——— ——
quociente resto

Observamos, agora, que o resto tende a zero quando x — +oo, i.e. f(x) —
x 4

. , T 4
3 + % quando x — 4+o0o. Com isso, concluimos que y = 3 + 5 ¢ uma
assintota obliqua ao gréfico de f(x). Veja a Figura 1.22.
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Observacao 1.5.1. Analogamente a assintotas obliquas, podemos ter outros
tipos de assintotas determinadas por fungoes de diversos tipos, por exemplo,
assintotas quadraticas.

1.5.3 Limites infinitos no infinito

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Escrevemos
lim f(x) = oo, (1.235)

T—00

quando os valores da funcao f sao arbitrariamente grandes para todos os
valores de x suficientemente grandes. De forma analoga, definimos

$l_i>I_noof(:c) = 00, (1.236)

Jim flz)=—o00 (1.237)
e

xl_i}r_noof(;v) = —00. (1.238)

Exemplo 1.5.10. Vejamos os seguintes casos:

a) lim 2° = oo
T—00

b) EIIl 7% = 00

¢) lim 2°=—o0
T—r—00

d) lim e = o0
T—00

e) lim Inz = oo
T—00

f) lim e "=o00

Exemplo 1.5.11.

3_1 2
lim 2% — 1022 4+ 300 — lim ©_— 0% +300

T—00 T—00 1

(1.239)

Hw‘ ’_“aw‘ =
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ot o+
1 1 + 30
= lim —4 A% = oo, (1.240)

Proposigao 1.5.1. Dado um polinémio p(x) = a,x™ + a,_12" 1 + - - + ay,
temos
lim p(z) = lim a,z". (1.241)

r—7Fo00

Exemplo 1.5.12. Retornando ao exemplo anterior (Exemplo 1.5.11, temos

lim z* — 102% 4+ 300 = lim 2° (1.242)
T—r00 T—00
= 00. (1.243)

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 1.5.1. Calcule

-2
lim =%, (1.244)
z—=1-1—x
Solugao. Temos
-1
lim I/j'@—oo. (1.245)
g

Outra forma de calcular este limite é observar que y = 1 — 2 — 07 quando
x — 17. Assim, fazendo a mudanga de varidvel y = x — 1, temos

T — 2 . oy+1-2
mi

li — 1 1.24
Jm g = (1.246)
1
= lim L~ (1.247)
y—=0t Yy
— o0, (1.248)

Podemos usar o seguinte comandoPython+SymPy para computar este limite:
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>>> from sympy import x*

>>> x = Symbol("x"
>>> 1limit ((x-2)/(1-x), x, 1, '=-")
-00

U W N =

ER 1.5.2. Calcule
lin% In|z—1]. (1.249)
x—

Solucgao. Comecamos observando que

| In(l—2) ,z<1,
ln|$—1|—{1n(x_1) > 1 (1.250)

Entao, calculando o limite lateral a esquerda, temos

lim Injzr — 1| = lim In(1 — 2)
T—1~ z—1-—
= lim lny = —o0°.
y—0t

Por outro lado, temos

lim In|z — 1| = lim In(z — 1)
z—1+t z—1+t
= lim Iny = —oc®.
y—0t

Portanto, concluimos que

limln|z — 1] = —o0. (1.251)
z—1

Podemos usar os seguintes comandos Python+SymPy para computar os li-
mites laterais:

>>> from sympy import x*

1

2 >>> x = Symbol("x"

3 >>> 1limit (log(abs(x-1)), x, 1, '-")
4 -00

5 >>> limit (log(abs(x-1)), x, 1, '+')
6 -00

-3
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O
ER 1.5.3. Calcule ; )
. x° 422" —4x — 8
lim. o : (1.252)
Solucao. Tratando-se de uma funcao racional, temos’
340902 _ Ay — 3
e sl S im (1.253)
T—+00 Tt — 1 T—00
= lim z (1.254)
= 0. (1.255)
O
ER 1.5.4. Calcule
lim e, (1.256)

2

Solugao. Observamos que 1 — x* — —oo quando x — oo. Desta forma,

fazendo a mudanca de varidveis y = 1 — 22, temos
lim ¢ = lim e’ =0. (1.257)
Tr—r00 Yy—>—00
O
ER 1.5.5. Calcule
VI + 22
lim Y- % (1.258)
T—00 21

Solugao. Podemos verificar que trata-se de uma indeterminacao do tipo
o0/00. Neste caso, podemos calcular o limite pela multiplica¢ao (em cima e
em baixo) pelo inverso do fator dominante no radical, i.e. 1/vz2. Ou seja,
calculamos

V1T 22 Vita? =
lim Y2y VP V2 (1.259)
T—00 2% T—00 T .~

"Veja a Observacao 1.4.1. Veja, também, o grafico desta funcio na Figura 1.20.
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1 z2
—_ + L
= lim Y& (1.260)
Lembramos que vz2 = |z|. Como z — oo, temos V22 = |z| = z. Logo,
L+z L+z
lim Y22 _ gy Vi o (1.261)
Z—00 2? T—00 2|CE\
= 1li "%2 ! 1.262
= s (1.262)
11
= Ilg{.lo 5 ﬁ +1 (1.263)
1 /.. 1
1
= —. 1.265
. (1.265)
O

Exercicios

E.1.5.1. Calcule

a) lim 27!
z—07F

b) lim —2°
z—0~
¢) lim 27°

z—07F

d) lim 27",

L n > 0 impar
z—0

E.1.5.2. Calcule

a) lim 72
z—07F

b) lim z~*
z—0~
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¢) lim —27°
z—0t
d) li - {
) lim 2™, n> 0 impar
E.1.5.3. Calcule
) 1
a) lim
z—1tx — 1
-2
b) lim
z=1- 1 — 1
) —2
C) xgr—q* 1+z
) —2
d) arlggl (x4 1)?
22 — 37+ 2
e) lim ———
e—-172 42+ 1
E.1.5.4. Determine as assintotas verticais ao grafico da fungao
8
= ) 1.266
fl) = 5y (1.266)
E.1.5.5. Determine as assintotas verticais ao grafico da fungao
r+1
= ) 1.267
fle) = (1.267)
E.1.5.6. Calcule
lim ¢ 1. (1.268)
T——00
E.1.5.7. Calcule
lim 2® 4 102% — 300. (1.269)

T—r—00
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E.1.5.8. Mostre que y = 22 é assintota ao grafico de

fay =St (1.270)

T

E.1.5.9. (Aplicagao) Na fisica quimica, a Equacao de Arrhenius® fornece a
taxa de reacao k (entre espécies quimicas) em fungao da temperatura 7' [K]

k= Ae T, (1.271)

onde A > 0 é o fator constante pré-exponencial, F, > 0 é a energia de ativa-
¢ao e R > 0 é a constante universal dos gases. Para temperatura constante,
a equagao acima define a fun¢ao k = k(F,). Qual é a tendéncia da taxa de
reacao k quando T — 0.

E.1.5.10. (Aplicac¢ao.) A fungao logistica tem aplicagoes em vérias areas do
conhecimento como, por exemplo, na inteligéncia artificial e na modelagem
de crescimento populacional’. Ela tem a forma

p(z) !

T +e
Encontre a(s) assintota(s) horizontal(ais) dessa fungao logistica.

(1.272)

E.1.5.11. (Aplicacdo.) O fenémeno de desintegragdo espontanea do nicleo
de um atomo com a emissao de algumas radiagoes ¢ chamado de radioati-
vidade'”. A lei fundamental do decaimento radiativo estabelece que a taxa
de decaimento é proporcional ao niimero de atomos que ainda nao decairam.
Isto nos fornece a equacao da lei basica da radioatividade

N = Nye ™ (1.273)

onde, N = N(t) é o nimero de dtomos no tempo t, Ny > 0 é o nimero de
atomos presentes no tempo inicial t = 0 e A > 0 é a constante de decaimento.
Qual a tendéncia de N quando t — oo.

8Svante August Arrhenius, 1859-1927, quimico sueco. Fonte: Wikipédia.
9Consulte mais em Wikipédia: Funcdo Logistica.
OFonte: Wikipédia.
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1.6 Continuidade

[Video] | [Audio] | [Contatar]

1.6.1 Definicao de fungcao continua

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Dizemos que uma fungao f é continua em um ponto xg, quando f(xq) esté
definida, existe o limite

IILIEO f(x) (1.274)
e
Jim f(2) = f(ro). (1.275)

Usando de limites laterais, definimos os conceitos de fungao continua a
esquerda ou a direta. Quando a fungao f nao é continua em um dado
ponto g, dizemos que f é descontinua neste ponto.

Exemplo 1.6.1. Consideremos a seguinte fungao

z—2
flz) = { e T 7

—4 ,x = 2.

(1.276)

Na Figura 1.23, temos um esbocgo do gréafico de f.
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i D — S
— 5 n v 1 1 3
: l X
1 -2 :
J — ;
]
.
i 10
Figura 1.23: Esboco do grafico da funcao f definida no Exemplo 1.6.1.
Vejamos a continuidade desta fungao nos seguintes pontos:
a) x = —2. Neste ponto, temos f(—2) = —1e
T — 2
li 1.277
P (x+1)(z—2) ( )
—4
=—=-1= f(-2). 1.278
e f(-2) (1.278)
Com isso, concluimos que f é continua no ponto x = —2.
b) = = —1. Neste ponto,
(r —2)
-1) = 1.279
f(=1) (x4 1)(x—2) ( )
1 1
= == 1.280
r—1 0 ( )

logo, f(-1) nao estd definido e, portanto, f é descontinua neste ponto.
Observemos que f tem uma assintota vertical em x = —1, verifique!
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¢) x = 2. Neste ponto, temos f(2) = —4 e

. r— 2
}:Ln% CEEED) (1.281)
. 1 1

Portanto, concluimos que f é descontinua em x = 2.

Uma funcdo f é dita ser continua em um intervalo (a,b), quando f é
continua em todos os pontos xy € (a,b). Para intervalos, [a, b), (a,b] ou [a, b],
empregamos a nogao de continuidade lateral nos pontos de extremos fechados
dos intervalos. Quando uma fungdo é continua em (—o0,00), dizemos que
ela é continua em toda parte.

Exemplo 1.6.2. (Continuidade da funcao valor absoluto.) A fungao valor
absoluto é continua em toda parte. De fato, ela é definida por

x ,x >0,
lz| = { ) (1.283)

Veja o esboco do grafico desta funcao na Figura 1.24.

3.0
= |x|
2.5
2.0

1.5

1.0+

o]
]

Figura 1.24: Esbogo do gréfico de f(z) = |z|.
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Observamos que para x € (—o0,0) temos |x| = z que é continua para todos
estes valores de . Também, para x € (0,00) temos |z| = —x que é continua
para todos estes valores de x. Agora, em x = 0, temos 0| =0 e

lim |z| = lim = =0, (1.284)
z—0+ z—0t
lim |z| = lim —z =0. (1.285)
z—0~ z—0~
Logo,
lim |z| = 0 = |0). (1.286)
z—0

Com tudo isso, concluimos que a funcao valor absoluto é continua em toda
parte.

1.6.2 Propriedades de fungoes continuas

Se f e g sao fungdes continuas em x = ¢y e k um numero real, entao também
sao continuas em x = x( as fungoes:

a) k- f

b) f£yg

c) f-g

d) f/g, se g(xo) # 0

e) f*, se existe fF(xp).

Exemplo 1.6.3. Temos que f(z) =z e g(z) = |z| sdo exemplos de fungoes
continuas em toda parte. Segue das propriedades acima que:

a) fo(x) = 2z é continua em toda parte.

b) fo(x) = x + |z| é continua em toda parte.

¢) fe(x) = 2x|z| é continua em toda parte.

d) fa(z) = % ¢ continua para todo z € R\ {0}.

e) fe(x) = x* é continua em toda parte.
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Exemplo 1.6.4. Polinémios sao continuos em toda parte. Isto é, se
p(z) = apa™ + 12" 1+ -+ ayx + ag, entdo

lim p(z) = p(xo), (1.287)

T—T0

para qualquer xy € R. Por exemplo,

lim 2 —2° +2° =2 — (=1)* + (=1)> = 0. (1.288)

r——1

Exemplo 1.6.5. Fungdes racionais r(z) = p(x)/q(z) sdo continuas em
todos os pontos de seus dominios. Por exemplo, a funcao racional

r—1
2 -1

flz) = (1.289)

é descontinua nos pontos
> —1=0=2==+l, (1.290)

pois f nao estd definida nestes pontos. Agora, para xg # 1 e ry # —1, temos

lim f(x) (1.291)

T—TQ

. r—1

o — 1
= ) 1.293
o = flaw) (1.293)

Por exemplo,
. 0—1

}clir(l) f(z) = T 1= f(0). (1.294)

Ou seja, f é continua nos intervalos (—oo, —1)U(—1,1)U(1, c0), que coincide
com seu dominio.

Observagao 1.6.1. Sao continuas em todo seu dominio as fungoes poténcia,
polinomiais, racionais, trigonométricas, exponenciais e logaritmicas.

Se f é continua no ponto zy e g é continua no ponto f(xg), entdo go f é
continua no ponto .

Exemplo 1.6.6. Vejamos os seguintes casos:
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a) y = +vx? — 1 é descontinua nos pontos z tais que
¥ —-1<0=-1l<z<l (1.295)
Isto é, esta fungdo é continua em (—oo, —1] U [1, 00).

z—1
22

b) y= ¢ descontinua nos pontos x tais que

2 —1=0=2==+1 (1.296)

Exemplo 1.6.7. Podemos explorar a continuidade para calcularmos limites.
Por exemplo,

lir% V44T = lin%x 4 - gtentimemor — /g 0 — 9 (1.297)
z— z—

Teorema do Valor Intermediario

O Teorema do Valor Intermediario estabelece que qualquer dada funcao f
continua em um intervalo [a, b, assume todos os valores entre f(a) e f(b).
Consulte a Figura 1.25.

Figura 1.25: Ilustracao sobre o Teorema do Valor Intermediério.
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Teorema 1.6.1. (Teorema do valor intermedidrio) Seja f fun¢ao continua
em um intervalo fechado [a,b]. Se d é um nimero entre f(a) e f(b), entdo
existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = d.

Exemplo 1.6.8. Podemos afirmar que f(z) = 2% —z — 1 tem (pelo menos)
um zero no intervalo (0,2). De fato, f é continua no intervalo [0, 2] e, pelo
teorema do valor intermediario, assume todos os valores entre f(0) = —1 < 0
e f(2) =5 > 0. Observemos que y = 0 esta entre f(0) e f(2). Veja a Figura
1.26.

T T
-1.0 -0.5 0Jo 0.5 1.0 15 2.0 215 3.0

3

Figura 1.26: Esboco do gréfico da fungao f(z) = 2° —x — 1.

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 1.6.1. Encontre os pontos de continuidade da funcao

fla) =1 (1.298)

Solugao. Observamos que a funcao é descontinua em = = 0, pois nao esta
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definida neste ponto. Agora, para z < 0, temos

fla)y=""=—"=-1. (1.299)

Ou seja, para x < 0 a fungdo ¢é constante igual a —1 e, portanto, continua.
Para = > 0, temos

fla)y =" = % =1 (1.300)
Le., para x > 0 a funcdo é constante igual a 1 e, portanto, continua.

Concluimos que f(z) é continua em R\ {0}. Faga o esbogo do grafico desta
fungao!

O
ER 1.6.2. Encontre os pontos de continuidade da funcao
fla) =1 (xﬂ) (1.301)
x)=In . )
z—1

Solucgao. A funcao f pode ser vista como a composi¢ao da fungao logaritmo

1
natural g(z) = Inz com a funcdo racional h(z) = v T Observamos que:
T —

a) a fungao logaritmo natural é continua em todo o seu dominio, i.e. g é
continua para todo z > 0;
r+1

b) a fungao racional h(x) = 1 é continua para todo = # 1.
:L‘ pR—

Lembrando que a composi¢ao de fung¢oes continuas é continua, temos que a
fungao f(z) = g(h(x)) é continua nos pontos de continuidade da fungao h
tais que h(z) > 0, i.e. parax # 1 e

r+1
r—1

> 0. (1.302)

Fazendo o estudo de sinal
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x+1

vemos que h(z) >0 em (—oo,—1) U (1, 00).

Em resumo, h é continua em (0, 00) e g ¢ continua e positiva em (—oo, —1)U
(1,00). A funcdo f = (hog) é continua na interse¢do destes conjuntos, i.e.
f é continua em (1, 00).

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.1.6.1. Encontre os pontos de continuidade da fun¢ao

x3 — 27

—_. 1.
x? —3x+2 (1.303)

fx) =

E.1.6.2. Encontre os pontos de continuidade da funcao
x3 — 27
= 1.304
f@) =\ w52 (1.304)

E.1.6.3. Calcule

: 2_
a) lim e” !
z——1

b) lim In|z? — 1]
22
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E.1.6.4. Calcule .
lim In <—) | (1.305)

=T 2

E.1.6.5. Calcule o valor de ¢ de forma que a seguinte funcao seja continua

emx =1. )
5 v #1
) = { B 7 | (1.306)

E.1.6.6. (Aplicagdo.) O fendmeno de desintegracao espontdnea do nticleo
de um atomo com a emissao de algumas radiagoes é chamado de radioati-
vidade!!. A lei fundamental do decaimento radiativo estabelece que a taxa
de decaimento ¢é proporcional ao nimero de atomos que ainda nao decairam.
Isto nos fornece a equacao da lei basica da radioatividade

N = Nye™ (1.307)

onde, N = N(t) é o nimero de &tomos no tempo t, Ny > 0 é o ntimero de
atomos presentes no tempo inicial £t =0 e A > 0 é a constante de decaimento.
Qual a tendéncia de N = N(t) quando a taxa de decaimento A — 0%,

1.7 Limites e desigualdades
[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

Se f e g sao fungoes tais que f(z)<g(x) para todo x em um certo intervalo
aberto contendo x, exceto possivelmente em x = xg, e existem os limites de
f e g no ponto x = x, entao

lim f(z)< xh—g:lo g(x). (1.308)

T—xTQ

Observe que a tomada do limite nao preserva a desigualdade estrita.

Exemplo 1.7.1. As fungoes f(z) = 2?/3 e g(x) = 2%/2 sdo tais que f(x) <
g(x) para todo = # 0. Ainda, temos

}EIL% flz)=0 e glclg%)g(x) = 0. (1.309)

HFonte: Wikipédia.
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Observagao 1.7.1. A preservacao da desigualdade também ocorre para li-
mites laterais. Mais precisamente, se f e g sdo fungdes tais que f(x) < g(x)
para todo x < x( e existem os limites laterais a esquerda de f e g no ponto
T = xg, entao

lim f(z) < lim g(z). (1.310)

x—>z0 JJ—>£E0

Vale o resultado andlogo para limite lateral a direita e limites no infinito.
1.7.1 Limites de funcgoes limitadas

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Se f(x) < L para todo x em um intervalo aberto contendo zg, exceto possi-
velmente em xy, entao

lim f(z) < L. (1.311)

T—T0

Resultados andlogos valem para limites laterais e limites no infinito.

Exemplo 1.7.2. Vamos calcular o seguinte limite

lim e “senz. (1.312)
T—r00
Como |senz| < 1, temos
lim e *senz < lim e™* =0, (1.313)
lim e"*senz > lim —e * = 0. (1.314)
T—00 T—00
Logo, temos
lim e™*senz = 0. (1.315)

1.7.2 Teorema do confronto
[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

Teorema 1.7.1. (Teorema do confronto) Se g(z) < f(z) < h(z) para todo x
em um intervalo aberto contendo a, exceto possivelmente em = = a (consulte
a Figura 1.27), e

lim g(x) = lim h(x) = L, (1.316)

r—a Tr—ra
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entao

lim f(z) = L. (1.317)

Tr—a

/Y

=
I
=
—_—
=3
—

Figura 1.27: Tlustracao sobre o Teorema 1.7.1.

Demonstracao. Da preservacao da desigualdade, temos

lim g(x) < lim f(x) < lim h(z) (1.318)
donde

L< ;ILI(IZ fz) < L. (1.319)

O

Exemplo 1.7.3. Toda fungdo f(z) tal que —1 + 22/2 < f(x) < —1 + 2%/3,
para todo x # 0, tem
lim f(x) = —1. (1.320)

z—0

Observacao 1.7.2. O Teorema do confronto também se aplica a limites
laterais.
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Exemplo 1.7.4.

limsenz = 0. (1.321)

x—0

P = (cos(x),sen(x))

O = (0,0) A= (1,0)

Figura 1.28: Ilustracao referente ao Exemplo 1.7.4.

De fato, comegamos assumindo 0 < z < /2. Tomando O = (0,0), A = (1,0)
e P = (cosz,senz) (consulte a Figura 1.28), observamos que

Area do triang.OAP < Area do setorOAP, (1.322)
e senx
5 <5 = senz <z, (1.323)

para todo 0 < z < 7/2.

E certo que senz < —x para —7m/2 <z < 0. Com isso e o resultado acima,
temos
senz < |z|, —7w/2<z<m/2 (1.324)

Lembrando que sen x é uma funcdo impar, temos

—|z] < —senx =sen—z, —w/2<x<T7/2. (1.325)
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Logo, de (1.324) e (1.325), temos

—lz| <senz < |z|. (1.326)
Por fim, como
lim —|z| = lim |z| = 0, (1.327)
z—0 z—0

do Teorema do confronto, concluimos

lim sen z = 0. (1.328)

z—0

Observagao 1.7.3. Do exemplo anterior (Exemplo 1.7.4), podemos mostrar
que
lim cosz = 1. (1.329)

x—0

De fato, da identidade trigonométrica de angulo metade

sen° — = ———— (1.330)

temos .
cosz =1+ 2sen” 5 (1.331)

Entao, aplicando as regras de calculo de limites, obtemos

lim cos z = lim {1 + 2sen? x} (1.332)
x—0 z—0 2
2
— 142 (iii% sen ;) . (1.333)

Agora, fazemos a mudanga de varidvel y = /2. Neste caso, temos y — 0
quando x — 0 e, entao

. x .
lim sen 5= %gr(l) seny = 0. (1.334)

z—0

Entao, retornando a equagao (1.333), concluimos

lir% cosx = 1. (1.335)

T—r
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1.7.3 Limites envolvendo (senz)/x

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Verificamos o seguinte resultado
. senzx
lim
z—0

=1 (1.336)

P = (cos(x), sen(x))

O =1(0.0) T=(1,0)

senx

Figura 1.29: Ilustracao para o calculo de liH(l)
T—> €T

Para verificarmos este resultado, calcularemos os limites laterais a esquerda e
a direita. Comegamos com o limite lateral a direita e assumimos 0 < z < 7/2.
Sendo os pontos O = (0,0), P = (cosz,senz), A = (1,0) e T = (1,tgx)
(consulte Figura 1.29), observamos que

Area do tridng. OAP < Area do setorOAP < Area do tridng. OAT.
(1.337)

Ou seja, temos

senx<a:<
2 2

t
%. (1.338)
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Multiplicando por 2 e dividindo por sen z!?, obtemos

T 1

1< < . (1.339)
senr  Ccosw
Tomando os reciprocos, temos
1> 2 S cosa. (1.340)
x
Agora, passando ao limite
1= lim 1> lim en e > lim cosz = 1. (1.341)
z—0t z—0t T z—07F
Logo, concluimos que
se
lim S0 =1, (1.342)
z—0t T
Agora, usando o fato de que sen z/z é uma fungao par, temos
lim ST _ gy ST (1.343)
z—0- T z—0~ —T
= lim ot =1, (1.344)
z—0t T

Calculados os limites laterais, concluimos o que queriamos.

Exemplo 1.7.5. Com o resultado acima e as regras de calculo de limites,

temos )
lim cos(z) — _
z—0 x

0. (1.345)

Veja o Exercicio 1.7.4.

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]
ER 1.7.1. Sabendo que z® < f(x) < /7 para 0 < z < 1, calcule

lim f(z). (1.346)

z—0t

2genz > 0 para todo 0 < z < 7/2.
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Solucgao. Pelo Teorema do Confronto, temos

0 0

i < li < i . .
Logo,
lim f(xz)=0. (1.348)
z—0t

Em construgao ...

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.1.7.1. Supondo que 1 — z?/3 < u(r) < 1 — 2?/2 para todo x # 0,
determine o lim, o u(z).

E.1.7.2. Calcule

lim e cos . (1.349)
Tr—r0Q0
E.1.7.3. Calcule 3
. sen 3z
31612(1) = (1.350)
E.1.7.4. Calcule .
lim 25%) = (1.351)
x—0 €T
E.1.7.5. Calcule (30) 1
. cos(3x) —
lim =" (1.352)
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1.8 Exercicios finais

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.1.8.1. Calcule

lim In (“1). (1.353)

z—1+ r—1

E.1.8.2. Calcule os seguintes limites:

a) lim z®
T—00

b) lim (1>
Tr—00 x
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Capitulo 2

Derivadas

2.1 Derivada no ponto

Nesta secao, vamos estudar a no¢ao de derivada de uma fungao em um
ponto. Comecamos pelas nogoes de reta secante e de reta tangente
ao grafico de uma funcao. Em seguida, estudamos as nocoes de taxa de
variacdo média e taxa de variacao instantanea. Por fim, definimos a
derivada de uma funcao em um ponto.

2.1.1 Reta secante e reta tangente

[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

Definimos a reta secante ao grafico de uma dada funcao f pelos pontos x
e r1, To # x1, como sendo a reta determinada pela equacao

Yy = W(x —x0) + f(20). (2.1)

Isto é, é a reta que passa pelos pontos (g, f(xg)) e (21, f(x1)). Veja a Figura
2.1. Observemos que o coeficiente angular da reta secante é

e M (2.2)
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Y

reta tangente reta secante

flz1) frmmmmmmmm e
f(-'fl) - f(-’F[J)

f(xo) F====-— 4%~ . '_____:______J;

T

Figura 2.1: Esbocos de uma reta secante (verde) e da reta tangente (verme-
lho) ao grafico de uma funcao.

A reta tangente ao grifico de uma funcao f em x = xg é a reta que passa
pelo ponto (xq, f(xo)) e tem coeficiente angular

flan) = Flaw)

mtg — I}]_)Hio xl _ xo (23)
Isto é, a reta de equacao
y = muglw — 30) + (o). (2.4)

Menos formal, é a reta limite das retas secantes ao grafico da funcao pelos
pontos xg e x1, quando x; — zo. Veja a Figura 2.1.

Observacao 2.1.1. Fazendo a mudanca de variavel h = x; — xp, temos que
(2.3) é equivalente a

Mg = }llli% f(xO + h]z - f(x()) (25)

De fato, da mudanca de variavel, temos que x1 = xg + h e quando x; — g,
temos que h = 1 — xyg — 0. Ou seja,

My = lim f(x1) — f(wo)

T1—T0 T1 — Xg

(2.6)
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(2.7)

= lim
h—0

f(zo+h) — f(xo)
- .

Exemplo 2.1.1. Seja f(z) = 22 e mp = 1. O coeficiente angular da reta
secante ao grafico de f pelos pontos g =1e x1 =2 é

@) = flz) (2.8)
T — Zo
f(2) - f)
=0 2.
2—-1 (2.9)
4—-1
=—=3 (2.10)
1
Logo, a reta secante ao grafico de f pelos pontos o = 1 e 1 = 2 tem equacao
Y = Msec(z — 20) + f(20) (2.11)
y=3x—1)4 f(1) (2.12)
y=3r—2 (2.13)

Na Figura 2.2, temos os esbocos dos grafico da funcao e da reta secante

(verde).

Figura 2.2: Esbocos dos graficos de f(x) = x? (azul), da reta secante pelos
pontos zp = 1 e 1 = 2 (verde) e da reta tangente ao gréafico de f no ponto
zo = 1 (vermelho).
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Agora, o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto xg é

- Hwo+h) — flwo)

Mg = lim Y (2.14)
~ lim (1”‘}32_1 (2.15)
:£%1+2h2h?—1 (2.16)
:%E%QTIh::Q. (2.17)

Assim sendo, a reta tangente ao grafico de f(z) = 2% no ponto zy = 1 tem
coeficiente angular m, = 2 e equagao

y=2x—1)4+1=2z—1. (2.18)

Na Figura 2.2, temos os esbocos dos grafico da funcao e da reta tangente
(vermelho).

Com o Python+SymPy, podemos obter a expressao da reta secante com os
seguintes comandos:

In

Out:

from sympy import *
x,y = symbols('x,y")

x0 = 1
x1l = 2
f = lambda x: x*%*2

msec = (f(x1)-f(x0))/(x1-x0)
Eq(y, msec*(x-x0)+f(x0))
Eq(y, 3.0xx - 2.0)

expressao da reta tangente pode ser obtida com os seguintes comandos:

In

from sympy import =x*

x,y = symbols('x,y"')

h = Symbol('h')

x0 =1

f = lambda x: x**2

mtg = limit ((£f(x0+h)-f(x0))/h, h, 0)
Eq(y, mtgx(x-x0)+£f(x0))
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9 OQut: Eq(y, 2*x - 1)

2.1.2 Taxa de variacao

[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

A taxa de variacdo média de uma funcao f quando x varia de xg a x; é

definida como A

Ax 1 — T
Desta deriva-se a taxa de variacao instantianea de f no ponto zg, a qual
¢ definida como

df o f(@) = f(20)
e . = xlg?o e (2.20)

Em muitas areas do conhecimento, estas taxa recebem nomes especificos.

Exemplo 2.1.2. Seja s = s(t) a fungao distancia percorrida por um objeto
no tempo. A velocidade média (taxa de variacdo média da distancia) do
tempo tg ao tempo t; €
A t1) — s(¢
As _ slt) = slto) (2.22)
At t — to
Por exemplo, se s(t) = 15t + ¢ (km), entdo a velocidade média do objeto
entre to = lh et; =3h é

As (15t 4+ t1) — (1565 + to)

_ 2.23
At t —to (223)
15-3243—(15-1241
_15-37+3-(15-1°+1) (2.24)
3—1
1354+3—15—1
_ 07 (2.25)
2
km
=61 —. 2.26
61 (2.26)
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A velocidade (taxa de variacao instantanea da distancia) no tempo to = 1
é

ds| gy Sttt ) = slto) (2.27)
dt ity h—0 h
15(tg + h)2 + (tg + h) — (1512 + ¢
h—0 h
15¢2 toh + 15h% + 1ty + h — 1512 — t
i 5tg + 30toh + 15k + to + 5t2 — tg (2.20)
h—0 h
2
_ i, 30foh + 15h° + B (2.30)
h—0 h
= lim 30ty 4+ 15h + 1 (2.31)
h—0
km
=30tg+1=31 o (2.32)

Exemplo 2.1.3. Seja ¢(z) = /x (milhdes de reais) o custo da produgéo em
uma empresa em fungdo do nimero de unidades produzidas (milhares). O
custo médio da produgao de xg=4az; =9 ¢

Ac  c(z1) — ()

R —— (2:33)
= w (2.34)

VO V1
~o-1 (2:35)
_ 3;2 (2.36)
= 0,2 Rj (2.37)

O custo marginal (taxa de variagao instantanea do custo) quando a empresa
esta produzindo zy = 4 milhoes de unidades é

de _.\/ZI?OT\/_

dx o h—>0 h

oy VB TR =T VEg b+ T
50 h Vo + h+ \/zo
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xo+ h — xg

= 1i 2.40
o T Rt Vi) 240

~ fim ! (2.41)
h—0 0

Vao + #+ 7o

_ 1V (2.42)
2\/[E_0 2[)’20

_ VA 0,25 15 (2.43)
2. un

Observagao 2.1.2. Analogamente a custo marginal, temos as nogoes de
rendimento marginal e lucro marginal.

2.1.3 Derivada em um ponto
[Video] | [Audio] | [Contatar]

A derivada de uma fun¢do f em um ponto x = z( é denotada por f'(xg)

d ) .
ou di(mo) e é definida por

df . f(wo+h) = flzo)
/ _ =) i
f(xg) = dr|_, ilg% h : (2.44)
Exemplo 2.1.4. Vejamos os seguintes casos:
a) f(x) =k, k constante.
f(zo +h) — f(x0)
f'(wo) = lim i (2.45)
. k—k
b) f(z) =
B) —
h—0 h
o xoth—m
= }lg]% = 1. (2.48)
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VIth-—+1

f(1) = }E}%T (2.49)
_hm\/1+h—\/T_\/1+h+\/T (2.50)
~ h=0 h VI+h+1 '

l+h—1 1 (251)

=li :
0 h(V1+h+1) 2

Exemplo 2.1.5. Assuma que o rendimento de uma empresa é modelado por
r(z) = x? (milhdes de reais), onde x é o niimero em milhdes de unidades
vendidas. O rendimento marginal quando z =2y =1 ¢

(zo + h)? — a7

r'(zg) = xlg?o h (2.52)
2 200 h h2 2
— iy T AT AT T (2.53)
T—T0 h
R
~ lim 20h+ h = 22 = 2 20 (2.54)
T—T0 un

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 2.1.1. Determine a equacao da reta tangente ao grafico de f(x) = \/x
no ponto xy = 4. Faca, entao, os esbocos dos graficos de f e da reta tangente
em um mesmo plano cartesiano.

Solucgao. A equacao da reta tangente ao grafico da func¢ao f no ponto xo = 4
é
y = f'(xo)(x — x0) + f(0). (2.55)

A derivada de f no ponto zg é

(o) = Jimg T2 = Ti0) (2.56)
iy VARV (2.57)
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Vi+h—=2 4+h+2

=li . 2.58
1 R VAT h+2 (2:58)
44+ h—4

= lim 2.59
e=4 h(\/4+ h+2) ( )
B (2.60)

VA2 4 ‘

Portanto, a equacao da reta tangente é
1
y=@—4+ V4 (2.61)
1

y=42 + 1. (2.62)

Veja a Figura 2.3 para os esbogos dos gréafico de f e da reta tangente.

2.5
2.0

1.5

19

]
<]

_0.5 -

_1.0 -

Figura 2.3: Esbogos do grafico da funcao f e da reta tangente no ponto
g = 4.

ER 2.1.2. Considere que a produgdo em uma empresa tem custo
c(z) = Vx (2.63)
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e rendimento

r(z) = 2%, (2.64)

onde z é o nimero de unidades (em milhdes) produzidas. Calcule o lucro
marginal da empresa quando z = 1 mi.

Solugao. O lucro é
l(z) =r(x) —c(x). (2.65)

Desta forma, o lucro marginal no ponto o =1 é

[(zo + h) — U(z0)

l'(xg) = ’lllir(l) - (2.66)

o 1w+ ) = c(wo + h) = (r(z0) — c(w0))
g T ) =)~ Gt 1) = o) 6s)

. r(zo+ h) — r(xg) . c(zo+ h) — c(xo)
S T (209
— () — ¢ () (2.70)
1

=200~ 5 @.1)
:2—;:1,5 i{f. (2.72)
O

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.2.1.1. Calcule as derivadas conforme indicado:
a) f(x) =2, f'(-1);
b) g(z) = 10°, ¢'(10®);

¢) h(x) =In2e, h'(—m);
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E.2.1.2. Calcule as derivadas conforme indicado:
a) f(z) =24z, f'(-1);
b) g(x) =10° — 2z, ¢'(=3);

c¢) h(z) =1In(2e) + ex, h'(10°);

E.2.1.3. Calcule as derivadas conforme indicado:

a) f(z) =z, f'(=1);

b) g(x) = =2z, g'(=3);

c) h(x) = ex, h'(10°);

E.2.1.4. Determine a reta secante ao grafico de f(z) = 5 — x? pelos pontos
xo = 1 e x1 = 2. Entao, determine a reta tangente ao grafico de f no ponto

xo = 1. Por fim, faca os esbocos dos graficos de f, da reta secante e da reta
tangente em um mesmo plano cartesiano.

E.2.1.5. Assumindo que, em uma empresa, a producao tenha o custo c(z) =

2,/7 e rendimento 7(x) = -3, dados em milhdes de reais com z em milhares

100

de unidades. Calcule:

a) o custo marginal quando = = 1;

b) o rendimento marginal quando = = 1;

¢) o lucro marginal quando = = 1.

2.2 Funcgao derivada

[Video] | [Audio] | [Contatar]

df

A derivada de uma funcao f em relacao a varidvel z é a funcio f' = e
x
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cujo valor em x é

Fa) — i LD = 1)

lim . , (2.73)

quando este limite existe. Dizemos que f é derivavel (ou diferencidvel) em
um ponto z de seu dominio, quando o limite dado em (2.73) existe. Se isso
ocorre para todo nimero real x, dizemos que f é derivavel em toda parte.

Exemplo 2.2.1. A derivada de f(z) = 2% ¢

. fle+h)— f(z
o) = g LB =) 270
h2_ 2
:}%W (2.75)
2 4 20h + h? — 2?
—lim * ter h+ i (2.76)
= }lliH(l) 2x + h = 2z. (2.77)
_>.

Observamos que este é o caso de uma funcao derivavel em toda parte.A
Figura 2.4.

Figura 2.4: Esbogos dos graficos da funcio f(z) = 22 e de sua derivada

f(x) = 2.
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Com o SymPy, podemos usar os seguintes comandos para verificarmos este
resultado:

1 from sympy import x*

2 x,h = symbols('x,h')

3 f = lambda x: x**2

4 limit ((£(x+h)-£(x))/h,h,0)
5

Mais adequadamente, podemos usar o comando:

1 diff (x*x*2,x)
2

ou, equivalentemente,

1 diff (x**2)

2

para computar a derivada de 22 em relacdo a x.

Observagao 2.2.1. A derivada a direita (a esquerda) de uma fun¢do f em
um ponto z é definida por
df . fle+h)— f(z)
filr) = 275 = lim - . (2.78)

h—0*t

Desta forma, no caso de pontos extremos do dominio de uma func¢ao, empre-
gamos a derivada lateral correspondente.

Exemplo 2.2.2. Vamos calcular a derivada de f(z) = /z. Para x = 0, s6
faz sentido calcular a derivada lateral a direta:

VO o

f.(0) = lim (2.79)
VA
= (2.80)

= lim — = +o0. (2.81)

Ou seja, f(x) = /x ndo é derivavel em x = 0. Agora, para = > 0, temos

VETT -2

F(z) = lim (2.82)

h—0
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Vr+h—+zx Vr+h+x

= li : 2.83
ho0 h Vr+h+x (2.83)
r+h—x
=i 2.84
ﬂ%uvx+h+v® (2.84)
1
= . (2.85)

2V

Na Figura 2.5, temos os esbogos dos graficos desta fun¢ao e de sua derivada.

Figura 2.5: Esbogos dos graficos da fungao f(z) = 1/x e de sua derivada.

No SymPy, a computagao de f’ (0) pode ser feita com os comandos':
1 from sympy import x*

2 h = Symbol('h')

3 limit ((sqrt (0+h)-sqrt (0))/h,h,0)

4

E, a derivada de f(z) = y/z (nos pontos de diferenciabilidade) pode ser
obtida com o comando:

!Por padrio no SymPy, o limite é tomado & direita.
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1 diff (sqrt(x),x)
2

Exemplo 2.2.3. A fungao valor absoluto é derivavel para todo x # 0 e nao
é derivavel em = 0. De fato, para = < 0 temos

R (o o el
) = Jim (2.56)
I €
= }ILILI(I) : (2.87)
Cim o1 (2.88)
= '
Analogamente, para x > 0 temos
: |z + h| — ||
) = Jim (2.89)
. r+h—x
- i 250
=1 h_ 291
“aton (291)
Agora, para x = 0, devemos verificar as derivadas laterais:
P 1] et B
110 = iy P = i £ 20
: o[ —10] _ . —h
FO=m T s T 229

Como as derivadas laterais sao diferentes, temos que y = |z| nao é derivavel
em x = 0. Na figura 2.6, temos os esbogos dos gréficos de f(x) = |z| e sua
derivada

F(2) z{ _1 ,,xx<>0(; (2.94)

Esta é chamada de fungao sinal e denotada por sign(x). Ou seja, a fungao
sinal é a derivada da fung¢ao valor absoluto.
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x)= x|

f(x)

[4+]

Figura 2.6: Esbogos dos gréficos da fungao f(x) = |z| e de sua derivada.

No SymPy, podemos computar a derivada da fungdo valor absoluto com o
comando:

In : from sympy import *

x = symbols('x', real=True)
...t diff (abs(x))
OQut: sign(x)

U W N =

2.2.1 Continuidade de uma funcao derivavel
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Uma fungao y = f(x) derivavel em = = 7y é continua neste ponto. De
fato, lembramos que f é continua em z = xy quando xy é um ponto de seu
dominio e

Jim () = f(zo). (2.95)
Isto é equivalente a
lim f(zo+h) = f(x0) (2.96)
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ou, ainda,

}1}2}] [f(zo + h) = f(z0)] = 0. (2.97)

Vamos mostrar que este é o caso quando f é derivavel em x = zy. Neste
caso, temos

lin (7o + ) — ()] = limn [/ (o + h) — f(a0)] - (2.98)
f'(xo)
_ i | LB N =HET] (2.99)
h—0 h
= lim f'(xo) - b (2.100)
= 0. (2.101)

Ou seja, de fato, se f é derivavel em = = g, entdao f é continua em x = x.

Observagao 2.2.2. A reciproca nao é verdadeira, uma funcao f ser continua
em um ponto x = xy nao garante que ela seja derivavel em x = 3. No
Exemplo 2.2.3, vimos que a funcao valor absoluto f(z) = |z| ndo derivavel
em x = 0, enquanto esta fungao é continua (veja, também, o Exemplo 1.6.2).

2.2.2 Derivadas de ordens mais altas

[Video] | [Audio] | [Contatar]
A derivada de uma fungdo y = f(x) em relagdo a = ¢é a fungao y = f'(x).

Quando esta é diferenciavel, podemos calcular a derivada da derivada. Esta
é conhecida como a segunda derivada de f, denotamos

P = (@) o ) = 4 (@) 210

Exemplo 2.2.4. Seja f(z) = z®. Entao, a primeira derivada de f é

fx+h) - fz)

/ T
fi(x) = }l}_}l% Y (2.103)
h 3 _ .3
= }Ljnéw (2.104)
—>
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2% + 3x%h + 3zh? + h? — 28

= }lgr(l) h (2.105)
0 0
= lim 3% + 3ali+ I = 322, (2.106)
—

De posse da primeira derivada f’(z) = 3x?, podemos calcular a segunda
derivada de f, como segue:

fi(@) =[f'(2)] (2.107)
’ o

_ i LD = (@) (2.108)
h—0 h

. 3(z+h)?— 322

= }lg% - (2.109)

2 2 9.2

— im 3x° 4 6xh + h* — 3z (2.110)

h—0 h
0
:’111%6:1:+}{:6x, (2.111)

ie. f(x) = 6x.

No SymPy, podemos computar a segunda derivada da fun¢ao com o comando:

In : from sympy import x*
x = symbols('x"')
diff (x**3,x,2)

Out: 6*x

O R

ot

Generalizando, quando existe, a n-ésima derivada de uma fungao y = f(x),
n > 1, é recursivamente definida (e denotada) por

d dnfl

PO = [ o ) = | @] e

com [® = 1, O = f7, O = fre fO = f.

Exemplo 2.2.5. A terceira derivada de f(z) = z° em relagdo a x é f"(z) =
[f"(x)]. No exemplo anterior (Exemplo 2.2.4), calculamos f”(z) = 6x. Logo,

3

" (x) = [6z] (2.113)
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. 6(x+h)—6x
= flll*>0 S S— (2.114)
= 1lim 6 = 6. (2.115)
h—0

3

A quarta derivada de f(z) = 2° em relagio a = é f¥(z) = 0, bem como

fO)(z) = 0. Verifique!

No SymPy, podemos computar a terceira derivada da fung¢ao com o comando:

In : from sympy import =x*
x = symbols('x"')
diff (x**3,x,3)

OQut: 6

CU s W N

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]
ER 2.2.1. Calcule a derivada da funcao f(z) = 2> + 22 + 1 em relagio a .

Solucgao. Por definicao da derivada, temos

flx+h) = fx)

f(z) = lim . (2.116)
h)? +2 h)+1— (2® +2z+1
 Jim (x4 h)? +2(x + )h+ (2 +2z+1) (2.117)
—
24 2zh+ W2+ 2z +2h+1—2? — 22— 1
:hir%x + 2zh + h” + a:—l—h + x x (2.118)
—
2xh + h? + 2h
— lim ’ +h i (2.119)
—
= lim 2z +h 42 =2z +2. (2.120)
O

ER 2.2.2. Determine os pontos de diferenciabilidade da funcao f(z) = |z —
1.

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://www.sympy.org
https://phkonzen.github.io/notas/contato.html
https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 2. DERIVADAS 101

Solugao. O grafico da func¢do f(z) = | — 1| tem um bico no ponto z = 1
(verifique!). Para valores de x < 1, temos

flx+h) = f(x)

/ 1
fi(x) = ]lblir(l) h (2.121)
<0 <0
lz+h—1|—|xz—1]
= }lgr[l) p (2.122)
. —r—h+14+2-1
= }lg% . (2.123)
. —h
Para valores de x > 1, temos
fle+h)— [fz)
/ —
fi(x) = }ILILI(I) h (2.125)
>0 >0
. Jx+h—-1|—|z—-1]|
llgr(l) 0 (2.126)
. r+h—1—2x+1
= lim 7 (2.127)
= lim h =1. (2.128)

Ou seja, temos que f(x) = |x — 1] é diferencidvel para = # 1. Agora, para
x =1, temos

/ IR T
fi(z) = hlg(l)l_ . (2.129)
<0
I O e |
= hlgél— : (2.130)
. —h
= lim —= =1 (2.131)
o fO+h) — (1)
!
“(x) = hlg(r)l+ Y (2.132)
>0
BT N el L |
— lim . (2.133)
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= lim - =1 (2.134)
(2.135)

Como f’(1) # fi(1), temos que #f'(1). Concluimos que f(z) = |z — 1] é
diferencidvel nos pontos R\ {1}.

O
ER 2.2.3. Calcule a segunda derivada em relagdo a = da funcao
flz) =2 —2° (2.136)
Solugao. Comecamos calculando a primeira derivada da funcao:
- fleth) - f(z)
/ —
fl(x) = lim h (2.137)
_ 2 (22
_ lim (x+h)—(x+h)—(z—2°) (2.138)
h—0 h
2 P2 2
~ lim r+h—2°—2xh—h"—2x+zx (2.139)
h—0 h
0
—lim1—2z—f=1-2x. (2.140)
h—0
Entao, calculamos a segunda derivada como segue
f(@) =1 @) (2.141)
/ h) — f!
_ i L@+ = (@) (2.142)
h—0 h
~ lim 1—=2(x+h)—(1—2x) (2.143)
h—0 h
= lim —2 = —2. (2.144)
h—0
O

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]
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E.2.2.1. Calcule a derivada em relacao a =z de cada uma das seguintes
funcgoes:

a) flx) =2
b) g(x) = —3
¢) hiz) = e

E.2.2.2. Calcule a derivada em relagdo a = de cada uma das seguintes
funcgoes:

E.2.2.3. Calcule a derivada em relacao a = da funcao

f(z) =2 -2z +1. (2.145)

E.2.2.4. Determine os pontos de diferenciabilidade da fungao f(z) =
r— 1.

E.2.2.5. Considerando
flz) =2% -2 (2.146)
calcule:
a) f'(x)
b) f"(x)
c) f"(x)
d) f@
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&) f000) ()

2.3 Derivada de Funcoes Constante, Identi-
dade e Poténcia

[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

Nesta secao, vamos estudar as derivadas de funcao constante, de funcao iden-
tidade e de funcao poténcia.

2.3.1 Derivada de Funcao Constante

[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]
A derivada de fungao constante f(x) =k, com k constante, é

(k) =0 (2.147)

De fato, da definicao de derivada temos

f(x+h) = f(x)

/ T
fi(x) = }ILILI(I) h (2.148)
. k—k
=1lim 0= 0. (2.150)
h—0

d) (a)" = 0 para qualquer a € R

Com Python+SymPy, podemos computar essas derivadas com os seguintes
comandos:
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11
12
13
14
15

In
In

Out:

In

Out:

In

Qut:

In
In
In

Out:

from sympy import =x*

diff (2)

0

diff (-3)

0

diff (pi)

0

x = Symbol('x"')

a = Symbol('a', const=True)
diff (a, x)

0

2.3.2 Derivada de Funcao Identidade

[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

A derivada da fungao identidade f(z) = x é

(z) =1 (2.151)

De fato, da definicdo de derivada temos

flz+h) - [f(z)

/
f(x) }ILL% h (2.152)
. T+h—-w
= Jim (2.153)
. h
= lim > = 1. (2.154)
(2.155)

Exemplo 2.3.2. Usando Python+sympy, podemos computar a derivada da
funcao identidade com as seguintes instrugoes:

1

2

In
In

from sympy import =x*
x = Symbol('x")
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3 In : diff(x)
4 OQut: 1
5

2.3.3 Derivada de Funcao Poténcia
[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

A derivada da fungao poténcia f(x) = 2™, n nimero inteiro positivo, é
(") = na™? (2.156)

De fato, da definicao de derivada, temos

f(x+h) = f(x)

/ T
fl(z) = }ILILI(I) h (2.157)
— lim w (2.158)

h—0

Usando bindémio de Newton?, temos

(e4+h) =3 (Z) e R, (2.159)

(Z) - k'(nnlky (2.160)

2" +nx"h + @x"‘QhQ 4+ B — 2"

/ —
f(z) = }lllir(l) h (2.161)
-1
= }llur(l) nx" 4+ n(nZ)x”_gh SR N (2.162)
—
= na" L. (2.163)

Exemplo 2.3.3. Estudemos os seguintes casos:

2Isaac Newton, 1643 - 1727, matematico inglés. Fonte: Wikipédia.
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a) () =221 =2
b) (2°) = 52°~! = bat
¢) (2201) = 200122000
d) (z™)" = ma™ ! para qualquer m inteiro positivo.

Com Python+SymPy, podemos computar essas derivadas com os seguintes
comandos:

1 In : from sympy import =x*

2 In : x = Symbol('x"')

3 In : diff (x*%*2)

4 Out: 2%*x

5

6 In : diff (x**5)

7 Out: b5*x*x4

8

9 In : diff (x**%x2001)

10 Out: 2001*xx**x2000

11

12 In : m = Symbol('m', integer=True, positive=
True)

13 In : simplify(diff (x**m, x))

14 Out: m*xx*x*(m - 1)

15

Observacao 2.3.1. Ao longo das notas de Calculo, vamos estudar que a
formula de derivacao

(z") = ra"? (2.164)

vale para qualquer r nimero real nao nulo, considerando-se o dominio
natural das fungoes poténcia. Assim sendo, vamos assumir passar a aplica-la
para qualquer funcao poténcia a partir de agora.

Exemplo 2.3.4. Estudemos os seguintes casos:
a) (w_l), =1zt = g2
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b) (af)' = Zat~! =
e—1

c) (%) =ex

Com Python+SymPy, podemos computar essas derivadas com os seguintes
comandos:

1 In : from sympy import *
2 In : x = Symbol('x"')

3 In : diff (x**x(-1))

4 Out: -1/x*%2

5

6 In : diff (x**x(S(1)/2))
7 OQut: 1/(2*sqrt(x))

9 In : diff (x**E)
10 Out: Exx**xE/x

2.3.4 Lista de derivadas

(k) =0 (2.165)
(2) =1 (2.166)
(") = na™* (2.167)

Exercicios Resolvidos

ER 2.3.1. Calcule o angulo de declividade da reta tangente ao grafico de
cada uma das seguintes func¢ées em qualquer ponto fixado x = xg.

a) Funcao constante f(z) =k
b) Fungao identidade f(z) ==

Solucgao. O angulo 6 de declividade da reta tangente ao grafico de uma dada
funcao f em um ponto x = xg é

= arctg(f'(zo)). (2.168)
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a) Fungao constante f(x) =k
Nesse caso, f'(x) = 0 para todo z, logo

0 = arctg(0)
=0.

b) Funcao identidade f(z) =z
Nesse caso, f'(x) =1 para todo z, logo

0 = arctg(1)
T

4

¢

ER 2.3.2. Determine a equagao da reta tangente ao gréafico da fungao f(z) =

2% no ponto = = 1.

Solucao. A equacao da reta tangente ao grafico de uma funcdao f em um
ponto x = xq é

y = f'(zo)(x — xo) + f(20) (2.169)
Nesse caso,
y=f -1+ 1) (2.170)
Temos f(1) = (1)*> = 1. Agora, pela derivada de fungio poténcia, temos
fl(z) = (2*) = 2z (2.171)
Logo,
fl()y=2-1=2 (2.172)

Concluimos que equacao da reta tangente é

y=2x—1)+1 (2.173)
y=2r—1 (2.174)
O
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Exercicios

E.2.3.1. Calcule as seguintes derivadas:

E.2.3.3. Calcule as seguintes derivadas de ordem mais alta:

a) (2)"
b) (21001)"’

o) [(-3)4

E.2.3.4. Calcule o coeficiente angular da reta tangente y = mx + b ao
grafico da funcao f(x) = 23 no ponto z = 0. Faga o esboco do gréfico desta
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funcao.

E.2.3.5. C(alcule o ponto de intersecao das retas tangentes ao grafico da
funcio f(z) = x? nos pontos o = —1 e 7; = 1. Faca, em um mesmo esboco,
os graficos de f e das retas tangentes calculadas.

2.4 Derivada de Funcoes Exponenciais e Lo-
garitmicas

[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

Nesta secao vamos estudar a derivada de func¢oes exponenciais e logaritmicas.
Comecamos com a definicdo no nimero de Euler® por limites.

2.4.1 Numero de Euler
[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]
O ntmero de Euler e &~ 2,7183... pode ser definido pelo seguinte limite

e = lim(1+h)n (2.175)
h—0

Exemplo 2.4.1. Consideremos os seguintes limites.

a) lim(1 + h)#

h—0
. 2 L
lim (1 +h)% = [1+h h} (2.176)
[}1% ] (2.177)
_ 2 (2.178)

Com o Python+SymPy, podemos computar este limite com os seguintes
comandos:

3Leonhard Paul Euler, 1707 - 1783, matematico suico. Fonte: Wikipédia.
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U W o

U W N

In : from sympy import x*
h = Symbol('h')
...t limit ((1+h)**(2/h), h, 0)
Out: exp(2)
1
lim (1 + 2h)"
h—0

Para calcular este limite, podemos fazer a seguinte mudancga de variavel
u=2h (2.179)

donde, temos que u — 0 quando h — 0. Entao, segue que

2
u

lim (1 + 2h)% = lim (1 + u)
h—0 u—0
= 62

(2.180)
(2.181)

Com o Python+SymPy, podemos computar este limite com os seguintes
comandos:

In : from sympy import x*

h = Symbol('h"')
...t limit ((1+2%h)**x(1/h), h, 0)
Out: exp(2)

2.4.2 Derivada de Fungoes Exponenciais

[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

Vamos calcular a derivada da funcao exponencial

flz)=a" (2.182)

com a > 0. Partindo da definicao de definicdo de derivada, temos

o F@ e h) — f(@)

/ —
f'(x) = lim - (2.183)
] a:p+h —a”
= lim ———— (2.184)
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y a” (ah — 1)
= fim ———= (2.185)
ey am—1
=a }lbli% ; (2.186)
Agora, fazemos a seguinte mudanga de variavel
u=a"—1 (2.187)
donde, u — 0 quando h — 0 e
h =log,(1 + u). (2.188)
Com isso, voltando a (2.186) segue que
(@®) = a® li U (2.189)
a®)=a"lim —— .
u=0log, (1 4 u)
1
=a"lim ———— 2.190
i Llog, (1 + u) ( )
1
=qa"lim — (2.191)
u—0 logaw
1
=ad° 2.192
¢ log, e ( )
Lembrando que
Inx
1 = — 2.193
08, T = 7 — (2.193)
concluimos que
(a*) =a"Ina (2.194)
No caso particular da funcao exponencial natural, temos
(e”) =e"Ine (2.195)
ou seja,
(e®) = e” (2.196)

Exemplo 2.4.2. Estudemos os seguintes casos:
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a)

(2.197)

(2.198)

(2.199)
(2.200)

(2.201)

Com o Python+SymPy, podemos computar essas derivadas como segue:

1 In : from sympy import =
2 In : x = Symbol('x"')

3 In : diff (2%%*x)

| Out: 2**x*xlog(2)

)

6 In : diff ((S(3)/2)*xx)

7 Out: (3/2)**xx*x1log(3/2)

8

9 In : diff (exp(x/2))
10 Out: exp(x/2)/2

11

2.4.3 Derivada de Funcgoes Logaritmicas

[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

Vamos calcular a derivada da fungao logaritmica

f(x) = log,
com a > 0 e a # 1. Partimos da definicdo de derivada

oy J@h) = fz)
f'(x) = lim -

h—0
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= Jim . (2.204)
1 x+h
= }Lli% log, . (2.205)
o1 h
- Ilg% 7 log, (1 + x> (2.206)
. h\*
— ’1112% log, (1 + x) (2.207)
Tendo em vista que?
S h\*
er = lim <1 + ) (2.208)
h—0 x
obtemos
(log, z) = log, e+ (2.209)
1
= —log,e (2.210)
x
llne
= —— 2.211
rlna ( )
e concluimos que
1
1 "= 2.212
(log, 2/ = (2212)

Observamos que no caso particular da funcao logaritmo natural, segue que

(Inz) = = (2.213)

T

Exemplo 2.4.3. Estudemos os seguintes casos:

a)

1
log, z) = ——— 2.214
(log2) = (2214)
b)
(logs z) = ! (2.215)
2 xln%

4Consulte o Exercicio 2.4.6
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c)

1
nz) — = 2.216
(nz) = (2216)
2.4.4 Lista de derivadas
(k) =0 (2.217)
(z) =1 (2.218)
(z") = na"* (2.219)
(a®) =a"Ina (2.220)
(") =¢€" (2.221)
1
[
(log, )" = — — (2.222)
1
(Inz) = . (2.223)
Exercicios Resolvidos
ER 2.4.1. Mostre que
. 1\"
e= hlgg} <1 + h) (2.224)

Solugao. Tendo em mente a definicao dada na Equacgao 2.175, fazemos a

seguinte mudanca de varidvel

1
—— 2.22
U 5 ( 5)

donde, u — 0 quando h — oco. Logo, temos

. 1\" . 1
Tim <1 + h) = lim (1 + u)* (2.226)
—e. (2.227)
o

ER 2.4.2. Determine a equacao da reta tangente ao grafico de y = Inx no
ponto x = 1.
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Solugao. A equagao da reta tangente ao grafico de uma funcao y = f(x) no
ponto x = xq é

y = f'(zo)(x — w0) + f(0). (2.228)
Neste exercicio, temos o = 1 e f(x) = Inx. Entao, calculamos
f'(z) = (Inz) (2.229)
1
== 2.230
. (2.230)

No ponto z¢ = 1, temos f'(x¢) = 1/xo = 1. Logo, a equagao da reta tangente
é

y=1-(z—-1)+fly=2—-1+0 (2.231)
y=x—1 (2.232)
0

Exercicios

E.2.4.1. Calcule:

a) (37

9 ()]

E.2.4.2. Calcule:

2 (5)

b) (&)

E.2.4.3. Calcule:
1. (logg )

2. (log% a:)/
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3. (Inz)’

E.2.4.4. Encontre a equagao da reta tangente ao gréafico de f(z) = Inx no
ponto z = 1.

E.2.4.5. Mostre que

, 1
e’ = Illlir(l) (1+zh)n (2.233)
E.2.4.6. Mostre que
1 h\"
er = lim (1 + ) (2.234)
h—0 X

2.5 Regas Basicas de Derivacao

[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

2.5.1 Regras da multiplicacao por constante e da soma
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Sejam k um nimero real, u = u(x) e v = v(z) fung¢des derivaveis. Temos as
seguintes regras basicas de derivacgao:

o (k-u)=k-u.
De fato, pela definicao da derivada temos

k-u(x+h)—Fk-u(x)

(k-u)(x) = }lgr(l] . (2.235)
_ u(x + h) —u(zx)

= }1112% k - ( . ) (2.236)

= k- Jim u(z + h})L/_”Wu (2.237)

s (2.238)
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No SymPy, podemos usar os seguintes comandos para obtermos esta

regra de derivagao:
from sympy import x*
k = Symbol('k', real=True)
u = Function('u', real=True)
diff (kxu(x),x)

U= W N =

o (utv) =u %7
De fato, temos

(1 + v (z) = i LHVE TR — (i v)(@)

h—0 h

@t h) oz +h) — [u(@) + v(@)
= lim

h—0 h

u/

iy | 4@ A R) =)

h—0 h

,U/
N v(r +h) =
h
= (z) + /().
Também, como (—v) = (=1-v) = —1-v' = =0/, temos
(u—v) =u+(—v)] =d+ (—v) =u -7

(2.239)

(2.240)

(2.241)

(2.242)

(2.243)

(2.244)

No SymPy, podemos usar os seguintes comandos para obtermos a regra

de derivacao para soma:

from sympy import x*
u = Function('u', real=True)
v = Function('v', real=True)

diff (u(x)+v(x),x)

U= W N =

Exemplo 2.5.1. Vejamos os seguintes casos:
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a) f(x)=2x.

NS U

N =

B~

=W N =

Para calcularmos f’, podemos identificar f = k-u, com k = 2 e u(x) = x.
Entao, usando a regra da multiplicacdo por constante (ku) = ku', temos

fl(z)=2z) =2(2)=2-1=2. (2.245)

No SymPy, podemos computar esta derivada com o comando:

from sympy import =
x = Symbol('x')
diff (2*x,x)

f(z) =2z + 3.

Observamos que f = u+ v, com u(z) = 2z ¢ v(z) = 3. Entao, da regra
da soma (u+v) = u' + ', temos

f(x)=02x+3)=02z)+3)=2+0=2. (2.246)

No SymPy, podemos computar esta derivada com o comando:

from sympy import x*
x = Symbols('x"')
diff (2*%x+3,x)

f(z) = e® — 2.
Observamos que f = u — v, com u(x) = e* e v(z) = 2% Usando a regra
da subtragao (u —v)’ = v’ — v’ temos

@) = (e — %) = (") — (¢?) = ¢" — 2z (2.247)

No SymPy, podemos computar esta derivada com o comando:

from sympy import *
x = Symbols('x"')
diff (exp(x)-x**2,x)
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2.5.2 Regras do produto e do quociente
[Video] | [Audio] | [Contatar]
Sejam y = u(x) e y = v(x) fungoes derivaveis. Entdo:
e (u-v)=v-v+u-v.

De fato, da definicao da derivada temos

(uwv)(z + h) — (uv)(x)

() = im ) (2.248)
. w(z + h)v(z +hh) — u(z)v(z) (2.249)

N LICERDUCE: h})L —u(z)o(z + h) (2.250)

L u@p(e +h) — u(@)u() (2.251)

_ }1112% u(x + h})b - u(ﬂi)v(v +h) (2.252)

‘ v(x + h) —v(z)

- ) (2.253)

= u’(x)v(x) + U(CL’)U’(Q:) (2.254)

No SymPy, podemos usar os seguintes comandos para obtermos tal
regra de derivagao:

Function('u', real=True)
v = Function('v', real=True)
diff (u(x)*v(x), x)

u

N I

w\’ vv—uw
. (-) = ————, no caso de v(z) # 0.
v v

De fato, da definicao de derivada temos

(2) ) = g LT D= () ) (2255)

v h—0 h
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1
2
3
1
5

u(z+h)v(z)—u(z)v(z+h)

_ Eﬁ% 7Aw+2ﬁ(m) (2.256)

i ulz + h)v(a:})l — u(z)o(z) (2.257)

u(@)u( + hlz - u(x)v(x)] ST (2.258)

i u(z + hli M ) (2.259)
u(z) e

_gﬁu@W@HJZ k% x+h w (2.260)

_ u/(x)v(x;zxgt(x)v/(@. (2.261)

No SymPy, podemos usar os seguintes comandos para obtermos tal
regra de derivacao:

from sympy import =x*

x = Symbol('x")
u = Function('u', real=True)
v = Function('v', real=True)

simplify (diff (u(x)/v(x),x))

Exemplo 2.5.2. Vamos calcular a derivada em relagao a x da fungao f(z) =
2?(x — 1) de duas formas.

1. Por expansao da expressao e utilizacao da regra da subtracao.

fl(z) = [z*(@ = 1) (2.262)
= (z* — 2?) (2.263)
(u—v) =u/—0’
= (2%) — (=) (2.264)
= 3% — 2u, (") = na" L. (2.265)

2. Utilizando a regra do produto.
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Observamos que f = u-v, com u(z) = 2% e v(z) = z — 1. Entdo, da regra
do produto (uv)' = v'v + wv', com u/'(z) = 2z e v'(z) = 1, temos

/ _ /2\ . /
fllx)y=[2% (x —1)] (2.266)
u' v uv’
=2r-(r—1)+2%-1 (2.267)
= 22 — 20 + 2° (2.268)
= 31° — 2. (2.269)

Exemplo 2.5.3. Vamos calcular a derivada em relagdo a x de f(z) = 1/22
para x # 0. Observamos que f = (u/v) com u(x) = 1 e v(z) = 22. Tendo
em vista que u/(z) = 0 e v/(z) = 2x, temos da regra do quociente que

fl(z) = <$12>/ (2.270)
2 / / /

_ 0- x(;)ﬁ . 2x’ K:) _u Uv—zuv ] (2.271)
_ _i‘j _ _53 (2.272)
= 2273 (2.273)

Observacgao 2.5.1. Com abuso de linguagem, temos
(") = na™!, (2.274)
com n inteiro. No caso de n = 1, temos (z)’ = 1. No caso de n <= 0,

devemos ter z # 0°. Mais ainda, a regra também vale para n = 1/2, veja o
Exemplo 2.2.2.

Exemplo 2.5.4. Voltando ao exemplo anterior (Exemplo 2.5.3), temos

) na—1
1\ /(—/L —_——
(2) (22 = "2p T = —2278, (2.275)
T

5Devido a indeterminacio de 0° e a inexisténcia de 0" com n negativo
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Exemplo 2.5.5. Vamos calcular a derivada em relagao a = de f(z) = ze®.

Usando a regra do produto (uv)’ = u'v + uv' com u(x) = z e v(zr) = €%,
temos
(uv)’
—
f(z) = (ze®) (2.276)
u'v u-v'’
=1-e"4x-€" (2.277)
= (z+1)e". (2.278)

(k-u) =k-u (2.279)
(utv) =u £ (2.280)
(uwv)" = v'v 4+ w’ (2.281)

:j)' _ “'”0_2“”/ (2.282)
(k) =0 (2.283)
(z) =1 (2.284)
(z") = na"? (2.285)
(a®) =a"Ina (2.286)
(%) =¢€” (2.287)
(log, z) = " 111 - (2.288)
(Inz) = i (2.289)

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 2.5.1. Calcule a derivada em relagao a x da fun¢ao
f(z) = (2* + 2)(1 + 2%) — 222 (2.290)
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Solugao.
(u=v)’
(@) = [(2® +2)(1 + %) — 22%] (2.291)
(uv)’ (k'
;NN

= (@ +2)(1+2%)] — (227 (2.292)

= (2> 4 z) (1 4+ 2%) + (22 + 2)(1 + 23) — 2(2?) (2.293)

= (22 + 1)(1 + 2°) + (2* + 2)32% — 4a (2.294)

=2z + 22 + 1+ 2%+ 32" + 32° — 4o (2.295)

= 50" + 42 — 22 + 1. (2.296)

Com o SymPy, podemos computar esta derivada com os seguintes comandos:
from sympy import x*

x = Symbol('x"')

d = diff ((x**2+x) *(1+x**3) -2x"2,%x)

simplify (d)

UL i W N =

O
ER 2.5.2. Calcule 1 )
r“+x
Solucgao. Da regra de derivagao do quociente, temos
d (2 +x (2?2 + ) (1 —23) — (2 + 2)(1 — 23)
Qe+ 1)1 —2®) + (2 4+ 2)32°
= 905 4 40 (2.299)
2r — 22 + 1 — 2% + 32* + 323
= [ 925 1 46 (2.300)
2t 4+ 223+ 22+ 1
= o1 (2.301)

Com o SymPy, podemos computar esta derivada com os seguintes comandos:
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from sympy import =x*

X Symbol ('x")

d diff ((x**2+x)/(1-x**3) ,x)
simplify (d)

(S SIS JUR OB

O

—T

ER 2.5.3. Encontre a equacao da reta tangente ao gréafico de f(x) = xe
no ponto x = 1.

Solucao. A equacao da reta tangente ao grafico de uma funcao f no ponto
T =z é

y = f'(xo)(x — x0) + f(0). (2.302)

No caso, temos f(z) = xe™™ e xy = 1. Calculamos

f’(:ﬂ) _ [:Ue—:c]/ — {:m] (2.303)
(@ — ol
- (2.304)
_¢ 6—25’@ (2.305)
_a ;f)egg (2.306)
=(1—a)ee® =(1-z)e " (2.307)

Logo, a equacao da reta tangente ¢é

y=f(1)-1)+f(1) (2.308)
y=0-(z—1)+e* (2.309)
y = L (2.310)

e

Na Figura 2.7, temos os esbocos dos grafico da funcao f e sua reta tangente
no ponto r = 1.

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 2. DERIVADAS 127

—€

Figura 2.7: Esbogo da reta tangente ao grafico de f(r) = xe™™ no ponto
r=1.

Com o SymPy, podemos computar a expressao desta reta tangente com os
seguintes comandos:

1 from sympy import *
2 x = Symbol('x"')
3 f = x*xexp(-x)
4 x0 = 1
) f1 = diff(f,x)
6 # y =
7 fl.subs(x,1)*(x-1)+f.subs(x,1)
8
¢
Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.2.5.1. Calcule a derivada em relacao a = das seguintes fungoes:
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a) f(z) = 52"
b) g(z) = 2¢*
¢) h(x)=log2x

d) i(x) = Ina?

E.2.5.2. Calcule a derivada em relacao a = das seguintes fungoes:

a) f(r)=2—>52"

b) g(x) =a* —2® +3r — 1

c) h(x) =3-2% —log, x

E.2.5.3. Calcule a derivada em relacao a x das seguintes funcoes:
a) f(z) =2z —1)(2* -3z +1)

b) g(z) =2V

c) h(x) = ze®

d) i(x) =€’ lnz

E.2.5.4. Calcule a derivada em relacao a = das seguintes fungoes:

W) @) ="
b) gle) =
) hl) ="
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E.2.5.5. Calcule a derivada em relacao a = das seguintes fungoes:

a) f(z) =a"" -V

E.2.5.6. Calcule a derivada em relacao a = das seguintes fungoes:
a) f(z) =we*

b) g(z) = ze™*

E.2.5.7. Calcule a derivada em relacao a = das seguintes fungoes:
a) f(z) =xlnz?

b) g(z) = zInz%e”

2.6 Derivadas de funcoes trigonométricas
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Comecamos pela derivada da fungao seno. Pela definicao da derivada, temos

sen(z + h) —senx

sen’ x = lim (2.311)

h—0 h

 lim sen(z) cos(h) + cos(z) sen(h) — sen x (2.312)
h—0 h

B cos(h) — 1 senh

= }ILILI(I) Sen(x)T + cos(x) A (2.313)

B . cos(h)—1 . senh

= sen(z) }lllirtl) — + cos(x) ]1112% o (2.314)

Usando do Teorema do confronto para limites de fungoes, podemos mostrar

que’®

lim senh L e lim cos(h) — 1 _
h—=0 h h—0 h

6Veja a Secdo 1.7.3.

0. (2.315)
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Logo, temos
sen’ £ = cosz. (2.316)

De forma similar, temos

cos(x + h) — cosx

cos' z = lim (2.317)
h—0 h
— im cos(x) cos(h) — sen(x) sen(h) — cos (2.318)
h—0 h
B cos(h) — 1 sen h
= }lgr(l] cos(x) . — sen(z) h (2.319)
0 0
B Y cos(h i 5 5 390
= cos(z) lim h —sen(x) lim = (2.320)
Ou seja,
cos'z = —senz. (2.321)

Exemplo 2.6.1. A derivada de f(x) = sen®z + cos®x é

f'(x) = (sen®z + cos® z)’ (2.322)
= (sen®*z)" + (cos® z)’ (2.323)
= (senz -senx) + (cosz - cosz)’ (2.324)
= COST-senx +senw - CoST — Senx - cosx — cosx -senx  (2.325)
=0, (2.326)

conforme esperado.

Com o SymPy, podemos computar esta derivada com o seguinte comando:
from sympy import x*

x = Symbol('x")

diff (sin(x) **2+cos(x) **x2,x)

=W N =

Conhecidas as derivadas da funcao seno e cosseno, podemos obter as deriva-
das das demais fungoes trigonométricas pela regra do quociente. Temos:

2

o tg'x =sec’z
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Dem.:
!
tg' x = (Senx) (2.327)
cos X
sen’ x cosx — sen x cos’ x
= 2.328
cos? x ( )
:cos:pcosxtsenxsenx (2.329)
cos? x
1 1 2
= — 2.330
cos? x (COS :E) ( )
= sec’ 1. (2.331)
« cotg’x = —cossec?x
Dem.:
!
cotg' x = (cosx) (2.332)
sen T
/ . /
_ cos’zsenz 2cosxsenx (2.333)
sen? x
_ —senxsenx;cos:vcosm (2.334)
sen? r
—1 1 2
e 2.335
sen? x <senx> ( )
= cossec’ . (2.336)

e sec'r =secxtgzr

Dem.:

Seclx:< ! >/ (2.337)

CcoS T
—cos’'x

= — 2.338
cos? x ( )
sen T

= 2.339
cos? x ( )

1

_ e (2.340)
COST COST

=tgrsecx. (2.341)
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+ cossec’' T = — cossec z cotg x
Dem.:
1 /
cossec’ x = ( ) (2.342)
sen x
—sen’ x
S 2.343
sen? x ( )
—cosT
= — 2.344
sen? ( )
1
= ST (2.345)
senx senx
= — cotg x cossec . (2.346)

Observagao 2.6.1. Os céalculos acima, mostram que as fungdes trigonomé-
tricas sao derivaveis em todos os pontos de seus dominios.

Exemplo 2.6.2. A derivada em relagao a x de

T +tgx
= _©°v 2.347
flay="""* (2347)
pode ser calculada como segue
, x4+ tgx)’
= 2.348
/() ( secx ( )
_ (x +tgz) secx —2 (x + tgz)sec (2.349)
sec? x
_ (14 sec ) secw — gx +tgz)secxtgw (2.350)
sec? x
_ 1 +sec?r — (z+tgx) tgr (2.351)

secx

Com o SymPy, podemos computar esta derivada com o seguinte comando:
from sympy import *

x = Symbol('x")

diff ((x+tan(x))/sec(x),x)

=W N =
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2.6.1 Lista de derivadas

(ku) = ku' (2.352)
(u +o) =u £ (2.353)

w) = u'v + u' (2.354)
(Z)l — 7“ C— (2.355)
(kY = (2.356)
(z) = (2.357)
(z") = na™ ! (2.358)
(@®) =a"Ina (2.359)
(") = (2.360)

1

(log, ) = g (2.361)
(na) =~ (2.362)
sen’ = cosx (2.363)
cos'z = —senx (2.364)
tg' = sec’ x (2.365)
cotg’ r = — cossec’ x (2.366)
sec’ r =secxtgx (2.367)
cossec’ r = — cossec x cotg T (2.368)

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 2.6.1. Encontre a equacao da reta tangente ao grafico da funcao y =
sen x no ponto x = 0. Entao, faca os esbocos desta func¢ao e da reta tangente,
em uma mesma figura.

Solugao. A equagao da reta tangente ao grafico de uma fungao y = f(z) no
pontox=x+0 ¢

y = f'(z0)(x — x0) + f(x0). (2.369)
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No caso deste exercicio, temos f(z) = senz e xy = 0. Assim sendo, calcula-
mos a derivada em relagao a x de f(x), i.e.

f'(z) =sen’ z = cosx. (2.370)

Segue que a equacgao da reta tangente é

y = f'(0)(z—0)+ f(0) (2.371)
y = cos(0)(x — 0) 4 sen(0) (2.372)
Yy =1 (2.373)

Na Figura 2.8, temos os esbocos dos graficos da funcao seno e da reta tangente
encontrada.

L5+

y=x =senx
1.0 Y

0.5

EE]
3

—1.0 41

_1.5 -

Figura 2.8: Esbocos dos grafico da funcao seno e de sua reta tangente no
ponto x = 0.

Com o SymPy, podemos resolver este exercicio com os seguintes comandos:

1 from sympy import x*
2 x = Symbol('x")

3 f = sin(x)

4 x0 = 0
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6 # reta tangente
7 rt = diff(f,x).subs(x,x0)*(x-x0)+f.subs(x,x0)
8 print ("Reta tangente: y = %s" % rt)

10 # graficos
11 plot (f,rt,(x,-pi,pi))

12
O
ER 2.6.2. Resolva a equacao
sec'(z) =0, (2.374)
para x € (g, 37“)
Solucgao. Temos
0 = sec’(z) (2.375)
= sec(x) tg(z) (2.376)
_ 1 sen(x) (2.377)
cos(z) cos(x) '
sen(x)
= —= 2.
cos?(x) (2.378)

donde segue que
(2.379)

sen(x) =

m 3w

0.
Por fim, observamos que para x € (5, 5 ), a funcao seno se anula somente
em x = 7, a qual é a solucao da equagao.

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.2.6.1. Calcule a derivada em relagao a = de
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E.2.6.2. Encontre a equacao da reta tangente ao grafico da fungao y = cosx
no ponto x = 0. Entao, faca os esbogos desta funcdo e da reta tangente, em
uma mesma figura.

E.2.6.3. Calcule a derivada em relacao a = de
a) f(z) = tg(r) — cotg(z)
b) g(z) = sec(x) — cossec(x)

c) g(z) = sec(x) — cossec(x)

2.7 Regra da cadeia
[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

Regra da cadeia é nome dado a técnica de derivagao de uma func¢ao composta.
Sejam f e g, com g derivavel em x e f derivavel em g(z), entdo (f o g) é
derivavel em x, sendo

(f o g)(z) = [f(g(@)]" = f'(g()) - g'(2), (2.380)
chamada de regra da cadeia.

Exemplo 2.7.1. A derivada em relagdo a x de h(z) = (x + 1)? pode ser
calculada das seguintes formas:

a) pela regra da cadeia.
A funcdo h é a composicio da fungdo f(x) = 2 com a funcio g(z) =
r+1,1e. h(x) = f(g(x)). Temos f'(x) =2z e ¢'(x) = 1. Entao, segue
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pela regra da cadeia

h(x) = [f(g(z))] (2.381)
= f'(g(x)) - g'(x) (2.382)
=2z +1)-1 (2.383)
=22 +2. (2.384)
b) por célculo direto.
Observando que h(z) = (z + 1)* = 2 + 22 + 1, temos
B (z) = (2* + 22 + 1) (2.385)
= (¢®) + (2z)" + (1) (2.386)
— 9749, (2.387)

Com o SymPy, temos:

from sympy import *
x = Symbol('x"')
diff ((x+1)*%x2,x)
2%x + 2

O R R

ot

Usualmente, a regra da cadeia também é apresentada da seguinte forma

d . vdu
L =rw (2.359)

onde u é uma funcao derivavel em x e f é derivavel em u(x).

Observacgao 2.7.1. (Derivada de fungao poténcia) Em secoes anteriores, ja
vimos que

;xx” =na" (2.389)

para qualquer n inteiro’. Agora, se r # 0 e r # 1 é um ntimero real, temos

y=2a" (2.390)

"Mais precisamente, para n # 0 e n # 1.
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Iny=Ina"=rlnzx. (2.391)

Dai, derivando ambos os lados desta tltima equagao e observando que y =
y(x), obtemos

d d

e Iny = arlnx (2.392)
ldy _r (2.393)
yde =«
dy r
— =— 2.394
dz =z ( )
d
% =ra" L. (2.395)
Ou seja, a regra da poténcia
d
@x’” =gt (2.396)
vale para todo r real, com r # 0 e r # 1.
Exemplo 2.7.2. Vejamos os seguintes casos:
a)
d 1\/
VI (22) (2.397)
1
= —g2! (2.398)
2
1
=—. 2.399
b)
(«¥2) = varV> L. (2.400)

Observacgao 2.7.2. A regra da cadeia aplicada a derivada de fungao poténcia
é

—u" =ruT —. (2.401)
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Exemplo 2.7.3. Vamos calcular a derivada em relagao a = de
flz)=Vaz2+1 (2.402)

Vamos usar (2.401), com

u=2?+1 (2.403)
e r=1/2. Segue que

1 du
)= —— Y 2.404
P = 5 (2.404

1
= ——2 2.405
2va? + 1 ! ( )
2

- (2.406)

2?2 +1

No SymPy, temos:

from sympy import =*
x = Symbol('x"')
diff (sqrt (x**x2+1) ,x)
x/sqrt (x**x2 + 1)

ot

A regra da cadeia pode ser estendida para calcular a derivada de uma com-
posicao encadeada de trés ou mais fungoes. Por exemplo,

[f(g(h(2)))] = f'(9(h(z))) - [g(h(z))] (2.407)
= f'(g9(h(2))) - ¢'(h(x)) - I (). (2.408)
Neste caso, a regra é valida para todo ponto tal que h ¢é derivavel em x com

g derivavel em h(z) e f derivavel em f(g(h(x))).

Exemplo 2.7.4. Vamos calcular a derivada em relagdo a = de f(x) =
sen(cos(z?)). Pela regra da cadeia, temos

[sen(cos(2?))] = cos(cos(z?)) - [cos(z?)] (2.409)
= cos(cos(2?)) - [~ sen(z?) - (22)'] (2.410)
= —cos(cos(z?)) - sen(2?) - 2z. (2.411)

No SymPy, temos:
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from sympy import =x*

x = Symbol('x')

diff (sin(cos (x**2)))
-2*%x*sin (x**2) xcos (cos (x*x*2))

U W o

2.7.1 Lista de derivadas

(ku) = ku' (2.412)
(utv) =u £ (2.413)
(uv)" = v'v + u' (2.414)
w\"  vv—uw

(k) = (2.416)
(z) =1 (2.417)
du” 1du

=nu" — 2.41
dw " d@ (2.418)
da" du

=a“lna— A1
4 = ¢'na (2.419)
de*  du
d 1 du
—1 = —— 2.421
dr 5T ude ( )
d du
o Senu = COS(U)EEE (2.422)
d du
I cosu= ——sen(u)zig (2.423)
(i tgu = secQ(u)jZ (2.424)
d 5, du
- - — — 2.42
o cotg u cossec (u)dx (2.425)
d du
Eﬂgsec1t—-sec(u)tg(u)a;; (2.426)
d du
I cossecu = ——cossec(u)cotg(u)zig (2.427)
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Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 2.7.1. Calcule a derivada em relacao a x de

fz) = eV, (2.428)

Solucgao. Da regra da cadeia aplicada a funcao exponencial, temos

d du
—et =" —. 2.429
dgz:B ¢ dx ( )
Entao, com u = vz + 1, segue
d
'(z) = —eV* ! 2.430
fllz)=7e (2.430)
d
_ z+1
= P (Vz+1). (2.431)
Agora, aplicamos a regra da cadeia para a funcdo raiz quadrada, i.e.
d 1 du
—Vu=—— 2.432
dgv\/a 2\/udz’ ( )
com u = x + 1. Segue, entao
i\/gz:+1—1(91;+1)%*1 d (z+1) (2.433)
dw 2 dz '
1
= — 2.434
2vx +1 ( )
Portanto, concluimos que
1
'(2) = ——=eV"T 2.435
F@) =51 (2.435)

No SymPy, temos:

from sympy import x*

x = Symbol('x"')

diff (exp(sqrt(x+1)),x)
exp(sqrt(x + 1))/(2*sqrt(x + 1))

U= W N =
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O
ER 2.7.2. Mostre que a fun¢ao logistica
fla)= (2.436)
x) = )
14+e®
satisfaz a equacao diferencial
d
(@) = @)1 - (). (2.437)

Solugao. Vamos calcular a derivada em relacao a x da funcao logistica, i.e.

di:f (=) = cic <1 +1ex) (2459
_ (i: {(1 " e—x)‘l} (2.439)
=—1- (1 + e_m)_z : (1 + 6_I>/ (2.440)
= e (2.441)

Por outro lado, temos

@0 f@) = = (1- =) (2442
- +1€_x . (1 sz_; 1) (2.443)
_ (15;)2 (2.444)
Ou seja, de fato temos
S fa) = £@)(1 - 7). (2.445)
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ER 2.7.3. Assuma que o custo de producdo de uma unidade empresarial
seja modelada pela fun¢ao

c(x) =vVr—1+e"7, (2.446)

onde ¢ é o custo em funcao da produgao x. Determine o custo marginal
quando x = 3.

Solucao. O custo marginal é a fungao derivada do custo em relacdo a pro-
dugao. Calculando, temos

d(z) = (\/:p -1+ ex_7) (2.447)

= (Va—1) + (7Y (2.448)
- + e, (2.449)

2V —1

Logo, o custo marginal quando x = 3 ¢é

1
3= ———— + 3 T =2+ 2.450
¢(3) Wik V2+e (2.450)

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.2.7.1. Calcule a derivada em relacao a x das seguintes fungoes

a) f(z) = (2x —3)°

1
(22 — 351

c) h(z) =va?+1

b) g(z) =

E.2.7.2. Calcule a derivada em relacao a x das seguintes fungoes
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a) f(z)=2""

b) g(x) =e™*

E.2.7.3. Calcule as seguintes derivadas

) [in (2 - 1)]

b)  floga(r — 1) + logy( + 1)

E.2.7.4. Calcule a derivada em relagao a = das seguintes fungoes
a) f(x)=sen(mx)

b) g(x) = cos(vx)

c) h(xz)=tg(2x)

d) u(x) = cotg(3 — z)
e) v(x) = sec (1)

2

f) z(x) = cossec (5:10 + 172>

E.2.7.5. Encontre a equagao da reta tangente ao grafico da funcao
flz) =eVet! (2.451)

no ponto r = 3.

2.8 Diferenciabilidade da funcao inversa
[YouTube] | [Video] | [Audio] | [Contatar]

Seja f uma funcao diferenciavel e injetora em um intervalo aberto /. Entao,
pode-se mostrar que sua inversa f~! é diferencidvel em qualquer ponto da
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imagem da f no qual f'(f~'(z)) # 0 e sua derivada é

! (2.452)

Exemplo 2.8.1. Seja f(z) = (2¢ — 1)? para x > 1/2. Para calcular sua
inversa, fazemos

y= (22 —1)* (2.453)
VU =2z —1 (2.454)
1
v \/g; (2.455)
Ou seja,
1
fHx) = 5(\/E +1). (2.456)
Calculando a derivada de f~! diretamente, temos
d ., 1 /
@) =5 (Vz+1) (2.457)
1 1
=—.— 2.4
NG (2.458)
1
= — 2.4
Agora, usando (2.452) e observando que f'(z) = 8x — 4, obtemos
d 1
— )= ——, 2.460
! T @) (2400
1
= 2.461
85 (Ve+1) -4 (2400
1
= 2.462
N (2.462)

como esperado.
Observagao 2.8.1. (Derivada da fungao logaritmica)

o Tomando f(x) = e temos f~!(z) = Inx e, dai por (2.452)

d 1 1
—Inz = = —. (2.463)

dz elnz o
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e Tomando f(z) = a*, a > 0 e a # 1, temos f~!(z) = log, = e, por
(2.452),

d 1 1
—1 = = . 2.464
dz O8a a°%*lnag xlna ( )

Exemplo 2.8.2. Vamos calcular a derivada em relacdo a x da funcao
1
f(z) =In—. (2.465)
T

Aplicando a regra da cadeia na derivada da fun¢ao logaritmica, temos

d 1du
— lhnhu=——. 2.466
dx n udx ( )
Portanto, temos
1 !
() = (m x) (2.467)
1 _
=" (—27?) (2.468)
1
= ——. 2.469
" ( )

No SymPy, temos:

from sympy import =x*
x = Symbol('x')
diff (log(1/x) ,x)
-1/x

U W o

2.8.1 Derivadas de fungoes trigonométricas inversas

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Seja f(x) = senx restrita a —7/2 < x < 7/2. Sua inversa é a funcdo arco
seno, denotada por
Yy = arcsent. (2.470)
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arcsenx

V1—2?

Figura 2.9: Arco seno de um angulo no triangulo retangulo.

Para calcular a derivada da fungao arco seno, vamos usar (2.452) com f(z) =
senx e f'(x) = arcsenx, donde

1

B e 2.471
(arcsen ) cos(arcsen x) ( )
Como cos(arcsenz) = v/1 — 22 (veja Figura 2.9), concluimos
1
(arcsenz)’ = (2.472)

i

Exemplo 2.8.3. A regra da cadeia aplicada a derivada da fungao arco seno
é

d 1 du
aarc Sen u = ﬁ@ (2473)
Por exemplo, temos
d 2
— arcsen 1” = ° (2.474)

dz N

No SymPy, temos:

from sympy import x*
x = Symbol('x"')
diff (asin(x**2) ,x)
2*%x/sqrt (-x**x4 + 1)

U= W N =
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Com argumentos analogos aos usados no calculo da derivada da funcao arco
seno, podemos obter as seguintes derivadas:

(arccos) = _\/11—73@2 (2.475)
(arctgz) = : +1:B2 (2.476)
(arccotgz)' = _1—:x2 (2.477)
(arcsecz)’ = W (2.478)
(arccosecx) = —W% (2.479)

Exemplo 2.8.4. A regra da cadeia aplicada a fungdo arco tangente é

1 du
—arctgu = —. 2.480
1, Arctgu T o ( )

Por exemplo, temos

d 1 d
—arct = 2.481
dz M€ gV 1+(\/E)2dzzc\/E ( )

1

= 2.482
21+ 2)/x ( )

No SymPy, temos:

from sympy import *

x = Symbol('x")

diff (atan(sqrt(x)))
1/(2*sqrt(x)*(x + 1))

UL W o

2.8.2 Lista de derivadas
[Video] | [Audio] | [Contatar]
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(ku) = ku' (2.483)
(utv) =u £ (2.484)
(uwv) = v'v + u’ (2.485)

w\"  vv—uw

Z) = 2.486
(v) v? ( )
(k) =0 (2.487)
(z) =1 (2.488)
d 1du
=2 2.4
LU =T (2.489)
d du
—a" =a"Ina— 2.4
¢ =" lnar (2.490)
d , ,du
d 1 du
—1 = — 2.492
do Ba ulnadz ( )
d 1du
—Ilnu=—— 2.493
dz T uda ( )
d d
I Senu = COS(U)£ (2.494)
d du
g COsU =~ sen(u)a (2.495)

du
- — sec?(u)— 2.4
e tgu = sec (u>da: (2.496)
d 5, (du
- _— - 24
o cotgu cossec” (u) e (2.497)
d du
I Secu = sec(u) tg(u)a (2.498)
d(ir cossec u = — cossec(u) cotg(u)jz (2.499)
1 du
— = — 2.500
o, resenu T ( )
d 1 du
9 Arecosu = T Zdr (2.501)
1 du
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1 du

ﬁarccotgu =i (2.503)
1 du

— R — 2.504

Az arcsecu |u| ,—u2 —1 dr ( 50 )

d 1 du

@ arc cossecu = —W£ (2505)

Exercicios resolvidos

[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 2.8.1. Calcule a equagao da reta tangente ao grafico da fungao f(x) =
In x no ponto x = 1. Faca, entdao, um esbocgo dos gréaficos da funcao e da reta

tangente.

Solugdo. A equagdo da reta tangente ao grafico da fun¢ao f(x) = Inx no

ponto g =1 ¢

y = f'(zo)(x — o) + f(x0)
y=f((—1)+ f(1).

Observando que

F(z) = (nay = 1,

X

temos que a equacao da reta tangente é

1
y:I(x—l)—f—lnl

y=x—1.

(2.506)
(2.507)

(2.508)

(2.509)
(2.510)

Na Figura 2.10, temos um esboco dos graficos da fungao e da reta tangente.
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[4+]

Figura 2.10: Esboco dos graficos da funcao logaritmica natural e da reta
tangente no ponto r = 1.

No SymPy, temos:

from sympy import =x*

x = Symbol('x"')

rt = diff (log(x)) .subs(x,1)*(x-1)+1log (1)
print("y = %s" % rt)

y =x -1

- W N

ot

O
ER 2.8.2. Resolva a equacao
d t 1 (2.511)
—arctgx = 1. .
dx &
Solugao. Lembrando que
1
aar(}tgl’ = m7 (2512)
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temos
d tgr =1 (2.513)
I, Acter = .
1
— =1 2.514
1+ 22 ( )
l+a22=1 (2.515)
=0 (2.516)
x = 0. (2.517)
O
ER 2.8.3. Calcule 4
—a" 2.518
da” ( )
Solugao. Observamos que
y=2a" (2.519)
Iny =Inz” (2.520)
Iny =xInz. (2.521)

Agora, derivando em relacdo a x ambos os lados desta equagao, obtemos

I Iny = (f% (x1lnz) (2.522)
;jz =1+Inx (2.523)
ji =y(l+1Inx) (2.524)

Clli: =2"(1+Inx). (2.525)

O

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]
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E.2.8.1. Calcule a derivada em relacao a = das seguintes fungoes:

a) f(z) = log, z*

b) g(z) = In(ze®)

E.2.8.2. Calcule a derivada em relacao a x das seguintes fungoes:
a) f(z) = Va?
b) g(z) = (14 2z)°

E.2.8.3. Calcule

d X
L+ (2.526)

E.2.8.4. Encontre a equagio da reta tangente ao grafico de f(z) = arctgx
no ponto x = 0.

2.9 Derivacao implicita
[Video] | [Audio] | [Contatar]
Seja y = y(z) definida implicitamente por

9(y(z)) = 0. (2.527)

A derivada dy/dx pode ser calculada via regra da cadeia

d do
— = — 2.528
gly(e)) = 5 (2:525)

dy

! — =0. 2.529

9 y(@) (2.529)
Exemplo 2.9.1. Considere a equacao da circunferéncia unitaria
Pyt =1 (2.530)
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Aqui, vamos calcular dy/dz de duas maneiras diferentes.

= 1.5 7

104 .’ITE -+ yz =1

P
P

Figura 2.11: Esboco do gréfico da circunferéncia unitaria ? + y* = 1.

a) Por derivacao direta. Isolando y em (2.530), temos
y=+V1— a2 (2.531)

o que esta bem definido para —1 < x < 1. Calculando a derivada, obtemos

dy d
= — (V1 —2a2 2.532
dez dz ( v ) ( )
—2x
=4+ 2.533
N (2.533)
x
" (2.534)
Ou seja, para y < 0, temos ' = z/y e, para y > 0, temos ¢y = —z/y.
Logo, concluimos que
dy x
= =——. 2.535
&y (2.535)
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b) Por derivacao implicita. Derivamos ambos os lados da (2.530) em relagao

a T
d d1
p (22 +47) = o (2.536)
d 2 d 2
- (2%) + = (v*(2)) =0 (2.537)
dy? dy
2+ ——= =0 2.538
T dy dz ( )
dy
2 + 2y—= =0 2.539
T+ 2y (2.539)
dy x
—~ =_Z, 2.54
dx Y (2:540)

Observagao 2.9.1 (Derivadas de poténcias racionais de x). Vamos mostrar

que
d
— " =rz"
dz
para qualquer nimero racional r # 0. Denotando r = m/n, m,n € N,
temos

(2.541)

y = ™" (2.542)
o (2.543)
y"=a" (2.544)

iyn _ ddxzm (2.545)
ny"lji =mag™ ! (2.546)
jgyc = Mmoo (2.547)

Z‘i _ %xm—l (%) (2.548)
ji _ %xmflx%w) (2.549)
j{?]/: _ %Im—w%(l—n) (2.550)
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dy m m_,
— = —xn 2.551
dr  n v ( )
Logo, segue o resultados que queriamos demonstrar.
2
Exemplo 2.9.2. Vamos calcular 12 Para
x
2 +y? = 1. (2.552)

Primeiramente, precisamos calcular dy/dz. Isso foi feito no Exemplo 2.9.1,
onde obtivemos
d x
R —— (2.553)
dx Y
Antes de derivarmos novamente, vamos reescrever essa ultima expressao da
seguinte forma

yji/; _ (2.554)
Derivando
;}E [yj:?ﬂ _ Cfx = (2.555)
i?éjiJripfé _ (2.556)
2
(ji) . jig ~ 1 (2.557)
(i?é _ _”yi Y (2.558)

Exercicios resolvidos

ER 2.9.1. Calcule dy/dx para a lemniscata de Bernoulli®

(2 +y*)? = 2% — o2 (2.559)

8Jacob Bernoulli, 1655 - 1705, matematico suico. Fonte: Wikipédia.
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y

10

—1.0-

Figura 2.12: Esboco da lemniscata de Bernoulli (22 + y%)? = 2% — 3°.

Solucao.
S @4 ] = = fa —y} (2.560)
2(z* + y?) <2x+2y> (2.561)

Rearranjando os termos, obtemos

d
2y + 2%y + 2y2)d—y — 20 — day? — 4o (2.562)
xr
ou ainda 4 0 2
Y _r—=r 7oy (2.563)
der  y+ 222y + 23
O

ER 2.9.2. Calcule a equacgao da reta tangente ao grafico da circunferéncia
unitaria

4yt =1 (2.564)

V2 V2

no ponto 55 )
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Solugao. A equagao da reta tangente ao grafico de uma fungéo y = y(x) no

ponto (xg,y(xg)) é dada por

y = Y'(xo)(x — w0) + y(x0)

V2 V2
onde, nesse caso, Ty = 5 y(zo) = 5
dy
/ —_ —
Yy (ﬁo) = dx| .

Calculamos dy/dx como segue

d dl
w ) =g
d

2 d 2
L)+ ) o

Com isso, temos

Concluimos que a equacao da reta tangente é

y__1.< \/§>+\/§

2

xrx— —

2
y=—x+V2
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Exercicios

E.2.9.1. Calcule dy/
dx para:

a) T+ 2zry — 23 =3

b) 22 +y? =zy

E.2.9.2. Calcule d?y/dz? para

v+ =2y (2.577)

E.2.9.3. Encontre o ponto de intersecao das retas tangentes ao grafico de
v =1 (2.578)
nos pontos (2,—1) e (2,1).

E.2.9.4. Encontre a equagao da reta tangente ao grafico da circunferéncia
de centro C' = (1,1) e raio 7 = v/2 que passa pela origem O = (0,0).

E.2.9.5. Seja c a circunferéncia de raio r > 0
2+ =12 (2.579)

Mostra que a reta tangente ao grafico de ¢ em qualquer ponto arbitrario
P = (x9,y0) € ¢ é perpendicular a reta OP, i.e. a reta que passa pela origem
O = (0,0) e pelo ponto P.
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Capitulo 3

Aplicacoes da derivada

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Observacao 3.0.1. Nos codigos SymPy apresentados neste capitulo, assu-
mimos o seguinte preambulo:

from sympy import *
var(’x’ ,real=True)

3.1 Regra de L’Ho6pital
[Video] | [Audio] | [Contatar]

A regra de L’Hopital é uma técnica para o calculo de limites de indetermina-
¢oes. Sejam f e g fungoes derivaveis em um intervalo aberto contendo = = a,
exceto possivelmente em x = a, e

lim f(x) =0 e limg(x)=0. (3.1)

r—a Tr—ra

Se, ainda, lim,_,, f(z)/g(z) existe ou for +00, entéo

lim @) = lim f’(x) (3.2)

T—a g(JC) T—a g/<33')
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Esta é a versao da regra de L’Hopital para indeterminacoes do tipo 0/0.
Sem grandes modificagoes, é diretamente estendida para os casos © — a~,
r—at,r—00exr— —o0.

Exemplo 3.1.1. Vamos calcular o limite

lim ;2__11 (3.3)
a) Pela regra de L’Hopital.
limy — - i ((g;wztll))/' (3.4)
_ 11@1 213: (3.5)
=5 (3.6)
b) Por eliminagiao do fator comum.
i 52_—11 = (z —x1)_(x1+ 1) (3:7)
1
= 3611311 P (3.8)
=5 (3.9)
No SymPy!, temos
>>> limit ((x-1)/(x**2-1) ,x,1)
1/2
Exemplo 3.1.2. O limite
2
¢ uma indeterminagao 0/0. Aplicando a regra de L’Hopital, obtemos
i Ay 2ot (3.11)

g dm———
z—=2 13 — 31 —|—4 x%ZM

Veja a Observacdo 3.0.1.
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que também é uma indeterminagao do tipo 0/0. Agora, aplicando a regra de
L’Hopital novamente, obtemos

2e—4 2 1 3.1
#2307 —6r e 6r—6 3 ‘

Portanto, concluimos que

o —dr+4 1
e PR} (3.13)

No SymPy?, temos

>>> 1imit ((x**2-4xx+4) / (x**3-3*x*%2+3) ,x,2)
1/3

Observacgao 3.1.1. A regra de L’Hdopital também pode ser usada para in-
determinagoes do tipo co/oo.

Exemplo 3.1.3. Vamos calcular
lim —, (3.14)

que é uma indeterminagdo do tipo oco/oco. Entdo, aplicando a regra de
L’Hopital, temos

i = Jim T =0 (3.15)
Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]
ER 3.1.1. Calcule o
;pli%l* x? (3.16)

Solugao. Observamos tratar-se de uma indeterminagao do tipo 0/0, i.e.

= 0

(3.17)

lim

z—0~ lﬂi

0

2Veja a Observacio 3.0.1.
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Entao, aplicando a regra de L’Hopital, temos

et —1 P

1

O
ER 3.1.2. (Indeterminagao do tipo 0 - c0)
Calcule
lim e, (3.19)
T—00
Solugao. Observamos que
00 () *
lim 7%~ = lim 7/?{00 (3.20)
T—00 T—00 B;g'

Entao, aplicando a regra de L’Hopital sucessivamente, obtemos

Jim "™ = Jim T (3:21)
= lim 51;"50 (3.22)

o2

(3.24)

= lim ‘::,Og 0. (3.25)

O

ER 3.1.3. (Indeterminagao do tipo oo — 00)

lim (1— ! ) (3.26)

z—0t \x e*—1

Calcule

Solugao. Trata-se de uma indeterminacao do tipo co — 0o, pois

o0 . 00
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Neste caso, calculando a subtracgao, obtemos

1 01
lim ( _ ) — fim & T (3.28)

z—0t \xr e*—1

a qual é uma indeterminagao do tipo 0/0. Aplicando a regra de L’Hopital,
obtemos

lim — = = lim —— (3.29)
=0t xet — z—0+
(x =1
lim — (3.30)
—= 11m .
z—0+ (x + 2)e®
1 1
= = —. 3.31
z—0t x4+ 2 2 ( )
O
ER 3.1.4. (Indeterminagao do tipo 1°°)
Calcule
lim (1 + z)Y/7. (3.32)

z—0t

Solugao. Trata-se de uma indeterminacao do tipo 1°°. Em tais casos, a
seguinte estratégia pode ser tutil. Nos pontos de continuidade da fungao
logaritmo natural, temos

: 1/z\ _ 13 1/x
In (xlgg+(1 + z) ) = lim In ((1+2)"/) (3.33)
0
— lim M (3.34)
z—0t x
1
— 1 z+1
= lim =L =1, (3.35)
Ou seja,
In ( lim (1+ x)l/x) 1= lim (1+2)7 = (3.36)
z—0t z—0+
O
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Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.3.1.1. Calcule

z+1
LR TR (337
E.3.1.2. Calcule
lim o °te”. (3.38)
r—r00
E.3.1.3. Calcule ]
lim ( +1In x) : (3.39)
z—0+t \ T
E.3.1.4. Calcule )
lim (e” +z)2 . (3.40)
z—0t

3.2 Extremos de funcgoes
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Seja f uma funcao com dominio D. Dizemos que f tem o valor maximo
global® f(a) no ponto = a quando

f(z) < f(a), (3.41)

para todo z € D. Analogamente, dizemos que f tem o valor minimo global*
f(b) no ponto = = b quando

f(x) = f(b), (3.42)

para todo x € D. Em tais pontos, dizemos que a funcao tém seus valores
extremos globais (ou extremos absolutos).

3Também chamado de maximo absoluto.
4Também chamado de minimo absoluto.
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Exemplo 3.2.1. A funcao f(x) = z? tem valor minimo global no ponto
r = 0 e ndo assume valor maximo global. A funcao g(z) = —z?* tem valor
maximo global no ponto x = 0 e ndo assume valor minimo global. A fung¢ao
h(x) = 23 ndo assume valores minimo e méximo globais. Veja a Figura 3.1.

hix)=x3

0 =2 : -

T ) glx) = —x? ‘

Figura 3.1: Esbogo das funcoes discutidas no Exemplo 3.2.1.

Teorema 3.2.1. (Teorema do valor extremo®) Se f é uma fungao continua
em um intervalo fechado [a, b], entdo f assume tanto um valor maximo como
um valor minimo global em |[a, b].

Demonstrag¢io. A demonstragao foge dos objetivos deste texto. Caso tenha
interesse, consulte [2]. O

Exemplo 3.2.2. Vejamos os seguintes casos:

a) A funcio f(z) = (z — 1)2 + 1 é continua no intervalo fechado {O, ;] As-

sume valor minimo global 1 no ponto = 1. Ainda, assume valor maximo
global igual a 2 no ponto z = 0. Veja Figura 3.2.

5Este é uma versiao do chamado Teorema de Weierstrass
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2.5 7

2.04

1.5

1.0 4

<
o

—g.5 -

3
Figura 3.2: Esboco do grafico de f(z) = (z —1)*+1 no intervalo {O, 2} . Veja
o Exemplo 3.2.2 a).

b) A fungdo g(z) = Inz é continua no intervalo (0, e]. Neste intervalo, assume
valor maximo global no ponto x = e, mas nao assume valor minimo global.
Veja Figura 3.3.
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Figura 3.3: Esboco do gréfico de g(x) = Inz no intervalo (0,e]. Veja o
Exemplo 3.2.2 b).

¢) A funcao

(3.43)

definida no intervalo [0,1] é descontinua no ponto z = 1. Neste inter-
valo, assume valor minimo global no ponto x = 0, mas nao assume valor
maximo global. Veja a Figura 3.4.
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Figura 3.4: Esbogo do grafico de h(z) no intervalo [0,1]. Veja o Exemplo
3.2.2 ¢).

Uma funcao f tem um valor maximo local em um ponto interior x = a de
seu dominio, se f(z) < f(a) para todo  em um intervalo aberto em torno
de a, excluindo-se x = a. Analogamente, f tem um valor minimo local em
um ponto interior z = b de seu dominio, se f(z) > f(b) para todo x em um
intervalo aberto em torno de b, excluindo-se x = b. Em tais pontos, dizemos
que a fungdao tém valores extremos locais (ou relativos). Um tal ponto é
chamado de ponto de maximo local ou de minimo local, conforme o
caso.

Exemplo 3.2.3. Consideremos a fungao

—(r+1)?2-2 ,—2<z<-1
flx) =< || ,—3 <w <1, (3.44)
(x—234+2 ,1<x<3.
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fix)

T T
—2 -1

Figura 3.5: Esbogo do gréfico de f(z) discutida no Exemplo 3.2.3.

Na Figura 3.5 temos o esboco de seu grafico. Por inferéncia, temos que f

tem valores maximos locais nos pontos ¢ = —1 e x = —1/2. No ponto z = 0
tem um valor minimo local. Observamos que x = —2, x = 2 e £ = 3 nao sao
pontos de extremos locais desta funcdo. No ponto z = —2, f tem seu valor

minimo global. Ainda, f nao tem valor maximo global.

Teorema 3.2.2. (Teorema da derivada para pontos extremos locais.) Se f
possui um valor extremo local em um ponto x = a e f é diferencidvel neste
ponto, entao

f'(a) = 0. (3.45)

Demonstragcio. Vamos considerar o caso em que f possui um maximo local
em r = a. Entao, segue que

flath) =@

f(a) = lim . (3.46)
f'(a) = lim flot hg —/@) 5 (3.47)

Logo, f'(a) = 0. Para o caso em que f possui um minimo local em x = a,
consulte o Exercicio 3.2.6. ]

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 3. APLICACOES DA DERIVADA 171

Deste teorema, podemos concluir que uma funcao f pode ter valores extremos
em:

a) pontos interiores de seu dominio onde f’ = 0,
b) pontos interiores de seu dominio onde f’ nao existe, ou
c¢) pontos extremos de seu dominio.

Um ponto interior do dominio de uma funcao f onde f' = 0 ou f’ ndo existe,
¢é chamado de ponto critico da funcao.

Observacao 3.2.1. Uma funcao tem valores extremos em pontos criticos ou
nos extremos de seu dominio.

Exemplo 3.2.4. Consideramos a funcao f(z) discutida no Exemplo 3.2.3.
No ponto z = —1, f'(=1) = 0 e f tem valor méximo local neste ponto.
Entretanto, no ponto = 2, também temos f’(2) = 0, mas f nao tem valor
extremo neste ponto.

No ponto z = 0, f’(0) ndo existe e f tem valor minimo local neste ponto.
No ponto, z = —1/2, f'(1/2) ndo existe e f tem valor maximo local neste
ponto.

Nos extremos do dominio, temos que f tem valor minimo global no ponto
r = —2, mas nao tem extremo global no ponto x = 3.

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 3.2.1. Determine os pontos extremos da fungio f(z) = (z +1)> — 1 no
intervalo [—2, 1].

Solucao. Os valores extremos de um fungdo podem ocorrer, somente, em
seus pontos criticos ou nos extremos de seu dominio. Como f(z) = (z+1)%>—1
é diferenciavel no intervalo (—2, 1), seus pontos criticos sdo pontos tais que
f" = 0. Para identifici-los, calculamos

f(z)=0=2(x+1)=0 (3.48)
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=z =—1 (3.49)

flx)

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0.5

—-1.0-

Figura 3.6: Esboco do grafico da funcio f(x) = (x + 1)? — 1 discutida no
Exercicio Resolvido 3.2.1.

Desta forma, f pode ter valores extremos nos pontor = -2, x = —lex = 1.
Analisamos, entao, o esbogo do grafico da fungao (Figura 3.6) e a seguinte
tabela:

fz)y;o -1 3

Dai, podemos concluir que f tem o valor minimo global (e local) de f(—1) =
—1 no ponto x = —1 e tem valor méximo global de f(1) = 3 no ponto z = 1.

Podemos usar o Python+SymPy para computar os pontos extremos e plotar
a funcado. Por exemplo, com os seguintes comandos:

1l import sympy as sp

2x = sp.Symbol('x"')

3f = sp.lambdify(x, (x+1)*%*2-1)
A# f' == 0
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5xc = sp.solve(sp.diff (f(x),x), x)
6 print (f"Pto. critico xc = {xcl}")
7Tprint (£"£(-2) = {f(-2)}")
gprint (£"£f ({xc[0]1}) = {£f(xcl[0]1)}")
9print (£"£(1) = {£(1)}")

10 sp.plot (f(x), (x,-2,1))

¢

3

ER 3.2.2. Determine os pontos extremos da fun¢ao f(z) = z° no intervalo

~1,1].

Solugao. Como f é diferencidvel no intervalo (—1, 1), temos que seus pontos
criticos sao tais que f’'(z) = 0. Neste caso, temos

312 =0=2=0 (3.50)

¢ o unico ponto critico de f. Entretanto, analisando o grafico desta funcao
(Figura 3.7) vemos que f nao tem valor extremo local neste ponto. Assim,
seus pontos extremos sé podem ocorrer nos extremos do dominio [—1,1].
Concluimos que f(—1) = —1 é o valor minimo global de f e f(1) =1 é seu
valor maximo global.

fix)

L0

075

0:50

0:25

T T T - T T T T
-1.00 -075 -0 —0i25 0.p0 025 0.50 0.75 100
—0:25

=050

=075+

—1.00

Figura 3.7: Esboco do grafico da funcao f(z) = 3 discutida no Exercicio
Resolvido 3.2.2.
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Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.3.2.1. Considere que uma dada funcao f tenha o seguinte esbogo de
grafico:

—2 -1 1 2

Determine e classifique os pontos extremos desta fungao.

E.3.2.2. Dada a funcido f(x) = 2* — 2z + 3 restrita ao intervalo [—1, 2],
determine:

a) seu(s) ponto(s) critico(s).

b) seu(s) ponto(s) extremo(s) e o(s) classifique.

c) seu(s) valor(es) extremo(s) e o(s) classifique.

E.3.2.3. Dada a funcdo f(x) = —z? 4 2z + 1 restrita ao intervalo [0, 3],
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determine:

a) seu(s) ponto(s) critico(s).

b) seu(s) ponto(s) extremo(s) e o(s) classifique.

c) seu(s) valor(es) extremo(s) e o(s) classifique.

E.3.2.4. Dada a fungdo f(z) = 2% — 32% + 3z restrita ao intervalo [0, c0),
determine:

a) seu(s) ponto(s) critico(s).

b) seu(s) ponto(s) extremo(s) e o(s) classifique.

c) seu(s) valor(es) extremo(s) e o(s) classifique.

E.3.2.5. Dada a funcio f(x) = x'/3 restrita ao intervalo [—1, 1], determine:
a) seu(s) ponto(s) critico(s).

b) seu(s) ponto(s) extremo(s) e o(s) classifique.

c) seu(s) valor(es) extremo(s) e o(s) classifique.

E.3.2.6. Mostre que se f tem um minimo local em x = a e ¢é diferenciavel
neste ponto, entao f'(a) = 0.

3.3 Teorema do valor médio

[Video] | [Audio] | [Contatar]

O teorema do valor médio é uma aplicacdo do teorema de Rolle.
3.3.1 Teorema de Rolle
[Video] | [Audio] | [Contatar]
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O Teorema de Rolle fornece uma condi¢ao suficiente para que uma dada
funcao diferenciavel tenha derivada nula em pelo menos um ponto.

flc)

fla) = fib)

I —m——————

D

Figura 3.8: Ilustracao do Teorema de Rolle.

Teorema 3.3.1. (Teorema de Rolle) Seja f uma func¢ao continua no intervalo
fechado [a, b] e diferencidvel no intervalo aberto (a,b). Se

fla) = f(b), (3.51)
entdo existe pelo menos um ponto critico ¢ € (a,b) tal que
f'(c) =0. (3.52)

Demonstracdo. A ideia da demonstracdo é uma consequéncia dos teoremas
3.2.1 e 3.2.2. O primeiro, que existem pontos de minimo e maximos globais
m, M € [a,b], ie.

f(m) < f(x) < f(M). (3.53)
Se m = M, entdo f é uma func¢do continua, donde segue que f'(z) = 0 para
todo = € (a,b). Agora, se m # M, entdao m ou M é um extremo local. Sem
perda de generalidade, supomos que ¢ = m seja o minimo local. Neste caso,
o teorema 3.2.2 nos garante que f’(c) = 0. O
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Exemplo 3.3.1. O polinomio p(z) = z* — 42% + 3x + 1 tem pelo menos um
ponto critico no intervalo (0,1) e no intervalo (1,3). De fato,temos p(0) =
p(1) = 1 e, pelo teorema de Rolle, segue que existe pelo menos um ponto
c € (0,1) tal que f’(¢c) = 0. Analogamente, como também p(1) = p(3) = 1,
segue do teorema que existe pelo menos um ponto critico no intervalo (1, 3).
Veja o esboco do gréafico de p na Figura 3.9.

"4 T T T
1 2 3
X
—1

Figura 3.9: Esboco do gréfico de p(r) = 2% — 42? + 3z + 1.

De fato, como todo polinémio ¢é derivavel em toda parte, podemos calcular
os pontos criticos como segue.

px)=0=32"-8r+3=0 (3.54)
2V7
8 + /64=36
e R (3.55)
4 — /7 4 7
=1 = 3\/_ ~ 0,45 ou xy= +3\/_ ~ 2,22 (3.56)

Podemos usar os seguintes comandos® para computar os pontos criticos de p
e plotar seu grafico:

6Veja a Observacio 3.0.1.
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>>> p = xk*3 - dkxx*2 + 3xx + 1
>>> pc = solve(p.diff()); pc
[-sqrt(7)/3 + 4/3, sqrt(7)/3 + 4/3]
>>> plot(p, (x,-0.5,3.5))

Exemplo 3.3.2. Vejamos os seguintes casos em que o Teorema de Rolle nao
se aplica:

a) A fungao

(3.57)

f(x):{x ,0< <1,

0 ,z=1.

é tal que f(0) = f(1) = 0, entretanto sua derivada f’(x) = 1 no intervalo
(0,1). Ou seja, a condigao da f ser continua no intervalo fechado associado
é necessaria no teorema de Rolle. Veja a Figura 3.10 para o esboco do
grafico desta funcao.

Figura 3.10: Esbocgo do gréfico da fungao referente ao Exemplo 3.3.2 a).

b) Nao existe ponto tal que a derivada da g(z) = —|z — 1| + 1 seja nula.
Entretanto, notemos que g(0) = g(2) = 0 e g continua no intervalo fechado
[0,2]. O teorema de Rolle ndo se aplica neste caso, pois g nao é derivavel
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no intervalo (0,2), mais especificamente, no ponto z = 1. Veja a Figura
3.11.

Figura 3.11: Esbocgo do gréfico da fungao referente ao Exemplo 3.3.2 b).

3.3.2 Teorema do valor médio
[Video] | [Audio] | [Contatar]

O teorema do valor médio é uma generalizacao do teorema de Rolle.
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fib)

fla) 1

fic) 4

O ———— e e e e e

=]
[a]

X

Figura 3.12: Tlustracao do Teorema do valor médio.

Teorema 3.3.2. (Teorema do valor médio”) Seja f uma funcao continua no
intervalo fechado [a, b] e diferencidvel no intervalo aberto (a,b). Entao, existe
pelo menos um ponto ¢ € (a, b) tal que

f(b) = f(a)

= f(c). (3.58)

Demonstragio. O resultado segue da aplicacao do Teorema de Rolle 77 a
seguinte funcao

(x —a) (3.59)

De fato, F' é continua em [a, b], diferencidvel em (a,b) e F'(a) = F(b). Logo,
existe ¢ € (a, b) tal que

Fe) =0 (3.60)
f'(e) + f(bl)) — (]:(a) =0 (3.61)

"Também conhecido como Teorema de Lagrange.
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LOZRD iy (3.62)

]

Observacao 3.3.1. Em um contexto de aplicacao, o Teorema do valor médio
relaciona a taxa de variagdo média da fun¢do em um intervalo [a,b] com a
taxa de variacdo instantanea da funcao em um ponto interior deste intervalo.

Exemplo 3.3.3. A fun¢do f(x) = z? ¢ continua no intervalo [0,2] e diferen-
cidvel no intervalo (0,2). Logo, segue do teorema do valor médio que existe
pelo menos um ponto ¢ € (0,2) tal que

f(2) - f(0)

flo) =S5 —— =2 (3.63)

De fato, f'(x) = 2x e, portanto, tomando ¢ = 1, temos f'(c) = 2.

Corolério 3.3.1. (Fungoes com derivadas nulas sdo constantes) Se f'(z) =
0 para todos os pontos em um intervalo (a,b), entdo f é constante neste
intervalo.

Demonstragao. De fato, sejam xq1, x5 € (a,b) e, sem perda de generalidade,
xr1 < x9. Entdo, temos f é continua no intervalo [z1,xs] e diferenciavel em
(x1,22). Segue do teorema do valor médio que existe ¢ € (1, x2) tal que

flzz) = f(z1)

= f'(c). 3.64
AT pe) (3.69)
Como f'(c) = 0, temos f(z2) = f(z1). Ou seja, a fungdo vale sempre o
mesmo valor para quaisquer dois pontos no intervalo (a,b), logo é constante
neste intervalo. n

Corolério 3.3.2. (Funcdo com a mesma derivada diferem por uma cons-
tante) Se f'(z) = ¢'(x) para todos os pontos em um intervalo aberto (a,b),
entdo f(z) = g(x) + C, C constante, para todo = € (a,b).

Demonstracao. Segue, imediatamente, da aplicagdo do corolario anterior a

funcao h(z) = f(z) — g(x). O
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Corolario 3.3.3. (Monotonicidade e o sinal da derivada) Suponha que f
seja continua em |[a, b] e derivavel em (a, b).

a) Se f'(x) > 0 para todo = € (a,b), entdo f é crescente® em |[a, b].

b) Se f'(z) < 0 para todo z € (a,b), entdao f ¢ decrescente’ em |[a, b].

Demonstra¢io. Vamos demonstrar o item a), i.e. se f'(x) > 0 para todo
x € (a,b), entdo f é crescente em [a,b]. Sejam 1 < x5 com xq,x9 € [a,b].
Observamos que f é continua em [z, z3] e diferencidvel em (z1,z5). Logo,
pelo Teorema do valor médio 3.3.2; temos que existe ¢ € (x, x9) tal que

f(z2) — f(m1)

To — I

= f'(c) (3.65)

ou, equivalentemente,

fl@e) = fx1) = f'c) - (2 — 21). (3.66)

Como f’(z) > 0 para todo = € (a,b) e 9 — x; > 0, concluimos que f(xq) —
f(z1) >0, ie.

Com isso, mostramos que se x; < Ty com x1, 2y € [a,b], entdo f(x1) < f(xz),
i.e. f é crescente em |a, b].

A demonstragao do item b) é andloga, consulte o Exercicio 3.3.6. O]

Exemplo 3.3.4. Vamos estudar a monotonicidade da funcao polinomial
f(x) = 2® — 42% + 3z + 1. Na Figura 3.13, temos o esboco de seu grafico.

8f é funcdo crescente em um intervalo I, quando 1 > x5 em I implica f(z1) > f(z2).
9f é funcdo decrescente em um intervalo I, quando x; > a9 em I implica f(z1) < f(x2).
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Figura 3.13: Esbogo do gréfico de f(x) = 2® — 42% + 3z + 1.

Podemos usar o Corolario 3.3.3 para estudarmos a monotonicidade (i.e. in-
tervalos de crescimento ou decrescimento). Isto é, fazemos o estudo de sinal
da derivada de f. Calculamos

f'(z) = 32* — 8z + 3. (3.68)

Logo, temos

AR — T f(x)

Ouseja, f'(z) < 0no conjunto [ —oo

,4_ﬁ>u<4+ﬁ

3 3 ,oo)ef/(:v)<0no

4—+7 4 7
conjunto 3\/_, +3\/_ . Concluimos que f é crescente nos intervalos
4=V7] [4+V7 , .
—00, 5 e T o |, enquanto que f é decrescente no intervalo
4—VT 4+ VT
3 7 3 '
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Exemplo 3.3.5. A fungdo exponencial f(x) = e® é crescente em toda parte.
De fato, temos

f'(x) =¢" >0, (3.69)
para todo z € R.

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 3.3.1. Um carro percorreu 150 km em 1h30min. Mostre que em algum
momento o carro estava a uma velocidade maior que 80 km/h.

Solugao. Seja s = s(t) a fungao distancia percorrida pelo carro e t o tempo,
em horas, contado do inicio do percurso. Do teorema do valor médio, exite
tempo t; € (0, 1,5) tal que
s(1,5) — s(0) 150
oy S5 = s(0)
1,5—-0 1,5

Ou seja, em algum momento o carro atingiu a velocidade de 100 km /h.

= 100 km/h. (3.70)

ER 3.3.2. Estude a monotonicidade da funcao gaussiana f(z) = e~ *".

Solugao. Para estudarmos a monotonicidade de uma funcao, podemos fazer
o estudo de sinal de sua derivada. Neste caso, temos

fl(z) = =2z (3.71)
Assim, vemos que

+ = -2x

+ 0 + eX

+ ! = f(x)

Concluimos que f é crescente no intervalo (—oo, 0) e decrescente no intervalo
(0, 00).
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Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.3.3.1. Estude a monotonicidade de f(x) = 2* — 2z.

E.3.3.2. Estude a monotonicidade de f(x) = 3

E.3.3.3. Estude a monotonicidade de f(z) = Inz.

E.3.3.4. Estude a monotonicidade de f(z) = ze™".

E.3.3.5. Demonstre que um polinémio ctibico pode ter no maximo 3 raizes
reais.

E.3.3.6. Seja f continua em [a,b] e derivavel em (a,b). Mostre que se
f'(x) < 0 para todo x € (a,b), entdao f é decrescente em [a, b|.

3.4 Teste da primeira derivada
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Na Sec¢ao 3.2, vimos que os extremos de uma funcao ocorrem nos extremos
de seu dominio ou em um ponto critico. Aliado a isso, o Corolario 3.3.3 nos
fornece condi¢oes suficientes para classificar os pontos criticos como extremos
locais.

Mais precisamente, seja ¢ um ponto critico de uma funcdo continua f e
diferencidvel em todos os pontos de um intervalo aberto (a,b) contendo c,
exceto possivelmente no ponto ¢. Movendo-se no sentido positivo em x:

o se f/(x) muda de negativa para positiva em ¢, entdo f possui um minimo
local em c;
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o se f/(x) muda de positiva para negativa em ¢, entdao f possui um ma-
ximo local em c;

e se f’ nao muda de sinal em ¢, entdo ¢ nao é um extremo local de f.

Veja a Figura 3.14.

fte)

X

Figura 3.14: Ilustracao do teste da primeira derivada com ¢ ponto de maximo
local e d ponto de minimo local.

3
Exemplo 3.4.1. Consideremos a fungao f(z) = % —22% 4+ 32+ 3. Como f

é diferenciavel em toda parte, seus pontos criticos sao aqueles tais que
f'(x)=0. (3.72)
Temos f'(x) = x? — 4x + 3. Segue, que os pontos criticos sao
2
x2—4x+3:0=>x:@
=x;1=1 x3=3. (3.74)
Com isso, temos
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Intervalo x <1 l<z <3 3<x
f - - -
f crescente decrescente crescente

Entao, do teste da primeira derivada, concluimos que z; = 1 é ponto de
méaximo local e que zo = 3 é ponto de minimo local.

Podemos usar o SymPy para computarmos a derivada de f com o comando!”
f1 = diff (x**3/3-2%x**2+3%x+3)

Entao, podemos resolver f’(z) =0 com o comando

solve(f1)

e, por fim, podemos fazer o estudo de sinal da f’ com os comandos

reduce_inequalities(£1<0)
reduce_inequalities(£1>0)

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]
ER 3.4.1. Determine e classifique os extremos da funcao

f(z) = 2" — 42 + 42°. (3.75)

Solugdo. Como o dominio da f é (—oo,00) e f é diferencidvel em toda
parte, temos que seus extremos ocorrem em pontos criticos tais que

f'(z) =0. (3.76)
Resolvendo, obtemos
4o° —122° + 82 =0 = 4a(2® =32+ 2) =0 (3.77)
Logo,
4r=0 ou 2°—-3x+2=0 (3.78)

10Veja a Observacao 3.0.1.
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3+1
ry =0z = — (3.79)

To = 1, T3 = 2 (380)

Portanto, os ponto criticos sao x1 = 0, zo = 1 e x3 = 2. Fazendo o estudo de
sinal da f’, temos

<0 O<z<l 1<ax<?2 2<z
4z - + + +
x® — 3z +2 + + - +
f'(z) - + - +
f decrescente crescente decrescente crescente

Entao, do teste da primeira derivada, concluimos que z; = 0 é ponto de
minimo local, xo = —2 é ponto de méaximo local e z3 = —1 é ponto de
minimo local.

Podemos usar os seguintes comandos do SymPy!! para resolvermos este exer-
cicio:

i

fl = Lambda(x, diff(x**4 - 4*xx**3 + 4*x**2,x))
# £°(x) =0

solve (f1(x))

# f1(x) <0

reduce_inequalities(£f1(x)<0)

# f1(x) > 0

reduce_inequalities(£f1(x)>0)

ER 3.4.2. Encontre o valor maximo global de f(z) = (z — 1)e™™.

Solugao. Como f é diferenciavel em toda parte, temos que seu maximo
ocorre em ponto critico tal que

f(z)=0=(2—2)e =0 (3.81)
=2—2=0 (3.82)

1Veja a Observacao 3.0.1.
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= =2 (3.83)
Fazendo o estudo de sinal da derivada, obtemos
x<0 0<x

f + -
f crescente decrescente

Portanto, do teste da primeira derivada, podemos concluir que x = 2 é ponto
de méximo local. O favor da fungao neste ponto é f(2) = e 2. Ainda, temos

lim (x —1)e™* = —o0, (3.84)
J}Lr{)lo(x —1e ™ =0. (3.85)

Por tudo isso, concluimos que o valor méximo global de f ¢ f(2) = e 2.
Podemos usar os seguintes comandos do SymPy!? para resolvermos este exer-
cicio:

# f(x)

f = Lambda(x, (x-1)*exp(-x))
# £ (x)

fl = Lambda(x, diff(f(x),x))
# pontos criticos

xc = solve(fl(x))

# f°(x) <O
reduce_inequalities(f1(x)<0)
# £°(x) >0
reduce_inequalities(£f1(x)>0)
# 1lim f(x), x—>-o00
limit(f(x),x,-00)

# lim f(x), x->o00

limit (f(x),x,00)

# £(2)

f (xc[0])

12Veja a Observacao 3.0.1.
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Exercicios
[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.3.4.1. Use o teste da primeira derivada para encontrar e classificar o(s)
ponto(s) extremo(s) de f(x) = 2? — 2.

E.3.4.2. Use o teste da primeira derivada para encontrar e classificar o(s)

ponto(s) extremo(s) de f(z) = % — .

E.3.4.3. Use o teste da primeira derivada para encontrar e classificar o(s)
ponto(s) extremo(s) de f(x) = z*3(z — 1).

3.5 Concavidade e o Teste da segunda deri-
vada
[Video] | [Audio] | [Contatar]
O grafico de uma fungao diferenciavel f é
a) concavo para cima em um intervalo aberto I, se f’ é crescente em [;

b) cdéncavo para baixo em um intervalo aberto I, se f’ é decrescente em
1.

Assumindo que f é duas vezes diferencidvel, temos que a monotonicidade de
1 esté relacionada ao sinal de f” (a segunda derivada de f). Logo, o gréfico

de f é
a) cbncavo para cima em um intervalo aberto I, se f” > 0 em [;
b) cbncavo para baixo em um intervalo aberto I, se f” < 0 em I.

Exemplo 3.5.1. Vejamos os seguintes casos:

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://phkonzen.github.io/notas/contato.html
https://phkonzen.github.io/notas/contato.html
https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 3. APLICACOES DA DERIVADA 191

2

a) o grafico de f(x) = x* é uma pardbola concava para cima em toda parte.

De fato, temos

f'(z) = 2z, (3.86)

uma func¢ao crescente em toda parte. Também, temos

() =2 >0, (3.87)
em toda parte.
b) o grafico de g(r) = —x? é uma pardbola concava para baixo em toda
parte. De fato, temos
J(x) = —2x, (3.88)

uma funcao decrescente em toda parte. Também, temos
g (r) = -2 <0, (3.89)

em toda parte.

c) o gréifico da fungao h(x) = 23 é concavo para baixo em (—o0,0) e concavo

para cima em (0, 00). De fato, temos
B (z) = 2%, (3.90)

que é uma fungao decrescente em (—oo, 0] e crescente em [0, 00). Também,
temos

h"(x) = 2x (3.91)

que assume valores negativos em (—o0,0) e valores positivos em (0, o).

Um ponto em que o grafico de uma funcao f muda de concavidade é chamado
de ponto de inflexao. Em tais pontos temos

f"=0 ou Af" (3.92)

Exemplo 3.5.2. Vejamos os seguintes casos:

a) O gréifico da fungdo f(z) = 2® tem 2 = 0 como tnico ponto de inflexdo.
De fato, temos
f'(z) = 32° (3.93)
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que é diferenciavel em toda parte com
f"(z) = 6. (3.94)
Logo, os pontos de inflexao ocorrem quando

F'(2)=0= 62 =0 (3.95)
= =0 (3.96)

b) O gréfico da funcio g(z) = /x tem = = 0 como tnico ponto de inflexao.
De fato, temos

1
g (z) = gx_g, x # 0. (3.97)
Segue que
2
g"(z) = —§x_%, x #0, (3.98)

donde ¢"” > 0 em (—o00,0)e g” < 0 em (0,00). Isto é, o grifico de g muda
de concavidade em = 0, #ig”(0), sendo g concava para cima em (—oo, 0)
e concava para baixo em (0, co).

3.5.1 Teste da segunda derivada

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Seja x = x¢ um ponto critico de uma dada funcao f duas vezes diferenciavel
e f” continua em um intervalo aberto contendo x = xy. Temos

a) se f'(xg) =0e f"(xg) > 0, entdo x = xy é um ponto de minimo local de

VE

b) se f'(zg) =0e f"(xy) <0, entdo x = zg é um ponto de méaximo local de

I
Exemplo 3.5.3. A funcio f(z) = 22® — 922 + 12x — 2 tem pontos criticos

fl(x)=62>—18r+12=0=2> -3z +2=0 (3.99)
_3+V1
2

(3.100)

=X
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Sa =1, 25=2. (3.101)

A segunda derivada de f é
F'(x) = 122 — 18, (3.102)
Logo, como f"(x1) = f"(1) = —6 < 0, temos que x; = 1 é ponto de maximo

local de f. E, como f"(x9) = f"(2) = 6 > 0, temos que x2 = 2 é ponto de
minimo local de f.

Observacgao 3.5.1. Se f'(zg) = 0e f"(x0) = 0, entdo x = xy pode ser ponto
extremo local de f ou nao. Ou seja, o teste é inconclusivo.

Exemplo 3.5.4. Vejamos os seguintes casos:

a) A fungao f(x) = 23 tem ponto critico

fl(r)=0=32>=0 (3.103)
=z =0. (3.104)

Neste ponto, temos
f"(x) =6z = f"(0) = 0. (3.105)

Neste caso, x = 0 ndo é ponto de extremo local e temos f'(0) = 0 e

f"(0) =0

b) A funcio f(z) = z* tem um ponto critico

fl(r) =0=42° =0 (3.106)
=z =0. (3.107)

Neste ponto, temos
f"(z) =122* = f"(0) = 0. (3.108)

Neste caso, x = 0 é ponto de minimo local e temos f'(0) =0e f”(0) = 0.

Exercicios resolvidos

[Video] | [Audio] | [Contatar]
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ER 3.5.1. Encontre o valor méximo global de f(z) = (z — 1)e™*.

Solugao. Como f ¢ diferenciavel em toda parte, temos que seu valor maximo
(se existir) ocorre em ponto critico tal que

f(z)=0=(2—2)e =0 (3.109)
=2 2=0 (3.110)
=z =2 (3.111)

Agora, usando o teste da segunda derivada, temos
f'(z)=(x—3)e "= f'(2) = -2 <0. (3.112)

Logo, x = 2 é ponto de maximo local. O favor da funcao neste ponto é
f(2) = e72. Ainda, temos

l_i>r_n (x —1)e™® = —o0, (3.113)
lim (z —1)e™ = 0. (3.114)

Por tudo isso, concluimos que o valor méximo global de f é f(2) = 2.
Podemos usar os seguintes comandos do SymPy!? para resolvermos este exer-
cicio:

>>> f = (x-1)*exp(-x)

>>> fl = diff(f,x)

>>> f = Lambda(x, (x-1)*exp(-x))
>>> f1 = Lambda(x, diff(f(x),x))
>>> solve(f1(x))

[2]
>>> f11 = Lambda(x, diff(f(x),x,2))
>>> £11(2)
-2
-e
>>> £(2), f1(2), £f11(2)
-2 -2
e , 0, -e

13Veja a Observacao 3.0.1.
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>>> 1limit (f(x),x,00)

S>> limit (f(x),x,-00)
-00
O
ER 3.5.2. Determine e classifique os extremos da funcao
f(z) = 2* — 42® + 42 (3.115)

restrita ao intervalo de [—1, 3].

Solugao. Como f é diferenciavel em (—1,3), temos que seus extremos locais
ocorrem nos seguintes pontos criticos

fl(x) =0=42® — 120> + 8z =0 (3.116)
=4r(x* =32 +2)=0 (3.117)
=1, =0,1p = 1,73 = 2. (3.118)

Calculando a segunda derivada de f, temos
f"(z) = 122% — 247 + 8. (3.119)

Do teste da segunda derivada, temos

f"(x1) = f"(0) =8 > 0 = x; = 0 pto. min. local (3.120)
f"(z2) = f"(1) = =4 < 0 = 25 = 1 pto. méx. local (3.121)
f"(z3) = f"(2) =8 > 0 = x3 = 2 pto. min. local (3.122)

Agora, vejamos os valores de f em cada ponto de interesse.

r |-1 01 2 3
f@)] 9 01 0 9
Entao, podemos concluir que x = —1 e x = 3 sao pontos de méximo global

(o valor maximo global é f(—1) = f(3) = 9), + = 1 é ponto de méaximo
local, x = 0 e z = 2 sdo pontos de minimo global (o valor minimo global é

f(0) = f(2) = 0).
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Podemos usar os seguintes comandos do SymPy!# para resolvermos este exer-
cicio:

>>> f = Lambda(x, x**4 — 4*x**3 + 4*kx**2)
>>> f1 = Lambda(x, diff(f(x),x))

>>> solve(f1(x))

[o, 1, 2]

>>> f11 = Lambda(x, diff(f1(x),x))

>>> £11(0), £11(1), £11(2)

(8, -4, 8)

>>> f(-1), £(0), £(1), £(2), £(3)

(9, 0, 1, 0, 9)

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.3.5.1. Use o teste da segunda derivada para encontrar e classificar o(s)
ponto(s) extremo(s) de f(z) = x* — 2z.

E.3.5.2. Use o teste da segunda derivada para encontrar e classificar o(s)

ponto(s) extremo(s) de f(z) = % — .

E.3.5.3. Use o teste da segunda derivada para encontrar e classificar o(s)
ponto(s) extremo(s) de f(x) = 2*3(z — 1).

E.3.5.4. Seja f(x) = —z*. Mostre que z = 0 é ponto de maximo local de f
e que f'(0) = f”(0) = 0.

14Veja a Observacao 3.0.1.
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Capitulo 4

Integracao

4.1 Nocao de integral

4.1.1 Soma de Riemann
Seja f uma fun¢do continua definida em um intervalo fechado [a,b]. Seja,
também, P a seguinte particao de [a, 0]
P={a=zy<z1<29<- <y =b}, (4.1)
onde n + 1 é o nimero de pontos na particao. Definimos
Az, = x; — Ty (4.2)

o tamanho de cada subintervalo I; = [x;_1, z;| da particao, comi = 1,2,--- . n.
A norma da particao ¢é definida por

|P|| == max Ax;, (4.3)

77777

i.e. o tamanho do maior subintervalo da particdo. Com isso, chama-se de
uma soma de Riemann' toda a expressiao da forma

n

Sp=>_ flz})Ax;, (4.4)

=1

onde z} € [z;, z;—1] (arbitrariamente escolhido). Consulte a Figura 4.1.
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Figura 4.1: ITlustragdo da soma de Riemann.

No caso de uma fun¢do nao negativa, uma soma de Riemann é uma aproxi-
macao da area sob seu gréafico e o eixo das abscissas'.

4.1.2 Integral

A integral (definida) de a até b de uma dada funcdo f em relagdo a x é
denotada e definida por

/ab f(z)dz = lim Xn:f(xf)A:cz (4.5)

1P 0 &

De forma genérica, a integral definida de a até b é o limite das somas de
Riemann quando a norma das parti¢goes P do intervalo [a, b] tendem a zero.
Quando o limite existe, dizemos que f é integravel no intervalo [a, b].

!Consulte o Exercicio 4.1.4 para uma interpretacio geométrica no caso geral de funcées
continuas.
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Na notacao de integral definida acima, chamamos a de limite inferior e b
de limite superior de integracao, f ¢ chamada de integrando e¢ z de
variavel de integracao.

Observacgao 4.1.1. Funcgoes continuas sao fungbes integraveis.

¥ = fix)

Figura 4.2: A integral definida como a area sob o grafico.

Observacao 4.1.2. (Area sob o grafico) No caso de uma funcio nio nega-
tiva,

/a " () da (4.6)

é a 4rea sob o grafico de f?. Consulte a Figura 4.2.

2Consulte o Exercicio 4.1.5 para uma interpretaciao geométrica no caso geral de funcoes
continuas.
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Exemplo 4.1.1. Vamos calcular

/0 "1 da. (4.7)

Aqui, o integrando é a funcgao constante f(z) = 1 e o intervalo de inte-
gragao ¢ [a,b]. Da Observacao 4.1.2, temos que esta integral é a area sob
o grafico de f no intervalo [0, 1]. Esta drea é um retangulo de altura 1 e
comprimento 1. Logo,

1
/1da;:1-1:1. (4.8)
0

Com o Python+SymPy, podemos computar esta integral com os seguintes
comandos

>>> from sympy import *

>>> x = Symbol('x')

>>> integrate(l, (x,0,1))
1

U W N

Exercicios resolvidos

ER 4.1.1. Calcule .
/ V1—22dx. (4.9)
—1

Solugao. Esta integral corresponde & drea sob o grafico da fungao f(z) =
V1 — 22 restrita ao intervalo [—1,1]. Observando que

y:\/l'Q—l:}yQ:l—QjQ (410)

vemos que esta é a area do semicirculo de raio 1. Logo,

2

1 .1
/ \/1—3:20[:1::7T =
-1

T
2 2

(4.12)

Com o Python+SymPy, podemos computar esta integral com os seguintes
comandos
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In : from sympy import

>>> x = Symbol('x')

>>> integrate(sqrt(1-x*x2), (x,-1,1))
pi/2

U W N =

ER 4.1.2. Determine a funcao F(x) tal que
Fz) = / tdt, (4.13)
0
para todo x > 0. Entao, mostre que F'(z) = .

Solucgao. A integral definida
/ t dt (4.14)
0

¢ a drea sob o grafico de f(t) = t restrita no intervalo [0, z]. Isto é, a drea do
triangulo retangulo de base x e altura x. Logo,
2

F(z) = / tap =221 (4.15)
0 2 2
Ou seja, temos F(z) = 2%/2 e, portanto,
1
F'(z) = 3 21 = 1. (4.16)

Com o Python+SymPy, podemos fazer essas computagoes com os seguintes
comandos

1 In : from sympy import

2 >>> x, t = symbols('x,t"')

3 >>> F = integrate(t, (t,0,x))
4 >>> print ("F(x) =", F)

5 >>>

6 F(x) = =xxx2/2

7 In : diff (F,x)

8 X

9
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Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.4.1.1. Calcule
2

2dzx. (4.17)
-1
E.4.1.2. Calcule
-1
/ 1 — zdr. (4.18)
-3
E.4.1.3. Determine F(z) tal que
F(z) = / t+1dt. (4.19)
0

para z > 0. Entao, calcule F'(z).

E.4.1.4. Faca uma interpretacao geométrica da uma soma de Riemann
aplicada a uma funcao continua e nao positiva. Estenda sua interpretagao
para funcoes continuas arbitréarias.

E.4.1.5. Faca uma interpretagdo geométrica de

/a " fla) de (4.20)

quando f é uma func¢do continua e nao positiva. Estenda sua interpretacao
para func¢oes continuas arbitrarias.

E.4.1.6. Calcule
2
/ “1da. (4.21)

-1
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E.4.1.7. Calcule )
/ zda. (4.22)

4.2 Propriedades de integracao
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Na Secao 4.1, vimos que a integral definida de uma dada fungao f em um in-
tervalo [a, b] estd associada a area (liquida) entre seu gréfico e as retas y = 0,
x=aex=>0 Vejaa Figura 4.2.

Com base nesta no¢ao geométrica, podemos inferir as seguintes propriedades
de integragao para funcoes integraveis f e g:

a) Integral degenerada

/aaf(x) dr =0 (4.23)

b) Multiplicagao por escalar

/abk; f(z)dr = k- /abf(x) dz (4.24)

¢) Soma/subtragio

/ab [f(z) £ g(w)] dr = /abf(af) dxi/abg(x) dz (4.25)

d) Sobreposi¢do/concatenacgio de intervalos

/abf(:c) dr = /:f(:c) dr + /be(;,;) dz (4.26)

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://phkonzen.github.io/notas/contato.html
https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

4.2. PROPRIEDADES DE INTEGRACAO 204
e) Cotas inferior e superior
— < < . — .
min (@)} 0—a) < [ J@)de < max ()} 0-a) (@20
Exemplo 4.2.1. Sejam f e g fungoes integraveis tais que
4
/ fla)de =2, (4.28)
—1
5
/ f(x)dx = (4.29)
4
4
/ g(x)dx = —1. (4.30)
-1
Entao, vejamos os seguintes casos:
a)
-1 4
/ g(x)dx = —/ g(x)dx (4.31)
4 -1
=—(-1)=1 (4.32)
b)
-1
/ Af(x)dz =0 (4.33)
-1
c)
4 4
/ —2¢(z) dx = —2/ g(x)dx (4.34)
—1 —1
=2. (4.35)
d)
4 4 4
[ f@) —29@] dv= [ fl)do— [ 2g(@)dr  (430)
—1 -1 _
4
=2— 2/ g(x) dx (4.37)
-1
=2+2= (4.38)
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)

/51 f($>dl‘:/41 f(x) d$+/45f(x)dx (439)
=2+3=5 (4.40)

Exemplo 4.2.2. Lembrando que —1 < senz < 1, temos da propriedade e)
acima que

27r mm {sen )} < / sen(z) dr < 2w max {sen(z)}
x€[pi,n) (441)
= 21 < / sen(z) dx < 2.

4.2.1 Teorema do valor médio
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Com base na nocao de integral, define-se a média de uma funcao f no
intervalo [a, b] por

. i - /abf(x) d, (4.42)

no caso de f ser integravel neste intervalo.

Teorema 4.2.1. (Teorema do valor médio para integrais) Se f for continua
em [a, b], entao existe ¢ € [a, b] tal que

fle) =

- i - /abf(m) dz. (4.43)

Demonstracao. Vejamos uma ideia da demonstragdo. Da propriedade de
integragao e) acima, temos

min (@)} < 7 [ f@)de < s (@)} (4.44)

z€[a,b)

Agora, pelo Teorema do valor intermediério (Teorema 1.6.1), temos f assume
todos os valores entre seus valores minimo e maximo. Logo, existe ¢ € [a, b
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tal que

Flo) = — / " () da (4.45)

:b—a

Exemplo 4.2.3. Seja f uma fungao continua em [a,b], a # b, e

/a " fa)dz =0, (4.46)

entdo f possui pelo menos um zero neste intervalo. De fato, do Teorema do
valor médio para integrais, temos que existe ¢ € [a, b] tal que

f@) = 1 [ ) (.47

1
_ 0=0. 4.4
7 0=0 (4.48)

4.2.2 Teorema fundamental do calculo, parte I
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Seja f uma funcao integravel e F' a funcao definida por

F(z) = / F(t)dt, (4.49)
para algum nimero real a dado.

Teorema 4.2.2. (Teorema fundamental do cdlculo, parte I) Se f é continua
em [a, b], entdo é continua em [a, b] e diferencidvel em (a, b) a fungao

F(z) = / ") dt (4.50)
sendo i
Fl(z) = %/a F(6)dt = f(x). (4.51)
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Demonstracio. Vejamos a ideia da demonstracao. Da defini¢do de derivada,
temos

F'(z) = lim - (4.52)
x+h x
- }Si%;ll l/a " f(z)de — /a f(z) dx] (4.53)
) 1 rz+h
=lim [ f(x) de. (4.54)

Agora, do Teorema do valor médio para integrais (Teorema 4.2.1), temos que
existe ¢ € [z, x + h] tal que

1 z+h
fen) = WI:L f(x)dx (4.55)
1 z+h
-2 / o) da. (4.56)

Notemos que ¢, — z quando h — 0 e, portanto, temos

Fla)=tim~ [ fa)d 4.57
() =lim o [ f(@)do (157)
= lim f(cn) (4.58)
= f(x). (4.59)
[
Exemplo 4.2.4. Vejamos os seguintes casos:
a)
d/xtzdtzsﬁ (4.60)
dr J1 ' '
b)
4 /I sen(t) dt = sen(x) (4.61)
dz Jo B '

Com o Python+SymPy, podemos computar os resultados acima com os se-
guintes comandos:
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1 In : from sympy import =

2 >>> x, t = symbols('x,t')

3 >>> # a)

1 >>> diff (integrate(t**x2, (t,1,x)))

5 >>>

6 X %% 2

7

8 In : diff(integrate(sin(t), (t,0,x)))
9 sin(x)

4.2.3 Integral indefinida

A parte I do Teorema fundamental do célculo (Teorema 4.2.2), mostra que
a integral de uma fungao f (continua) é uma funcdo F tal que

F'(z) = f(2). (4.62)
Dizemos que F' é uma primitiva da funcao f.
Observamos que se F' é uma primitiva de f, entao
G(x)=F(z)+C (4.63)

também é primitiva de f para qualquer constante C), i.e.

G'(z) = (F(z) + CY (4.64)
= F'(z) + (CY (4.65)
= f(z)+0 (4.66)
= f(x). (4.67)

Mais ainda, do Corolario 3.3.2 do Teorema do valor médio para derivadas,
temos que quaisquer duas primitivas de uma mesma funcao diferem-se apenas
uma constante.

Com isso, definimos a integral indefinida de f em relagdo a = por
/ fla)de = F(z) + C, (4.68)
onde F' é qualquer primitiva de f e C' uma constante indeterminada.
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Exemplo 4.2.5. Vejamos os seguintes casos:

a)

/ dv =z + C (4.69)

b)
/295 dr = 2° 4+ C (4.70)

)
/cos(a:) dx = sen(z) + C (4.71)

d)
/ e*dr ="+ C (4.72)

Com o Python+SymPy, podemos computar as integrais indefinidas acima
com os seguintes comandos:

1 In : from sympy import =x*
2 In : x = symbols('x"')

3 >>> # a)

4 >>> integrate (1, x)

5 >>>

6 X

7 # b)

8 In : integrate (2*x, x)

9 >>>

10 X *%2

11 # c)

12 In : integrate(cos(x), x)
13 >>>

14 sin(x)

15 # d)

16 In : integrate(exp(x), x)
17 exp (x)

18
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4.2.4 Teorema fundamental do calculo, parte II

Teorema 4.2.3. (Teorema fundamental do célculo, parte II) Se f ¢é continua
em [a,b] e F' é qualquer primitiva de f, entao

/a " b(2) dx = F(b) — Fla). (4.73)

Demonstracio. Vejamos a ideia da demonstracdo. A parte I do Teorema
fundamental do célculo (Teorema 4.2.2), nos garante a existéncia de

Clz) = / ") dt. (4.74)
Seja, entao, F' uma primitiva qualquer de f. Logo
F(b) = F(a) = [G(b) + C] = [G(a) + C] (4.75)
= G(b) — G(a) 4.76
b a
-/ f()dw—/a f(t) dt (4.77)
= [ rtyar (4.78)
O

Exemplo 4.2.6. Vejamos os seguintes casos:

a)

1
/ dv = ! (4.79)
_1 (4.80)
b)
1 2

/ vdr =2 (4.81)

0 0

12 0 1

=5-5=5 (4.82)
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c)

/_ cos(x) dz = sen(x)|? 5 (4.83)

= sen (g) — sen <_72T> (4.84)

=2 (4.85)

Com o Python+SymPy, podemos computar as integrais indefinidas acima

com os seguintes comandos:

1 In : from sympy import

2 >>> x = symbols('x")

3 >>> # a)

4 >>> integrate(l, (x,0,1))
5 1

6 ... # b)

7 In : integrate(x, (x,0,1))
8 1/2

9 .. o¢c)

10 In : integrate(cos(x), (x,-pi/2,pi/2))
11 2

12

Observacgao 4.2.1. (Permutagdo dos limites de integragao.) Do Teorema

fundamental do calculo, parte II, temos

/abf(x)da:: —/baf(x)dx.

(4.86)

Ou seja, o valor da integral definida muda de sinal ao permutarmos seus

limites de integracdo. De fato, se F' é uma primitiva de f, entao

[ #(w)de = F () - Fo
— —[F(a) - F()]

= —/baf(x)das.
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Exemplo 4.2.7. Temos que
1

/ de=all=1-0=1 (4.90)
0

Agora,
0
/ do=a°=0-1=—1. (4.91)
1

/01 dr = — /10 d. (4.92)

Exercicios resolvidos

Conforme esperado, temos

[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 4.2.1. Calcule

e o1
/ 2 — 2 da. (4.93)
1 X

Solugao. Primeiramente, notemos que
2

/:de = % +C, (4.94)
1
/f dr =Inz + C. (4.95)
x
Entao, usando as propriedades de integracao, temos
ve o1 Ve Vel
/ x——dx:/ a:d:L‘—/ —dz (4.96)
1 x 1 1z
227V
= [] — [In x]i/é (4.97)
2
[t
= [ o3| Iny/e —In1] (4.98)
e 1 1
= ———= — 4.
5 5 5 In(e) — 0 (4.99)
e
= —1. 4.100
. (4.100)

Com o Python+SymPy, podemos computar essa integral definida com os
seguintes comandos:
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In : from sympy import

>>> x = symbols('x")

>>> integrate((x - 1/x), (x,1,sqrt(E)))
-1 + E/2

U W N =

¢

ER 4.2.2. Calcule a area entre o grafico de f(z) = sen(z) e as retas y = 0,
r=-m/2ex=m/2.

Solucao. Lembrando que a integral definida estd associada a area sob o
grafico do integrando, temos que a area desejada pode ser calculada por

A=— /0 sen(z) dr + /0’5 sen(z) dx, (4.101)

Wl

pois sen(z) < 0 para z € (—7/2,0) e sen(z) > 0 para « € (0,7/2). Também,
observamos que

/sen(x) dr = —cos(z) + C. (4.102)
Logo, do Teorema fundamental do calculo segue que

0 2

A= —/ sen(z) dx + / sen(x) dz (4.103)
_z 0
2

=—[- cos(x)](lg + [— cos(x)]og (4.104)
=—[-1-0]+[-0—- (-] =2. (4.105)

Com o Python+SymPy, podemos computar essa integral definida com os
seguintes comandos:

1 In : from sympy import =

2 >>> x = symbols('x")

3 >>> A = -integrate(sin(x), (x,-pi/2,0))
A >>> A += integrate(sin(x), (x,0,pi/2))
5 >>> A

6 2
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ER 4.2.3. Encontre a fungiao y = y(x) tal que

dy
< = 4.106
W_s (4.106)
ey(0)=1.

Solugao. Integrando ambos os lados da equagao diferencial em relagao a =,
temos

/dy dr = /:de (4.107)
Y= ? +C (4.108)
(4.109)

Agora, da condigao y(0) = 1, segue

y(0) =1 (4.110)
022 +C0=1 (4.111)
C=1. (4.112)

Concluimos que y = 2?/2 + 1. Com o Python+SymPy, podemos resolver
esta computar essa integral definida com os seguintes comandos:

In : from sympy import *

>>> y = Function('y")

>>> x = symbols('x")

>>> dsolve (Eq(diff(y(x),x), x), y(x), ics={y
(0) :1})
5 Eq(y(x), x**x2/2 + 1)
6

N N

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]
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E.4.2.1. Sejam f e g tais que

0

/02 f(x)de = -2, /4 f(x)de = ;, (4.113)
/0 g(z)dr = 1. (4.114)

)
Calcule

2) [ 7@) =51 gla)da

-1

b) [ 29(a) — 3 f(r)dr

E.4.2.2. Calcule

2
a)/ 2dx
-1
-1
b)/ 1 —xdz
-3

e
C)/—dx
1T

E.4.2.3. Calcule a area entre o grifico de f(x) = 2 — 1 e as retas y = 0,
r=0ex=2.

E.4.2.4. Encontre a fungio y = y(x) tal que
— = cos(z), (4.115)

ey(m)=1.
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4.3 Regras basicas de integracao
[Video] | [Audio] | [Contatar]
Na Secao 4.2, definimos a integral indefinida por
/f(x) dr = F(z) + C, (4.116)

onde F' é uma primitiva de f, i.c. I’ = f, e C' é uma constante indeter-
minada. Na sequéncia, vamos discutir sobre as regras bésicas para o cédlculo
de integrais.

4.3.1 Integral de funcao poténcia

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Com base na derivada de func¢do poténcia®, podemos afirmar que

:L.rJrl
"dr = C —1. 4.117
/x x o +C, r# ( )
De fato, para r # —1, temos
.CE'T+1
F(z) = C 4.118
(@) =+ (1118)
:L,T‘
F'(z) = 1 4.119
() = (r+ 1) (1119)
=zx'. (4.120)
Exemplo 4.3.1. Estudamos os seguintes casos:
a)
72
/a:dx =S +C. (4.121)

/1 do — /x—2 da: (4.122)

xr2

3Consulte Subsecdo 2.3.3 sobre a derivada de funcdo poténcia.
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=—z'4+C (4.123)
1
=—+C. (4.124)
x
Verifique com o Python+SymPy!
Exemplo 4.3.2. Vamos calcular
1
/ 2 da. (4.125)
-1
Da regra da poténcia, temos
3
/x2 dv =5 +C. (4.126)
Logo, do Teorema Fundamental do Célculo, temos
1 230
/ e = (4.127)
-1 31,
13 (_1)3
= — — 4.128
3 3 (4.128)
1 1 2
= -4+ - =-. 4.129
3 * 3 3 ( )

Verifique com o Python+SymPy!

4.3.2 Regra da multiplicagcao por constante
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Seja k uma constante. Entdo, temos a seguinte regra da multiplicacao
por constante

/k;-f(x) dr = k;-/f(x) dz (4.130)

De fato, se F' é uma primitiva de f, entao pela regra da multiplicacao por
constante para derivadas?, temos

(k-F) =k-F (4.131)
=k-f (4.132)

ie. k- F é primitiva de k- f.

4Consulte a Subsecdo 2.5.1 sobre a regra da multiplicacdo por constante para derivadas.
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Exemplo 4.3.3. Estudamos os seguintes casos:
a)
/21’ dx = Q/xda: (4.133)
22
=2 ( + C) (4.134)

= 2% +2C (4.135)
=22+ C (4.136)

Aqui, fizemos um abuso de linguagem ao assumir 2C' = C'. Isso pode ser
feito, pois C' denota uma constante indeterminada e, multiplica-la por
dois continua sendo indeterminada e constante. Vamos fazer este tipo de
simplificacdo de notag@o varias vezes ao longo do texto.

b)
1 1 1
SVade =< /:172 dz (4.137)
1 $%+1
—-—4C 4.138
3141 * ( )
123
=-S5 +C (4.139)
33
2
= gx/ﬁ+c (4.140)
c)
1 1
/ —2?dx = —/ 2* dx (4.141)
0 0
0
- / 2 da (4.142)
1
310
Xz
- 4.143
3, (4.143)
3 13
e r (4.144)
3 3
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= (4.145)

Wl =

Verifique com o Python+SymPy!

4.3.3 Regra da soma ou subtracao

Se f e g sdo fungoes integraveis, entao vale a seguinte regra da soma/sub-
tracao

/[f(x) + g(x)] dx = /f(x) dx + /g(x) dx. (4.146)

De fato, sejam F' uma primitiva de f e G uma primitiva de g. Temos
(F+£G)=F+& (4.147)
=f+y, (4.148)

i.e. F'£ G é primitiva de f £ g.
Exemplo 4.3.4. Estudamos os seguintes casos:

a)

/x+ ldr = /xdx—l— /ld(L‘ (4.149)
z? |
=3 +C+x+Cy (4.150)
22
=5 e+l (4.151)

Aqui, C, Cy e C'= C 4 C5 denotam constantes indeterminadas.

b)
/\/E—xdx:/x%dx—/xdx (4.152)
- ;%3 - I; +C (4.153)

c)
/(2x2 +3z—1)dx = / {2332 + (3z — 1)} dx (4.154)
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:/21,-2 dac+/31:— 1 do (4.155)
:/2x2dx—/3xdx—/dx (4.156)
:2/x2dx+3/xdx—/da: (4.157)
= §x3+ 2:1:2 —z+C (4.158)

Exemplo 4.3.5. Vamos calcular

1
/ 22+ 1dz. (4.159)
0
Temos
/a:2+1dx:/x2dm+/da7 (4.160)
23
=5 tatC (4.161)

Agora, do Teorema Fundamental do Célculo, temos

3 1

1
/x2+1dx:3i+x (4.162)
0 3 0
L (% (4.163)
- ) .
4
. 4.164
: (4.164)

4.3.4 Integral de 27!

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Comecamos lembrando que, para x > 0, temos®

d 1
—Inr=— 4.1
oo ne=— (4.165)

5Consulte Subsecdo 2.4.3 sobre a derivada de funcio logaritmica.
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Agora, pela regra da cadeia®, para x < 0, temos
d 1
1
=— (-1 4.167
— (1) (1167)
_! (4.168)
= .
Ou seja, temos que
d 1
—1 =— 4.169
Tnfe| = (1169)
donde, concluimos que a integral de z~! ¢
1
/ —dr=Inlz|+C (4.170)
x
Exemplo 4.3.6. Vamos calcular
/ zdx. (4.171)
1
Usando o Teorema Fundamental do Calculo, temos
e e 1
/ vV dy = / 2 da (4.172)
1 1 x
= In|z|[{ (4.173)
=Inle| — In|1| (4.174)
=1-0=1. (4.175)

Verifique computando com o Python+SymPy!

4.3.5 Integral da funcao exponencial natural

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Da derivada da funcdo exponencial natural’, temos

/ewdx:ex+0.

SConsulte Secdo 2.7 sobre a regra da cadeia.

"Consule Subsecdo 2.4.2 sobre a derivada da funcdo exponencial.
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Exemplo 4.3.7. Vamos estudar os seguintes casos:

2)

/62” dr = /6269” dx (4.177)
= ¢? /ew dx (4.178)
=e’e" +C (4.179)
=2t O (4.180)
b)
In2 - ol 2
/o e’ dr = e, (4.181)
=2 ¢l (4.182)
=2-1 (4.183)
1 (4.184)

4.3.6 Integrais de fungoes trigonométricas

[Video] | [Audio] | [Contatar]
No que lembramos que®

d
I cos(z) = — sen(x) (4.185)

temos que a integral da funcao seno é

/sen(:v) dx = —cos(z) + C (4.186)

Exemplo 4.3.8. Estudamos os seguintes casos:

a)
/QSen(a:) dx = 2/sen(x)d:1: (4.187)
= —2cos(z)+C (4.188)

8Consulte Secdo 2.6 sobre a derivada de funcoes trigonométricas.
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b)
/_7; sen(x)dr = — COS(IIC)|7_F7T (4.189)
= —cos(m) — [~ cos(—)] (4.190)
——1-— (4.191)

Também, lembramos que

d
e sen(x) = cos(z), (4.192)

donde temos que a integral da funcao cosseno

/cos(x) dx = sen(z) + C (4.193)

Exemplo 4.3.9. Estudamos os seguintes casos:

a)

/;cos(cc) dx = ;/cos(:c) dx (4.194)
= ;sen(x) +C (4.195)
(4.196)
b)
/T; cos(x) dx = sen(z)|" (4.197)
= sen(m) — sen(—m) (4.198)
=0 (4.199)

4.3.7 Tabela de integrais

[Video] | [Audio] | [Contatar]
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/k: f(a)dz =k - /f(x) dz (4.200)
/[f(x) + g(z)] dox = /f(x) dx + /g(x) dx (4.201)
xr—l—l
/a: dw:T+1 , r#-—1 (4.202)
/ % de =Inz+C (4.203)
/ex dr =e*+C (4.204)
/Sen(x) dx = —cos(z) + C (4.205)
/cos(x) dr = sen(z) + C (4.206)

Exercicios resolvidos

[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 4.3.1. Calcule

Solugao.

2
/x—l— x /7—0—2—da:
—/ + 2"y
xz T2
:/:v "2 422" da
3 1
:/widx+2/x§dx

Agora, usando a regra da fungio poténcia (4.117), obtemos

22 + 27 zatl g3t
/ dx:32 ~|—212 +C
Iy
2

N
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2 4
= 59:3 + gx% +C (4.213)
Com o Python+SymPy, podemos computar a solugao deste exercicio
1 >>> from sympy import x*
2 >>> x = symbols('x")
3 >>> integrate ((x**x2+2xx)/(sqrt(x)))
1 2*xx*x*(5/2) /5 + 4xx*%x(3/2)/3
)
0
ER 4.3.2. Calcule . 1
/ = de. (4.214)
1 2%
Solucgao. Das regras basicas de integracao, temos
1 1 1
dr= [ .= 4.21
/izndx 5 :xdx (4.215)
1 71
=— [ -d 4.216
QU/x v ( )
1
= §ln0r)+-C7 (4.217)
=Inyx + C. (4.218)
Entao, do Teorema fundamental do calculo, temos
e 1 e
/1 oo do = Va, (4.219)
=1In(v/e) — In(1) (4.220)
1
= - 4.221
: (1221)

Com o Python+SymPy, computamos a solu¢ao como segue

T W N =

>>> from sympy import x*

>>> x = symbols('x")

>>> integrate (1/(2*x), (x, 1, E))
1/2
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4.3.8 Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.4.3.1. Calcule

a) /d:f;

b) /x_de

c) /\/Edac

d) /\}de
E.4.3.2. Calcule
a) /1+x*2 dx
b) /:1: - idaz

c) /2x3—3x2+1d:p

E.4.3.3. Calcule
a) /QCos(x) dx
b) /1 — sen(x) dx

E.4.3.4. Calcule
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1
a) / 23 dx

-1

2e
b)/ v da
E.4.3.5. Calcule
1
1. / 22— 223 dx

0
2 1

2./x+d$
1 T

E.4.3.6. Calculo

a) /0’5 sen(x) dx

us

b) /05 cos(x) dx

c) /OTr cos(z) — sen(x) dx

4.4 Integracao por substituicao

Seja u = u(x). A regra de integragao por substituigao é

[ fule)' @) de = [ fwdu.

De fato, se

/f(u)du:F(u)+C’,

entdo, da regra da cadeira’, temos

d

——F(u(z)) = F'(u(z))u'(x)

dx

9Consulte a Secdo 2.7 para mais informacées sobre a regra da cadeia.
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= f(u(x))u'(z), (4.225)
ie. F(u(zx)) é primitiva de f(u(x))u/'(z).

Exemplo 4.4.1. Vamos aplicar integracao por substituicao para calcular as
seguintes integrais:

a) /(93 +1)? da.

Escolhemos
u=x+1 (4.226)
donde
du
— =1 4.227
T ( )
du = dx (4.228)

Fazendo a substituicao na integral, obtemos

/(x%—l)%lxz/\uidu

fw)

3

u
-2 icC
3+

Agora, substituindo de volta u = x + 1, concluimos que

1 3
/(a: +1)2de = (”W; e (4.229)
b) / 2v/2x + 1 dz Escolhemos
w=2z+1 (4.230)
e calculamos
fzz =2 (4.231)
du = 2dz (4.232)
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Substituindo na integral, obtemos

/zmdx:/madx
:/\/ﬂdu

:/u%du
2

2
c) /WSGH(?TZ’) dx.
Escolhemos
u=T7rr (4.233)
e calculamos
du = mdx (4.234)
Por substituicao, obtemos
/WSGH(WCE) dr = /Sen(u) du (4.235)
= —cos(u) +C (4.236)
= —cos(mx) + C. (4.237)

Observe que ao escolhermos u = u(z), sua derivada u/(x) também precisa
estar no integrando. Uma excegdo é o caso em que u'(x) = k é constante.
Neste, podemos multiplicar o integrando por k/k e usar a regra da multipli-
cacao por escalar.

Exemplo 4.4.2. Vamos calcular
/(Zx +1)2da. (4.238)

Substituindo
u=2r+1 (4.239)
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temos
du = 2dx (4.240)
Por substituicao, obtemos
2
/(233 +1)2dr = /(23: +1)? Sda (4.241)
1
== /(2.7; +1)2-2de (4.242)
1
=5 /u2 du (4.243)
ud
=5 +C (4.244)
1
= 6(2:]5 +1)° + C. (4.245)

Outra forma equivalente de calcularmos, é observarmos que

du =2dx (4.246)
d
= dv = 7“ (4.247)
Entao, ao fazermos a substituicao u = 2x + 1 na integral original, obtemos
d
/(23; 1) de = /u2 7“ (4.248)
1
== / W du (4.249)
ud
=% +C (4.250)
2z +1)3
= (“’72) +C (4.251)

4.4.1 Integral de funcao exponencial
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Na Subsecao 4.3.5, vimos que
/ e dz=e® +C (4.252)
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Agora, com a regra da substituicdo, temos
/a’” dx = /eln“x dx (4.253)
- / e71na (4.254)
com a > 0 e a# 1. Tomando
u=xlna (4.255)
= du = In(a)dx. (4.256)
Segue que
du
o= [er 2 4.257
/a . “ e ( )
1
= v 4.258
Ina /e “ ( )
eu
= 4.259
Ina * ( )
e 4.260
"~ Ina + (4.260)
e 4.261
~ Ina + (4.261)
a!l'
= C. 4.262
Ina * ( )
Ou seja, concluimos que
a$
/ wdr =2y (4.263)
Ina
Exemplo 4.4.3. Estudamos os seguintes casos:
a)
/zxd - ¥ o (4.264)
T 2 '
b)
/\/27dx - /2% dz (4.265)
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Escolhendo
w = % (4.266)
= du = d; (4.267)
Por substituicao, obtemos
/\/27dx - /25 dz (4.268)
— / gu d2“ (4.269)
- ; / 2 du (4.270)
= ;1?2 +C (4.271)
= 21\/51_2 +C (4.272)
c)
/1 Vot (4.273)
Por substituicao, tomamos
u = r? (4.274)
= du = 2x dx, (4.275)
segue
/x-2”2 dr = /-2"d2“ (4.276)
- ; / 2% du (4.277)
= ;iuz +C (4.278)
_ ;1312 L C (4.279)
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Entao, pelo Teorema Fundamental do Célculo, concluimos que

V2 2 1 9e |2
/1 o2 dn = 5o (4.280)
= 21112 [21}1ﬁ (4.281)
- 21112 20727 — Y] (4.282)
_ 21112 22 — 2] (4.283)
= h112 (4.284)

Verifique computando as integrais com o Python+SymPy!

4.4.2 Integral de fungoes trigonométricas
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Na Secao 4.3.6, vimos que

/sen(x) dx = —cos(z)+C e (4.285)

/cos(x) dx = sen(z) + C. (4.286)

Exemplo 4.4.4. Vamos calcular
/senZ(x) dx. (4.287)

Usando a identidade trigonométrica

1— 2
sen’(x) = CZS<:C), (4.288)
temos
1-— 2
[ sen?(@) e = [ L), (4.250)
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1 1
= i/d:v - i/cos(Qz) dx. (4.290)
Agora, tomando u = 2z, temos du = 2 dx, donde
du
/cos(?x) dx = /cos(u); (4.291)
1
=3 sen(u) + C (4.292)
1
=5 sen(2x) + C. (4.293)
Retornando a 4.290, obtemos
2
/sen2(:r;) dx = % — seni z) +C. (4.294)
Agora, afirmamos que
/tg(x) dr = In|sec(x)| + C. (4.295)
De fato, no que observamos que
/ tg(z) dx = / sen(z) (4.296)
8 ) cos(z) '
escolhemos
u = cos(z) (4.297)
= du = —sen(z) dz. (4.298)
Entao, por substituicao, calculamos
1
/tg(m) dx = — / —du (4.299)
u
=—Inu/+C (4.300)
= —In|cos(z)| + C (4.301)
1
=1 4.302
" cos(x) ( )
= In |sec(x)| + C. (4.303)
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Exemplo 4.4.5. Vamos calcular
/a:tg(xz) dx. (4.304)
Usando a regra de substituicao, escolhemos
u = z* (4.305)
= du = 2z du. (4.306)
Fazendo a substituicao e calculando, obtemos
[wtata?)dr = [ ta(u) dQ“ (4.307)
- ; / te(u) du (4.308)
; In |sec(u)| + C (4.309)
= ;ln | sec(2?)| + C. (4.310)

Com raciocinio analogo ao utilizado na integragao da fungao tangente, obte-

HlOS10

/cotg(a:) dr =1In|sen(x)| + C.

Agora, vamos mostrar que
/sec(:z:) dr =1In|sec(x) + tg(x)| + C.

Observamos que

/Sec(x) dx = /Sec(x) de

(z) + tg()
sec? —|— sec(x) tg(x)
B / sec(x) + tg(z) d

Entao, escolhendo

u = sec(z) + tg(z) = du = sec(x) tg(x) + sec?(z),

10Veja o Exercicio 4.4.15.
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temos, por substituicao, que

[ sec®(x) 4 sec(z) tg(z)

/sec(az) dr = / sec(z) T t2(2) dx (4.316)
= idu (4.317)
=1Inul+C (4.318)
= In |sec(x) + tg(z)| + C. (4.319)

Exemplo 4.4.6. Vamos calcular

/sec (Z) du. (4.320)

Fazendo a substituicao
v = g = dv = dzu, (4.321)

segue

/sec (Z) du = /sec(v) -2dv (4.322)
= 2/sec(v) dv (4.323)
= 21In|sec(v) +tg(v)| + C (4.324)
= 21In |sec (Z) +tg <Z>’ +C. (4.325)

Com raciocinio andlogo ao utilizado na integracao da funcao secante, obte-

IIlOS11

/Cossec(x) dr = —In | cossec(z) + cotg(z)| + C. (4.326)

4.4.3 Integrais definidas
[Video] | [Audio] | [Contatar]

A regra de substituicao para integrais definidas é

u(b)

’ "(x)dx = d 4.327
[, Fw@yi@yde= [ ) du (4.827)

Veja o Exercicio 4.4.17.
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Exemplo 4.4.7. Vamos calcular
1
/ =2 d. (4.328)
0
Por substituicao, escolhemos
u=—2r = du = —2dx. (4.329)
Logo,
uw(l) g
/ 0'e 2" do = / el (4.330)
u(0) —2
1 -2
- _7/ et du (4.331)
2 Jo
1, e
= e Io” (4.332)
1
=3 (e72—¢") (4.333)
1 e2
=—-—-—. 4.334
5" 5 (4.334)

Alternativamente, podemos calcular a integral indefinida primeiramente e,
entao, usar o Teorema Fundamental do Céalculo com a primitiva obtida. Ou

seja, temos

/B_Qxdx = /e“du
-2
1
= —f/e“ du
2

1
— St 4
¢ T

I
=——e "4+ C.
26 +

Entao, do Teorema Fundamental do Célculo, temos

como esperado.
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4.4.4 Tabela de integrais

[Video] | [Audio] | [Contatar]

/ ko flu)du=k- / F(u) du (4.342)
/ [f(w) + g(w)] du = / Flu) du + / g(u) da (4.343)
/u" du = :f: +C, r#£-1 (4.344)
/ % du=Tnu+C (4.345)
/ ¢ du = e+ C (4.346)
/ o dz = % e (4.347)

sen(u) du = — cos(u) + C (4.348)

cos(u) dz = sen(u) + C (4.349)

cotg(u) dx = In|sen(u)| + C (4.351)
sec(u) dr = In|sec(u) + tg(u)| + C (4.352)

cossec(u) dr = — In | cossec(u) + cotg(u)| + C (4.353)

/
/
/tg(u) dr = 1In|sec(u)| + C (4.350)
/
/
/

Exercicios resolvidos
[Video] | [Audio] | [Contatar]
ER 4.4.1. Calcule 7

Solugao. Usamos a regra de integracao por substituicao
/ Flu(e))d (z) de = / f(u) du. (4.355)
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Escolhemos
u=x—1, (4.356)
e calculamos
du
b 4.
o (4.357)
= du = dz. (4.358)
Entao, da féormula, obtemos
7 7
L de= / L 4.
/ o= e (4.359)
—7 / u? du (4.360)
u—2+1
= 4.361
7—2 +1 (4.361)
7
= —— (4.362)
- +C (4.363)
I ' .
O
ER 4.4.2. Calcule .
e
. 4.364
/ e (4.364)
Solucgao. Fazendo a substituicao
u=-e"—1 (4.365)
= du = e" dz, (4.366)
temos
/ < 4 /1d (4.367)
r= [ —du .
er —1 U
=Inu|+C (4.368)
=Inle” — 1|+ C. (4.369)
O
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ER 4.4.3. Calcule )
/ V1= 2 da. (4.370)
0

Solugao. Vejamos as seguintes formas de calcular esta integral definida.

e Solucgao 1: aplicando a regra de substituicdo em integrais definidas.
b u(b)
/ Flu(@)) (z) da = / fw) du. (4.371)

u(a)

Escolhendo, u = 1 — 22, temos du = —2z dx. Dai, segue

1 u(1) d
/ V1 —a?de = / oy (4.372)
0 u

(0) —2x
1 /0
- —5/ ut du (4.373)
1
1 yzt
= (4.374)
23+1)
1 0
= —g u3 uel (4375)
1
=3 (4.376)

e Solugao 2: calculando uma primitiva em fungao de x. Para obtermos
uma primitiva em funcao de x, calculamos a integral indefinida

/ V1= 2 da. (4.377)

Como anteriormente, usamos a regra de substitui¢do. Escolhendo u =

1 — 22, temos du = —2x dx e, portanto
d
/x\/ 1—a22de = /x\/ﬂ—g (4.378)
—2x
1 1
- —§/u2 du (4.379)
1 u%—i—l
2
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_ _;\/g (4.381)
_ _; (1—22)3+C. (4.382)

Entao, do teorema fundamental do calculo, temos

1 1

! 1
/ oVT=2de = =3 [l -] == (4.383)
0

0

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.4.4.1. Calcule
/2(2x +1)2de (4.384)

a) por integracao direta.

b) por substituigao.

E.4.4.2. Use o método da substituicao para calcular as seguintes integrais:

a) /2(2$+ 1) dx
b) /\/ﬁdm‘
c) /2x(m2 —2)dx

d) /(2m2 +4z — 3z + 1) dx

E.4.4.3. Calcule

1
a)/ dx
r+1
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b) /3x1—2d$

1
) / 6x + d

T + 322

E.4.4.4. Calcule
a) /363‘70 dx

b) /e2$_1dx

c) /xer dx
E.4.4.5. Calcule
a) /2$ dx

b) /x —3"dx

c) /%dz

E.4.4.6. Calcule
0 7 i
/_1 (x—1)2 .

E.4.4.7. Calcule s
/ e dux.
0

E.4.4.8. Calcule

e—1
/ _r dz.
0 241
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E.4.4.9. Calcule
a) /sen(x) cos(x) dx
b) /sen(Qx) dx
E.4.4.10. Calcule
/COSQ(ZB) dzx. (4.388)
E.4.4.11. Calcule .
/ ! cos(2z) . (4.389)
0
E.4.4.12. Calcule "
/ sec?(z)e'®®@ dz. (4.390)
0
E.4.4.13. Calcule
/SeCQ(QS) tg(z) dx (4.391)
E.4.4.14. Calcule e
/ LG (4.392)
x
E.4.4.15. Use a regra da substituicao para mostrar que
/cotg(x) dx =1In|sen(z)| + C. (4.393)
E.4.4.16. Calcule
/COSQ<£L'> dx. (4.394)
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E.4.4.17. Use o método da substituicao para mostrar que

/cossec(x) dr = —In | cossec(z) + cotg(z)| + C. (4.395)

E.4.4.18. Calcule

x
_ 4.
[ a3

Dica: Complete o quadrado no denominador e entdo faca a substituicao
adequada.

4.5 Integracao por partes
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Sejam u = u(z) e v = v(x) fungdes diferenciaveis, entdo da regra do produto
para derivadas temos

d du dv

il == —. 4.

o (uv) e + U (4.397)
Integrando em ambos os lados, obtemos

d(uv) du dv
/ T dx = /%vdx—k/u%dx, (4.398)

donde

uv = /Udu+/udv. (4.399)

Dai, segue a féormula de integracao por partes

/udv = uv — /vdu. (4.400)

Exemplo 4.5.1. Vamos calcular
/ ve® dz. (4.401)

usando integracao por partes. Escolhemos

u=ux (4.402)
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du
— =1 4.403
du = dx (4.404)
e
dv = e* dx (4.405)
/ dv = / ¢ dz (4.406)
v=c¢e". (4.407)

Observamos que no calculo de v, desprezamos a constante indeterminada.
Entao, da férmula de integracao por partes, temos

/me"C dr = /udv (4.408)
4.409

(4.409)
= re” — /ewdx (4.410)
(4.411)

Verifique computando esta integral com Python+SymPy!

Em alguns casos, é possivel fazer mais de uma escolha na aplicagao da inte-
gragao por partes.

4.5.1 A integral do logaritmo natural

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Vamos calcular

/lnxdm. (4.412)

Usando integracao por partes, escolhemos
u=lInzx (4.413)
du = idm (4.414)
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e
dv = dx (4.415)
v = /dw — (4.416)
Pela férmula de integragao por partes, segue que
/lnxdx — /udv (4.417)
= ww — /v du (4.418)
— zIn(z) — / x; dz (4.419)
= xln(z) — /dx (4.420)
=zIn(x) —z+ C. (4.421)
Ou seja, concluimos que
/lnxdx =zln(z) —z+C. (4.422)
Exemplo 4.5.2. Calculamos as seguintes integrais:
a) /16 In(z) dx
/ “In(z) de = z1n(z) — z|° (4.423)
1 =eln(e) —e—[1-In(1) — 1] (4.424)
=eln(e) —e+1 (4.425)
b) /ln(Q:U) dx
Usando o método da substituicao'?, escolhemos
u=2x (4.426)

12Consulte a Secdo 4.4 para mais informacoes sobre integracio por substituicao.
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= du = 2dx. (4.427)

Fazendo a substituicao e calculando, temos

/ In(2z) dz = / 1n(u>d2“ (4.428)

1
=3 /ln(u) du (4.429)
_uln(u)  wu
55t C (4.430)
=zIn(2z) —z+ C. (4.431)

Verifique as solugées com o Python+SymPy!

4.5.2 Integral definida
[Video] | [Audio] | [Contatar]

Sejam u = u(z) e v = v(x) fungoes diferencidveis em x. Segue que du =
uw(x)dr e dv =v'(z) dzx. Segue que a féormula de integracao por partes para
integrais definidas é

b , b
/ wdv = wv|,_, —/ v du. (4.432)

Exemplo 4.5.3. Vamos calcular

2
/ xe “dx. (4.433)
0

Para aplicar integracao por partes, escolhemos

u=2x (4.434)
du = dx (4.435)
e
dv=e"dx (4.436)
v=—e" (4.437)
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Segue da férmula de integracao por partes para integrais definidas que
2 ) 2
/ re "dr = uwv|,_, — / e “dx (4.438)
0 =0
2 2
= —xe ” . +/ e “dx (4.439)
0
_ 9,2 T 2
= 27+ [—e"] (4.440)
=3¢ +1. (4.441)

Verifique computando com o Python+SymPy!

4.5.3 Tabela de integrais

[Video] | [Audio] | [Contatar]

/k-f(u)du:k-/f(u)du
J 1w = g(w] du= [ fwdut [ g(wdu
/Mﬂuzfri+a P41

1
/fdu:ln|u\+0
U

/e“du:e“+C

/a“ du=-——+C

Ina
/lnudu =uln(u) —u+C
/sen(u) du = —cos(u) + C
/cos(u) du = sen(u) + C
/tg(u) du = In|sec(u)| + C

/cotg(u) du = In|sen(u)| + C
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/sec(u) du = In|sec(u) + tg(u)| + C (4.453)
/cossec(u) du = —In | cossec(u) + cotg(u)| + C (4.454)

Exercicios resolvidos

[Video] | [Audio] | [Contatar]

ER 4.5.1. Calcule
/xln:vdx.

Solugao. Usamos a férmula de integracao por partes

/udv :uv—/vdu.

Para tanto, escolhemos

u=Inz
1

du = —dx
T

e

dv = xdx
72

V= —
2

Segue que

/:clnxdx:/udv
—uv—/vdu

:xlnx—/xldx
2

2
2 1
:x—lnx—f/xdx
2 2
x2 122
= —lnz—~-—+C
2 nx 579 +
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2 2
— % Ina — “% +C. (4.466)

Com o Python+SymPy, computamos este integral com os seguintes coman-
dos:

>>> from sympy import x*

1
2 >>> x = symbols('x")
3 >>> integrate (x*log(x))
4 x**2%xlog(x) /2 - x*%x2/4
5
O
ER 4.5.2. Calcule )
/ ze® du. (4.467)
-1
Solugao. Primeiramente, vamos calcular
/me‘z dx (4.468)
Por integragao por partes, escolhemos
u=x (4.469)
du = dx (4.470)
e
dv = e" dx (4.471)
v=e" (4.472)
Segue que
/Jcem dxr = uv — /vdu (4.473)
= zre” — /ex dx (4.474)
=ze® — e+ C (4.475)
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Entao, aplicamos o Teorema Fundamental do Calculo como segue

1
/_1 ze® dr = xe® — e, (4.476)
=1-e' —¢! (4.477)
(1t e (4.478)
2
=2 (4.479)

Com o Python+sympy, computamos

>>> from sympy import x*

>>> x = symbols('x")

>>> integrate (x*exp(x), (x, -1, 1))
2xexp (-1)

I

O
ER 4.5.3. Calcule
/e’” sen(z) d. (4.480)
Solugao. Por integragao por partes, escolhemos
u=-e" (4.481)
du = e® dx (4.482)
e
dv = sen(x) dz (4.483)
v = —cos(x) (4.484)
Entao, segue que
/ex sen(z) dr = uv — /vdu (4.485)
= —e” cos(x) + /ex cos(x) dx (4.486)
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Por sua vez, integramos por partes esta ultima, escolhendo

u=-e" (4.487)
du = e"dx (4.488)
e
dv = cos(z) dx (4.489)
v = sen(z) (4.490)
Com isso, temos
/em cos(x) dr = uv — /v du (4.491)
— ¢ sen(z) — / e? sen(z) dr (4.492)
Entéao, voltamos a (4.485) e obtemos
/e” sen(z) dv = —e” cos(x) + €” sen(x) — /e“E sen(z) dz (4.493)
2 / e”sen(x) dr = —e” cos(x) + €” sen(x) (4.494)
/ex sen(x) dr = ;ex sen(x) — ;ex cos(z) + C (4.495)

Com o Python+SymPy, computamos esta integral com os seguintes cddigos

1 >>> from sympy import x*
2 >>> x = symbols('x")
3 >>> integrate (exp(x)*sin(x))
4 exp(x)*sin(x)/2 - exp(x)*cos(x)/2
5)
O
Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

E.4.5.1. Calcule
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a) /xehdx
b) /(ZE — 1)e"dx
c) /1321I1(:L‘) dx
E.4.5.2. Calcule
1
a) / re** dx
0
In2
b) / (x4 1)e® do
0

c) /xQ In(x) dx

E.4.5.3. Calcule
/ log, () dz. (4.496)

E.4.5.4. Calcule
1
/ 22 dz. (4.497)
-1

E.4.5.5. Calcule

a) /xsen(:v) dx
b) /xcos(x) dx
E.4.5.6. Calcule
a) /IBQQI dx
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b) /x2 sen(x) dz

E.4.5.7. Calcule

/e‘” cos(x) dx. (4.498)
E.4.5.8. Calcule
a) /5 xsen(z) dx
0
0
b) / x cos(x) dz
c) /e 2* In(z) dr
1
E.4.5.9. Calcule
/sec3(a7) dx (4.499)

4.6 Integracao por substituicao trigonométrica

Em muitos casos, integrais em x envolvendo

Va2 — a2, (4.500)
Va?+ a?, (4.501)
va?—a? (4.502)

com a > 0, podem ser calculadas por meio de substitui¢cdes envolvendo fun-
¢oOes trigonométricas.

Integrais envolvendo Va2 — x2

No caso de integrais em x envolvendo

a? — x? (4.503)
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com a > 0, podemos fazer a substituicao trigonométrica
r = asinf (4.504)

com —7/2 < 0 < /2. Com isso'?,

Va? — 22 = va? — a?sen2d (4.505)
= Va?cos? 0 (4.506)
= al cos 0| (4.507)
= |a| cos @ (4.508)

uma vez que cosf > 0 para todo 6§ € [—7/2,7/2]. Com isso, eliminamos o
termo radical, passando a uma integral envolvendo a funcao trigonométrica.

Exemplo 4.6.1. Vamos calcular

1
/ it (4.509)

a) Por substituigao trigonométrica. Fazemos a substituigao trigonométrica

m m
=sinf, —— <6< - 4.51
r =sinb, 5 S0=3, (4.510)

= (4.511)
dx = cos(f) df (4.512)

Substituindo na integral, obtemos

1 1
/\/1_7x2 dr = /\/m cos(0) d (4.513)
cos(f)
cos(@)] (4.514)
- / do (4.515)
=0+C (4.516)
= arcsen(z) + C (4.517)

BLembremos da identidade trigonométrica fundamental sen? 8 + cos? 6 = 1.
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b) Por integracao direta. No estudo de derivadas de fungoes trigonométricas
inversas, vemos que

d 1
- are sen(z) = Wi (4.518)

Logo, pela defini¢ao de integral indeterminada, temos

1
/ ﬁ dx = arc Sen(fﬁ) + O (4519)
como esperado.

Com Python+SymPy, podemos computar esta integral como os seguintes
comandos:

1 In : from sympy import

2 >>> x = symbols('x")

3 >>> integrate (1/sqrt (1-x**2) ,x)
4 asin(x)

5

Integrais envolvendo Va2 + x2

No caso de integrais em x envolvendo
Vva? + x? (4.520)

com a > 0, podemos fazer a substituicao trigonométrica

z = atg(h), —g <0< g (4.521)
Com isso'4,
Va?+a? = \/a® + a® tg*(0) (4.522)
= \/a?sec?(0) (4.523)
= |a|| sec(6)] (4.524)
= |a| sec(0), (4.525)

observando que sec(f) > 0 para 6 € (—7/2,7/2).

Lembremos a identidade trigonométrica 1 + tg?(z) = sec?(x).
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Exemplo 4.6.2. Calcule

/ VA+ 22 de (4.526)

Fazemos a substituicao trigonométrica

r=2tg(h), ——-< gg (4.527)

0
(6) o (4.528)

o N )

= dx = 2sec

Substituindo na integral, temos
/ Vit 2ds = / A+ 4tg2(0) 2sec2(6) df (4.529)
- / 4sec®(0) do (4.530)

Para calcular esta tltima integral, podemos usar integracio por partes'®,
donde obtemos

/ VA + 22 dx = 2sec() tg(h) + 21n | sec(d) + tg(8)| + C (4.531)
= xsec (arc tg <;)> (4.532)

+ 21In [sec <arc tg <§)> + g’ +C (4.533)

Integrais envolvendo vz2 — a2

No caso de integrais em x envolvendo
Va? 4 a? (4.534)

com a > 0, podemos fazer a substituicao trigonométrica
xr = asec(h), (4.535)

assumindo 0 < # < 7/2, no caso de x > a, e /2 < § < 7, quando = < —a.

Exemplo 4.6.3. Vamos calcular

/ VaZ —ddx (4.536)

15Consulte o Exercicio 4.5.9.
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para x > 2. Fazemos a substituicao trigonométrica

x=2sec(f), 0<6< (4.537)
dr = 2sec(f) tg(0) (4.538)

Substituindo na integral, temos!®

/\/[E2 —4dx = /\/4se<32(9) — 42sec(0) tg(0) db (4.539)

—4 / sec(d) tg2(6) df (4.540)

= 4/se03(«9) df — 4/560(0) do (4.541)
= 2sec(f) tg(f) + 21n | sec(d) + tg(0)| (4.542)
— 41n |sec(f) + tg(0)] (4.543)
=zrtg (arc tg <323)> (4.544)
—2In|= + tg (arc tg (;))‘ +C (4.545)
Exercicios resolvidos
ER 4.6.1. Calcule
M dr 4.546
N (4.546)
Solugao. Fazemos a substituicao trigonométrica
x = Hsen(), g <0< g (4.547)
dx = 5cos(0) do (4.548)
Substituindo na integral, temos
3v2 3V2 5 cos(0)
do 4.549
3 25—$2 / 2 25sen?(0)4/25 — sen?(0 ( )
v (

16Vamos usar a identidade trigonométrica sec?(z) — 1 = tg?(x).
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Observamos que

0 = arcsen <x) (4.550)
1
r = Z = 0 = arcsen <2> (4.551)
2
ﬂje_amse <f> T (4.552)
2 4
Segue que
503 z 5 cos(6)

do 4.
[ am=a-  Boen(0) - 5eon(0) -
= / cossec? (4.554)

_ L T 4.
5 Cotg (9) x (4.555)

1 T 1 T
=3 cotg <4> + 2% cotg <6> (4.556)
\/3 1

Vo 1 4.
925 25 ( 557)
O

ER 4.6.2. Calcule
x2—4

[YE=ty, (4.558)

para x < —2.
Solucgao. Fazemos a substituicao trigonométrica

x = 2sec(6), <0 < mdx = 2sec(0) tg(0) (4.559)

b 3

Substituindo na integral, obtemos

/ Ve / /4 = dseci(6 2sec te(6) d (4.560)

2 sec

:/2|tg |tg (4.561)
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- —2/th (9) do (4.562)
— 9 / sec? ) do (4.563)
— _2tg(6) + 20+ (J (4.564)

Como z = 2sec(f), temos 0 = arcsec(z/2) e

tg(0) = a;22— A (4.565)

Concluimos que

/72
Ix dx = 2arcsen ( ) Va2 —4+4+C (4.566)

O
Exercicios
E.4.6.1. Calcule 1
_— 4.567
/ V4 — 2% dx ( )
a) Pelo método de substituigao.
b) Pelo método de substitui¢ao trigonométrica.
E.4.6.2. Calcule
B g (4.568)
24 — 12 '
E.4.6.3. Calcule
/ V25 + 22 do (4.569)
E.4.6.4. Calcule
/ \/—7932 (4.570)
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E.4.6.5. Calcule
22 -9
/ VT (4.571)

para x > 3.

4.7 Integracao por fracoes parciais
[Video] | [Audio] | [Contatar]

O método de integragao por fragdes parciais aplica-se a integrais de fungoes
racionais

/ ek (4.572)

onde, p e ¢ sdo fungodes polinomiais. A ideia é usar a chamada decomposicao
por fatores parciais: toda fungdo racional prépria!” p/q pode ser reescrita
da seguinte forma

PO _ )+ fole) - + fule), (4.573)
q(x)
onde fi, fo, ..., fn s@o chamadas de fragGes parciais e tém a forma
A
(ar+ b (4.574)
ou
Av+b (4.575)

(az? + bz + )™

sendo seus denominadores os fatores de q.

4.7.1 Raizes reais distintas

Quando o polinémio denominador tem todas suas raizes reais e distintas, a
decomposicao por fragdes parciais tem a forma

A A,
o) AL A
q(x)  ax+b anx + by,

(4.576)

onde, n é o grau do denominador.

1"Uma funcdo racional p/q é prépria, quando o grau de p é menor que o grau do deno-
minador.
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Exemplo 4.7.1. Vamos calcular

20 — 4

R S 4
222 —52+3°" (4.577)

Para fazermos a decomposicao por fragdes parciais, comegamos calculando
as raizes do denominador.

20 =5 +3=0 (4.578)
5 3
2
T 4.
2" =5 + 5 0 (4.579)
54 /25 4.3
T12 = 2 42 2 (4.580)
3
T = 1, Ty = 5 (4581)

Com isso, decompomos o denominador como segue

202 —b5r +3=2(z — 1) (x - ;) (4.582)
= (z - 1)(22 — 3) (4.583)

Com o Python+SymPy, podemos computar a fatoracao do polinémio acima
como segue:

In : from sympy import *

>>> x = symbols('x")

>>> factor (2*xx**2 - B*xx + 3)
(x - 1)*(2*%x - 3)

T = W N =

Uma vez fatorado o denominador, a decomposi¢ao por fragoes parciais con-
sistem em calcular os parametros A e B tais que

20 —4 A B

27 —b5r+3 w—1 20-3 (4.584)
AQr—-3)+ Bz —1)
T (- 1)(2z-3) (4.585)
_ (2A+ B)z+(-34-B))
- (.%‘ — 1)<2x — 3) (4.586)
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Entao, por comparagao direta, obtemos o seguinte sistema linear de duas
equagoes e duas incognitas

2A+B=2-3A—-B=-4 (4.587)
Resolvendo-o, encontramos A =2 e B = —2.

Com o Python+SymPy, podemos computar a solugdo deste sistema como
segue:

In : from sympy import

>>> A,B = symbols('A,B')

>>> solve ([Eq(2%xA + B, 2),
>>> Eq(-3%A - B, -4)1])
{A: 2, B: -2}

Y O = W N =

Em fim, obtemos a decomposi¢ao por fracdes parciais

20 — 4 2 2

= - ) 4.588
2902 —b5xr+3 x—1 2x-—3 ( )

Com o Python+SymPy, podemos computar a decomposigao por fracoes par-
ciais diretamente com o método apart. Neste caso aqui, temos:

In : from sympy import

>>> x = symbols('x")

>>> apart ((2xx-4) /(2*x**x2 - b*x + 3))
-2/(2%x - 3) + 2/(x - 1)

U W N =

Uma vez, calculada a decomposi¢ao, temos que a integral que queremos cal-
cular pode ser reescrita da seguinte forma

20 — 4 2 2
L :/ d —/ d 4.589
922 — 5043 z—1 20 —3 " ( )

As integrais do lado esquerdo podem ser computadas pelo método da subs-
tituicao, obtendo-se

20 — 4
/de:21n\x—1|—1n|2x—3|+c (4.590)
xre — o
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4.7.2 Raizes reais multiplas

No caso em que o denominador com raizes reais miltiplas, a decomposicao
por fragoes parciais tem a forma

p(z) . Ay Ay Apm

= e 4.591
(ax +b)™  (ax +b) * (ax + b)? L (ax + b)™ ( )
Exemplo 4.7.2. Vamos calcular
2—x
—d 4.592
/ 2221 (4.592)

O denominador tem raiz real dupla z;5 = 1, podendo ser fatorado como
segue

-2 +1=(z—1)> (4.593)
Entao, a decomposicao do integrando por fracoes parciais tem a forma
2—x Al A2
= 4.594
22 —2x+1 x—1+(x—1)2 ( )
Al(ZL‘ — 1) + A2
= 4.595
(x —1)2 ( )
Alﬂf + (—Al + Ag)
= 4.596
Por comparacao direta, encontramos o seguinte sistema de equagoes lineares
Ail=—-1—-A1+A,=2 (4.597)
Donde, obtemos os pardmetros A; = —1 e Ay = 1. Com isso, a integral pode
ser reescrita da seguinte forma
2—x 1 1
—d :—/7d /7d 4.598
/x2—2x+1 v x—1 v (x —1)2 v ( )

Estas tltimas podem ser calculadas pelo método de substitui¢cao, donde con-
cluimos que

2—x 1
— dr=-1 —1|-—4+C 4.599
/x2—2$+1 v nlz | x—1+ ( )

Com o Python+SymPy, podemos computar esta integral diretamente com
os seguintes comandos:
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In : from sympy import

>>> x = symbols('x")

>>> integrate ((2-x)/(x**2 - 2xx + 1))
-log(x - 1) - 1/(x - 1)

T = W N~

4.7.3 Raizes complexas

Quando o polinémio denominador tem raizes complexas, a decomposi¢ao por
fragdes parciais tem a forma

p(x) A1I + Bl Aml’ + Bm
_ . 4.600
(ax?4+bxr+c)™ ax®+br+c T (ax? + bx + c)™ ( )

Exemplo 4.7.3. Vamos calcular
1
/ v ey e (4.601)
As raizes do denominador sao z; =1 e 53 = 1 £¢. Desta forma, fazemos a
decomposi¢ao por fragdes parciais do integrando como segue
1 A Asx + Bs
3 —324+4r—2 x—1 a2—2x+2
_ Ay (2% — 23:;— 2) + (Agz + By)(x — 1)) (4.603)
x3 —3x? +4x — 2
(A + Ap)a? + (=24, — Ay + By)z + (2A; — By)
x3 —3x2 +4x —2

(4.602)

(4.604)
Por comparacao direta, temos
A +A4,=0 (4.605)
—2A1 — A+ By =0 (4.606)
2A1 — By =1 (4.607)
donde A; =1, Ay, = —1 e By = 1. Com isso, calculamos a integral como

segue

—x+1
d /7d 4.608
T 2 —2x +2 & ( )

/ 1 d{ﬂ_/ 1

3 —3x2+4dx -2 " ) (z—-1)
1

:ln|x—1|—§ln\x2—2x+2|+0 (4.609)
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Exercicios resolvidos

ER 4.7.1. Calcule

r+1
/ Sy v L (4.610)

Solugao. Vamos calcular fazendo a decomposicao por fracdes parciais. Co-
megamos observando que x = 1 é raiz do denominador, donde calculamos a
fatoracao

22° 4+ 22° — 20 — 2 =2(x — 1)(z + 1)°. (4.611)
Com isso, vemos que o denominador tem raizes z; = 1 e x93 = —1. Entao,
a decomposicao por fragdes parciais do integrando tem a forma
z+1 Al AQ A3

= 4.612
203 + 222 — 20 — 2 2$—Q+$+1+(£L‘—|—1)2 ( )

A2 427 + Ay (22 — 2)(x 4+ 1) + As(22 — 2)
B (22 — 2)(x + 1)2

(4.613)
_ Ay(4a® 4+ 8z +4) 4+ Ay(22° — 2) + Az(2x — 2)
(2x — 2)(z + 1)?

(4.614)
Por comparagao direta, temos
4A,4+2A,=0 (4.615)
8A; +2A3=1 (4.616)
4A; —2A, —2A3 =1 (4.617)

Resolvendo, obtemos A; = 1/8, Ay = —1/4 e A3 = 0. Por fim, calculamos a
integral como segue

x+1 1 —1
d :/ 54 / 1q 4618
/2x3+2x2—2x—2 v TSR e (4.618)
1

1
zzln]z—1|—zln|$+1\+0 (4.619)

O

ER 4.7.2. Calcule a area entre as curvas y = 5/(z(2? +4)), y =0,z =1e
T =2.
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Solucao. A area pode ser calculada pela integral definida

2 5
———dx. 4.620
/1 x(x? +4) ‘ ( )
Vamos calcula-la pelo método da decomposicao por fragoes parciais
5 A A B
_0 A A+ by (4.621)
z(z?—4) z  (xxx2+4+4
z(x? +4)
Por comparacao direta, obtemos o seguinte sistema de equacoes lineares
A1+ A, =0 (4.623)
By =0 (4.624)
4A, =5 (4.625)
Donde, temos os parametros A; = %, Ag = —% e By = 0. Com isso, calcula-
mos a integral como segue
LI R L PR s L 4.626
/156(332—4) x_/1;$+/1 24 (4.626)
) 2 5 2 2
= el — 7 [l + 4[] (4.627)
— S ln(2) — 2 n(8) + 2 () (4.628)
4 4 4 '
5
=1 In(2) (4.629)
O
Exercicios
E.4.7.1. Calcule 1
E.4.7.2. Calcule 49
x
d 4.631
/2x3—5x2+2m * ( )

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

4.8. INTEGRAIS IMPROPRIAS 268

E.4.7.3. Calcule

20 —
/ S S (4.632)

-2 —z+1

E.4.7.4. Calcule

T+ 2
d 4.633
/x3+x v ( )

E.4.7.5. Calcule
1

1
/0 203 +Ta2 —Tx +2

da (4.634)

4.8 Integrais Improéprias
[Video] | [Audio] | [Contatar]
A integral
/ " b(2) da (4.635)

é chamada de integral imprépria quando a,b — 400 ou f tem uma descon-
tinuidade infinita no intervalo [a,b]. Quando a integral existe, dizemos que
ela é convergente.

Exemplo 4.8.1. Estudemos os seguintes casos:

oo .
a) / — dx Euma integral impropria, pois o intervalo de integragao [—2,00)
—2

¢ infinito.

1 .
b) / e” dx E uma integral imprépria, pois o intervalo de integracao (—oo, 1]
—00

é infinito.

L | ,
c) / 1 dr E uma integral imprépria, pois o integrando 1/(z + 1) tem
-1
uma assintota vertical no extremo esquerdo do intervalo de integracao.
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2 -1
por partes no intervalo [0, 2].

2x—1
d) / ——— dz Nao é uma integral improépria, pois o integrando ¢é continuo
0

2 r—1 .
e) /_ L2 1 dr E uma integral impropria, pois o integrando tem uma des-
continuidade infinita em z = —1.

4.8.1 Limites de integracao infinitos

No caso de integrais improprias da forma

/ ~ fz) do (4.636)
calculamos ,
/ " f@)de=Jim [ f()de. (4.637)

Exemplo 4.8.2. Vamos calcular

o ]
/1 s da (4.638)
Temos
L —im [ L (4.639
fote=tim [ e 639)
- 1 b
= lim —} (4.640)
b—oo | X1
0
=1l %/ ! 4.641
ST 61
=1 (4.642)
Analogamente, calculamos
b b
/ f(x)dz = lim / f(x) da. (4.643)
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Exemplo 4.8.3. Vamos calcular
2
/ e? dz (4.644)
Temos
2 2
/ e’ dr = E{n e dx (4.645)
_ : 12
= agrfloo[e | (4.646)
0
= lim_e? — ¢ (4.647)
=¢? (4.648)
No caso de integrais improprias da forma
/ f(z) de (4.649)
escolhemos um ¢ qualquer e calculamos
/ Fla)do = / f(x) do + / (@) do (4.650)

—00 —

Dizemos que a integral é divergente no caso de ao menos uma das integrais

a direita ser divergente.

Exemplo 4.8.4. Vamos calcular

/00 2dx
—00 1 + 493'2
Escolhendo ¢ = 0, temos

/00 2dx B /0 2dxz n /00 2dx
oo 14+ 422 oo 1+ 422 o 14 422
) 0 2dx . b
= lim

a——o00 Jg 14 422 er& 0o 1+ 4x2
IERT 0 : b
= akr_noo[arc tg(22)], + bli}rgo[arc tg(2x)]]

2dz

™

= lim [arctg(0) — arctefa)]’

a——
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+ lim larctetb]— arctg(0)]] (4.656)
—00
e T T

_r, r_ 4.
1t1=3 (4.657)

4.8.2 Integrandos com descontinuidade infinita

No caso de integrais improéprias em que o integrando tem descontinuidade
infinita no limite de integracao inferior, calculamos

b b
/ f(x) dz = lim / (@), d. (4.658)
a c—a C
Se a descontinuidade for no limite superior, entao calculamos
b c
/ f()de = Tim [ f(2),dr. (4.659)
a c—=0" Ja

Exemplo 4.8.5. Vamos calcular

2 2z -2
—d 4.660
/1 (x —1)2 ‘ ( )
Temos

2 dx 2 dx
M= lim [ 2 4.661
/1 (x—1)2 ety (x—1)2 (4.661)

2

i [ (4.662)

c—1t r=cC u2

onde, usamos a substituicdo u = x — 1 e du = dx. Segue que,

/2 e~ lim [ 2 (4.663)
1 (.’L’ — 1)2 e c—l>r{17L Y r=c ’
1 2
ml
= lm l—1 + J:/J“ (4.665)
o (4.666)
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No caso do integrando ter descontinuidade infinita em um ponto interno do

limite de integracao, calculamos

b c b
/ flo)dz = / o) da + / flo)da, (4.667)
onde, = ¢ é o ponto de descontinuidade de f.
Exemplo 4.8.6. Vamos calcular
3 dx
4.668
/0 T —2 ( )
Fazemos
3 dx 2 dx 3 dx
= 4.
/ox—2 /ox—2+/z T —2 (4.669)
) ¢ dx ) 3 dx
—Cl_1g£ 0 ZL‘—2+01—1>I§1+ c r—2 (4.670)
= lim [In |z — 2[]§ + lim [In|z — 2] (4.671)
c—2~ z—2F
= lim ufe—27" In| - 2] + lim [ln[1] — lnje—27 (4.672)
c—27 z—2
= —00+ 00 (4.673)
no que concluimos que a integral é divergente.
Exercicios resolvidos
ER 4.8.1. Para quais valores de p a integral
o d
/ o (4.674)
1P
é convergente.
Solugao. Por definicao
o d bd
/ R T (4.675)
1 2P b=ooJ1 P
Para p = 1, temos
% (. bd
/ L T (4.676)
1 T boooJ1 T
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= lim [In |z} (4.677)
b—o0
(0.9)
= lim [M— In |1|} (4.678)
—00
— 00 (4.679)

Ou seja, para p =1 a integral é divergente. Agora, para p # 1, temos

o d bd
/ L T (4.680)
1

TP b—oo J1 P

xlP b
= lim l ] (4.681)
b—oo —p 1
) bt-r 1

Para p < 1, temos que b — oo quando b — oo. Agora, para p > 1, temos
que b*~? — 0 quando b — co. Logo, concluimos que a integral é convergente
parap > 1le

o dx 1
—_— = 1. 4.683
/1 »  p—1 b= (4.683)
O
ER 4.8.2. Calcule
/OO d (4.684)
1 (z—1)2 '

Solucao. Notamos que, além do limite de integracao infinito, o integrando
tem uma descontinuidade infinita em = = 1. Logo, calculamos

0 dx b dx
=1 e 4.

/1 rz—1 broo 1 (x—1)2 (4.685)

) : b dx
= Jim L&fﬂ/a (:,5_1)] (46%6)

1 b
- [ [} o

0 — OO

. . 1 1
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:+OO

Exercicios

E.4.8.1. Calcule

a) /Ode
1’
1
-5 dx
b [

E.4.8.2. Calcule

) /00 xdx
o VaET1

E.4.8.3. Calcule
1. /0 lif

2
2. / du dx

12— 2

E.4.8.4. Calcule

%
—o a2

E.4.8.5. Calcule

o dx
[.%
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Capitulo 5

Aplicacoes da integral

5.1 Calculo de areas

[Video] | [Audio] | [Contatar]

A integral definida f: f(z) dx esté associada a &rea entre o gréfico da fungao
f e o eixo das abscissas no intervalo [a,b] (consulte Figura 5.1). Ocorre
que se f for ndo negativa, entao ff f(x)dz > 0. Se f for negativa, entao
J f(z)dz < 0. Por isso, dizemos que [’ f(z)dz é a drea liquida (ou com
sinal) entre o gréfico de f e o eixo das abscissas.
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Y

Figura 5.1: Integral definida e a adrea com sinal.

Exemplo 5.1.1. Vamos calcular a drea total entre o grifico de f(x) =
(x —1)% e o eixo das abscissas, restrito ao intervalo [0, 2].
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Y

Figura 5.2: Area total entre o gréfico de f(z) = (z—1)? e o eixo das abscissas
para z € [0, 2].

Comecamos fazendo o estudo de sinal de f no intervalo. Como x —1 < 0
parax < 1le, x—12>0 paraz > 1, temos que f(z) <0em [0,1] e f(x) >0
em [1,2]. Logo, a area total é dada por

A= /01 f(w) d + /12 f(w) de. (5.1)

Agora, usando a substituicao u = x — 1, temos du = dz e segue que

/f(:c) dx = /(ZL’ —1)%dx (5.2)
= /uSdu (5.3)
= Qf +C (5.4)
_ ; Ve (5.5)
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Entao, do Teorema Fundamental do Calculo, obtemos

A —/Olf(x) dx+/12f(x) da (5.6)
e e
l (1—1)* 0—41)4l+l(2—41)4_(1—41)4 .5
4+i > (5.9)

Com Python+SymPy, podemos computar a area com os seguintes comandos:

1 In : from sympy import =x*

2 x = symbols('x"')

3 f = (x-1)*x%x3

4 A = integrate(f, (x,0,1))
5 B = integrate(f, (x,1,2))
6 ...: —A+B

7 Out: 1/2

8

5.1.1 Areas entre curvas
[Video] | [Audio] | [Contatar]
Observamos que se f(z) > g(x) no intervalo [a, b], entao

/abf(x)—g(aﬁ)dw:/abf(:z:)dx—/abg(.r)dx (5.10)

corresponde a area entre as curvas y = f(x) e y = g(x) restritas ao intervalo
[a,b]. Ou seja, fazendo h(x) = f(z) — g(z), temos que

/bh(x) dz (5.11)

é a area entre essas curvas restritas ao intervalo [a, b]. Ainda, se f(z) < g(x),
entre a area entre elas é dada por

—/ x)dx —/ g(x)dx — /abf(x) dzx. (5.12)

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://www.python.org
https://www.sympy.org
https://phkonzen.github.io/notas/contato.html
https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 5. APLICACOES DA INTEGRAL 279

Exemplo 5.1.2. Vamos calcular a drea entre as curvas y = (x—1)%, y = v—1,
r=0ex =2

=
9

—

Figura 5.3: Area entre as curvas y = (r — 13, y =z — 1, 2 =0e z = 2.

Comecamos definindo h(z) = (z —1)> — (z — 1). A fim de fazermos o estudo
de sinal de h, identificamos seus zeros.

h(z) = (z — 1) — (z — 1) (5.13)
=@-1)[@-1?-1] (5.14)
= (v —1)(2® — 27) (5.15)
=(x—1)-2-(x—2) (5.16)
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Ou seja, 1 =0, xo = 1 e x3 = 2 sdo as raizes de h. Dai, segue seu estudo de

sinal:
O<zr<l|l<z<?2
x—1) - +
x + +
(-] - :
h(x) + -

Assim, temos que a area desejada pode ser calculada como

A= / dx—/ h(z)dz.

Agora, calculamos a integral de h, i.e.
/ﬁ@mxz/@—1f—@—1wx

:/(;p—l)de—/xd:er/d:E

_14 2
:(x4 ) —%—1—14—0.

Por fim, do Teorema Fundamental do Célculo, obtemos

A= / dx—/ h(z) dz

=1t a? Yol —1)t 22
—[ 1 2—1—3:() 1 2+a:
=Lyl <1 24242 1)

2 4 \4 2

1

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)
(5.22)

(5.23)

(5.24)

Com o Python+SymPy, podemos computar a area com os seguintes coman-

dos:

In : from sympy import =x*
2 ...: x = symbols('x"')
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3 f = (x-1)*%x3 - (x-1)

4 integrate(abs(f), (x,0,2))
5 Qut: 1/2

6

Calculando areas em funcao de y

Exemplo 5.1.3. Calcule a 4rea determinada pelas curvas x = y> ey = 2—x.

—3-

Figura 5.4: Area determinada pelas curvas z = y2 e y = 2 — .

Uma das formas mais praticas de calcular esta area é integrando em relagao
a y. Para isso, precisamos que as curvas sejam descritas por fungoes de z em
y. A pardbola x = y? j4 estd escrita como tal, e a reta y = 2 —x é equivalente
axr =2 —y. Com isso, temos que a area determinada por estas curvas tem
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medida
! 2 ! 2
[ le=n-0d]d= [ 2—y—ydy (5.25)
2 31
) )
=y — T 2
Vo35, (5.26)
7 10
= -4+ — 5.27
9
== .2
. (5.28)

Com o Python+SymPy, podemos computar a area com os seguintes coman-
dos:

In : from sympy import =

y = symbols('y"')

f =2 -y - y**x2
...: integrate(f, (y, -2, 1))
OQut: 9/2

U W o

Exercicios resolvidos

ER 5.1.1. Célculo a 4rea entre a reta y = 1 e o grifico de f(x) = x? restritas
ao intervalo [0, 1].

Solugao. Observamos que a medida desta area corresponde a area do qua-
drado {0 < 2z < 1} x {0 < y < 1} descontada a area sob o gréfico de
f(x) = x* restrita ao intervalo [0, 1]. Isto &,

1
_ 2
A—l—A:E@: (5.29)
./L'g !
:1-[3]0 (5.30)
> 1
O
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ER 5.1.2. Calcule a area entre as curvas y = 2%, y =z, z =0 e x = 1.

Solugao. O problema é equivalente a calcular a area entre os graficos das
fungoes f(z) = = e g(z) = 2 restritas ao intervalo [0,1]. Como f(z) > g(x)
neste intervalo, temos

A= /01 f(z) — g(z) de (5.32)
= /01 r—2*dxy (5.33)
=573, (5.34)

1
- (5.35)
0

ER 5.1.3. Calcule a drea entre o grafico de f(x) = z3 — z e o eixo das
abscissas no intervalo [—1,1].

Solugado. Para calcularmos a drea entre o grafico de f(x) e o eixo das
abscissas no intervalo [—1, 1], fazemos:

1. O estudo de sinal de f no intervalo [—1, 1].

(a) Calculo das raizes de f no intervalo [—1,1].

2 —r=0=z(2"-1)=0 (5.36)
=z(x—1)(z+1)=0 (5.37)
=zr=—louz=0o0uzxz=1. (5.38)

(b) Os sinais de f(z).
—1<z<0= f(x) >0
0<z<1= f(x)<0. (5.40)
2. Célculo da area usando integrais definidas.
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(a) Célculo da integral indefinida.
/f(x) dx = /m3 —xdr (5.41)
= /$3 dx—/xdx (5.42)
ot 2P
- T 4
13 +C (5.43)
(b) Célculo da area.
0 1
A= / o) da — / flz)da (5.44)
-1 0
z! x2]0 lx4 x211
=|l——=| —-|=-= (5.45)
[4 ) I T
1
—_ —. .4
. (5.46)

Com Python+SymPy, podemos fazer o estudo de sinal de f com os seguintes

comandos

1 In : from sympy import

2 x = symbols('x')

3 f = lambda x: x**3 - X

4 ...: reduce_inequalities (f(x) >=0)

5 Out: ((-1 <=x) & (x <= 0)) | ((1 <= x) & (x <

6

00))

E, entao, computamos a area com

N =

U = W

In : A = integrate(f(x), (x, -1, 0))

B = integrate(f(x), (x, 0, 1))
...: A - B
OQut: 1/2
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Exercicios

E.5.1.1. Calcule a 4rea entre o grifico de y = 22 — 1 e o eixo das abscissas,
restrita ao intervalo [—1, 1].

E.5.1.2. Calcule a 4rea entre o grifico de y = 22 — 1 e o eixo das abscissas,
restrita ao intervalo [—1,2].

E.5.1.3. Calcule a 4rea entre o grafico de f(z) = 23

ao intervalo [—1,1].

e areta y = 1 restritas

E.5.1.4. Calcule a drea entre as cirvas y =, y = 22, v =0 e x = 2.

E.5.1.5. Calcule a 4rea determinada pelas curvas z = y> e y = x — 2.

5.2 Volumes por fatiamento e rotacao

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Em construcao ...

Exercicios resolvidos

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Em construcao ...

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Em construcao ...
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5.3 Problema de valor inicial

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Em construcao ...

Exercicios resolvidos

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Em construgao ...

Exercicios

[Video] | [Audio] | [Contatar]

Em construgao ...
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Resposta dos Exercicios

E.1.1.1.a) —1;b) —1;¢) 2; d) 3
E.1.1.2.a) —2;b) —1;¢) —1
E.1.1.3.a) 2;b) 2;¢) -3;d) 7
E.1.1.4.a) 2;b) -2;¢) -3;d) e
E.1.1.5.a) 1; b) 1; ¢) 1071°
E.1.2.1. a) 4; b) 2m; ¢) —2¢V?2
E.1.2.2. a) —3/2; b) 5/2; ¢) -3
E.1.2.3. a) —6; b) —3;

E.1.2.4. a) 2/3; b) 3/4;

E.1.2.5.a) 2;b) —1;¢) 1

287
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E.1.2.6. a) 6; b) 10; ¢) 12
E.1.2.7.a) 1/2; b) —1/3;
E.1.2.8.a) 2, b) —1; ¢) —3;
E.1.2.9. —1/4

E.1.2.10. Falso. Construa um contraexemplo para mostrar que a afirmacao
nao é verdadeira.

E.1.3.4.2) 2;b) 2;¢) 2;d) 2;e) 1; f)
E.1.3.5.a) 2; b) 2; ¢) 2
E.1.3.6.a) 2;b) 3;¢) 7

E.1.3.7. —

N | —

E.1.3.8. 0; Néo esta definido, pois o dominio de f(z) = v/1 — a2 é [—1,1].

E.1.3.9. Falso. Dica: construa um contraexemplo para mostrar que a afir-
macao nao é verdadeira.

E.1.4.1.a) 0;b) 0;¢) 0;d) 0; e) 2;
E.1.4.2.a) 0;b) 0;¢) 0
E.1.4.3.2) 0; b) 1; ¢) V2;
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E.1.4.4.a) 1;b) 3;¢c) —1;d) e
E.1.4.5.a) 1; b) —
E.1.4.6. nao existe.
E.1.4.7.a) 1;b) -3

E.1.4.8. Dica: use as regras para o calculo de limites.
E.1.5.1. a) oo; b) o0; ¢) 00; d) 00

E.1.5.2. a) oo; b) o0; ¢) —o0; d) 00

E.1.5.3. a) 0o0; b) o0; ¢) —00; d) —o0; €) 0o

E154. x=2,0=-2

E.1.5.5.z=1

E.1.5.6. c©

E.1.5.7. —o©

E.1.5.8. Dica: Observe que f(x) = 2+ 1 ¢ analise o limite de f(z) quando
x — £o0.

E.1.5.9. £k — 0 quando T" — 0"

E.1.5.10. y=0ey =1
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E.1.5.11. N(t) — 0 quando t — o0

E.1.6.1. R\ {1,2}.

E.1.6.2. (1,2) U (3,0).

E.1.6.3.2) 1;b) 0

E.1.6.4.0

E.1.6.5.c=1

E.1.6.6. N(t) — Ny quando A — 0F

E.1.7.1.1
E.1.7.2. 0

E.1.7.3.

N

E.1.74.0
E.1.7.5. 0
E.1.8.1. o0

E.1.8.2. a) oo; b) 0

E.2.1.1.a) 0;b) 0;¢) 0
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E.2.1.2.a) —1;b) —=2;¢) e
E.2.1.3.a) —1;b) —=2;¢c) e

E.2.1.4. reta secante: y = —3x + 7; reta tangente: y = —2x + 6; dica:
verifique seus esbogos plotando os graficos no computador

E.2.1.5. a) 1000 25; 1) 30 B8, ¢) —g70 B8,
E.2.2.1.a) 0;b) 0;¢) O

E.2.2.2.2) 2; b) —3; ¢) Ve

E.2.2.3. f'(z) =22 — 2

E.2.2.4. (1,00)

E.2.2.5. a) 2z — 322, b) 2 — 625 ¢) —6; d) 0; €) 0

E.2.3.1.a) 0;b) 0;¢) 0;d) 0

E.2.3.2. a) 1; b) 32% ¢)

E.2.3.3.a) 0; b) 0; ¢) 0
E.2.3.4.0

E.2.3.5. (0,—1)
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E.2.4.1.2) 3°In3; b) ()" = (2) In2

E.2.4.2.2) (2)" = (2) In b) 2¢*

E.2.4.3. a)

E244. y=x—-1
E.2.4.5. Dica! Consulte o Exemplo ?7?

E.2.4.6. Dica! Consulte o Exercicio 2.4.5

log 2 2
E.2.5.1. a) f'(z) = 152% b) ¢'(z) = 2¢"; ¢) b/ (z) = %10; d) i'(z) = "
T

E.2.5.2. a) f'(x) = —152%; b) ¢'(z) = 42 — 22+ 3; ¢) W'(z) =3-2"In2 —
1

z-1n2

E.2.5.3. a) f/(z) — 62% — 14z +5: b) ¢'(x) — 3\/5; &) W (x) = (z + 1)e*: d)

!/ ez
) = xl —_—
i'(x) =€e"Inx + "

E.2.5.4.a) f'(x) =1;b) ¢'(z) = @ 3)2; c) W(x) = (1+2z —a)e ™
, ) T 22 —x—(x—2)(2zx—1)
E.2.5.5.a) f'(z) = (z"+2z)e BN b)g¢'(z) =Inz+1— (17— 2)?
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E.2.5.6. a) f'(z) = (1 +22)e**; b) ¢'(x) = (1 — 2z)e™**
E.2.5.7.a) f'(z) =Inz®> +2; b) ¢'(x) = 2 + 22 + In 2?

E.2.6.1. a) f/(z) = sen(2x) + cos(x); b) ¢'(x) = sen(zx) - (2 — 3sin?(x)));
c) W(x) = 2cos(z)

E.2.6.2. y = 1. Dica: use um pacote de matematica simbdlica para verificar
os esbogos dos graficos.

E.2.6.3. a) f'(z) = sec?(z)+cossec?(x); b) ¢'(z) = sec(z) tg(x)+cossec(z) cotg(z);
c) h'(z) = % sec?(x)

=3

E.2.7.1. a) f'(z) = 18(22—3)%; b) ¢'(z) =

E.2.7.2. a) f'(z) =3-2%'In2; b) ¢'(x) = —2ze™ .

2z 2z
;b
) (z2—=1)In2

E.2.7.3.

E.2.7.4.a) f'(z) = wcos(mx); b) ¢'(z) = _2\1/5 sen(y/7); ¢) W (x) = 2sec?(2z);
d) u/(z) = cossec’(3 — x); e) v'(x) = —;Sec (;2) tg (1); f) 2'(z) =

—(5 4 2x) cossec (5[L’ + x2) cotg (5:16 + :U2>
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£.2.8.2. ) f/(z) = —

) ¢'(x) = 2e(1 + 2z)7!

E.2.83. 2(1+2) '+ (1+2)*In(1 + z)

E284.y==x

E.2.9.1.
2) dx 2z

dy  z+y—2

E.2.9.2.
dz? 2

E.2.9.3. (0, 0)
E294.y=—x
E.3.1.1.1
E.3.1.2. 00
E.3.1.3. o0

E.3.14.¢

d 32 —2y—1
dy _ 322 -2y—1,

Yy —2x

@_Qy—x

E.3.2.1. x = —1 ponto de minimo global; z = 1 ponto de maximo local;

x = 2 ponto de minimo local; x = % ponto de maximo global.

E.3.2.2. a) z = 1; b) x = —1 ponto de maximo global; x = 1 ponto de
minimo local e global; ¢) f(—1) = 6 valor maximo global; f(1) = 2 valor

minimo local e global;
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E.3.2.3. a) z = 1; b) x = 1 ponto de maximo local e global; z = 3 ponto
de minimo global; ¢) f(1) = 2 valor méximo local e global; f(3) = —2 valor
minimo global;

E.3.2.4.a) x = 1; b) x = 0 ponto de minimo global;c) f(0) = 0 valor minimo
global;

E.3.2.5. a) z = 0; b) z = —1 ponto de minimo global; z = 1 ponto de
méximo global; ¢) f(—1) = —1 valor minimo global; f(1) = 1 valor maximo
global,

E.3.2.6. Dica: consulte a demonstracao do Teorema 3.2.2.

E.3.3.1. Decrescente: (—oo, 1]; Crescente: [1,00)

E.3.3.2. Decrescente: [—1, 1]; Crescente: (—oo, —1]; [1, 00)

E.3.3.3. Crescente: (0,00)

E.3.3.4. Crescente: (—o0, 1); Decrescente de (1, 00)

E.3.3.5. Dica: use o teorema de Rolle.

E.3.3.6. Dica: consulte a demonstragao do item a) do Corolario 3.3.3.

E.3.4.1. x = 1 ponto de minimo global

E.3.4.2. x1 = —1 ponto de maximo local; x5 = 1 ponto de minimo local;

E.3.4.3. x; = 0 ponto de méximo local; x5 = 2/5 ponto de minimo local;
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E.3.5.1. x = 1 ponto de minimo global
E.3.5.2. 1 = —1 ponto de maximo local; x5 = 1 ponto de minimo local;

E.3.5.3. x; = 0 ponto de méximo local; x5 = 2/5 ponto de minimo local;

E.3.5.4. f'(x) = —423, f'(0) = 0. Pelo teste da 1. derivada, temos que
x = 0 é ponto de méximo local. f"(z) = —122%, f”(0) = 0.

E.4.1.1.6

E.4.1.2.6

2
E.4.1.3. F(x) = % +a; F'(x) =2+ 1.

E.4.1.4. Dica: a soma de Riemann ¢ uma aproximacao da area liquida sob
o grafico da funcao.

b
E.4.1.5. Dica: / f(x) dxé a area liquida sob o gréfico da fungao.

a

E.4.1.6. -3

E.4.1.7. 0

E.4.2.1.a) 0; b) 3; ¢c) —5/2
E.4.2.2. a) 6; b) 6; ¢) 2

E.4.2.3. 4/3
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E.4.2.4. y =sen(z) + 1

1 2
E.4.3.1. a) v+ C; b) — +C;c) §x3/2 +C;d) 2224 C

2

1 1
E.4.3.2.a) 2 — -+ C;b) %—ln|x|+C’; c) §x4—x3+x+0
T

E.4.3.3. a) 2sen(z) + C; b) x + cos(z) + C

E.4.3.4. a) 0; b) In(2);
E.4.3.5. a) —
E.4.3.6. ) 1; b) 1; c) -2

E.4.4.1. /2(2:1: 4 1)2dy = ix?’ 4?42+ C

4, g3 a2 . R DN I SN S
E.4.4.2. a) 42" + 82° + 62 + 22+ C; b) 3 +C;c) 3(w 2)°+C;

d) 55(22° + 42 —3)>+C

2

1
E.4.4.3. a) In|z+ 1|+ C; b) gln x — 3’ C; ¢) ln‘x—i—sz’ et

1 1
E.4.4.4. a) ¢* + C; b) 5629”_1 +C; ¢) 56362 +C
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2% 1

:I,‘2 T

+C

E.4.4.6.

N~

E.4.4.7. 4

E.4.4.8.

N[

sen?(x) — cos(2x)

E.4.4.9. a) + C; b) + C;

x  sen(2x)
E.4.4.10. -
2 + 4

+C

E.4.4.11. 1/2
E.4.4.12. ¢ — 1

E.4.4.13. L tg*(z) + C

E.4.4.14. +C

E.4.4.16. g ¥ Sen(x);osm e

E.4.4.17. Dica: Multiplique o numerador e o denominador por cotg(X) +
cossec(x).
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E.4.4.18. JIn|(z — 2)? + 4| + arctg (532) + C

3

E.4.5.1. a) %629” + C; b) ze® + C; ¢) %Sln(x) -=+C

E.4.5.2.a) 1+ < b) 2In2; ¢) L + 2¢3

xIn(x) x

E.4.5.3. —
logy(z)  logy()

+C

E.4.5.4. -2 +¢

e

E.4.5.5. a) sen(x) — x cos(z) + C; b) cos(x) + xsen(z) + C;
E.4.5.6. a) <x2 —2x + 2) e* + C; b) —x?cos(x) + 2w sen(x) + 2cos(x) + C

sen(x) + cos(x)

E.4.5.7. 5 e +C

E.4.5.8.a) 1;b) 2; ¢) é—l— 253

E.4.5.9. sec(x)th(a:) + ;ln | sec(z) + tg(z)| + C

E.4.6.1.a)u = 3z;b) x =sen(z), =5 <0 < 5; [ =5 = arcsen(z/2)+C
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E.4.6.3. xsec (arc tg (g)) +51n

sec (arctg (g)) + g‘ +C

E.4.6.4. (v/3—1)/4
E.4.6.5. /22 — 9 — 2arcsen (%) +C
E4.71. ilnjz—1|-ilnjz+1]+C
E4.72. Infz[+ 3|z —2)[—2Injz - [+ C
E4.73. 2lnjz—1|—2lnjz+ 1|+ 5 +C
E.4.7.4. 2In|z| — In |22 + 1] + arctg(z) + C
E.4.7.5. —31In(2) + In |3

E.4.8.1. a)
E.4.8.2. a) oo; b) —Z

E.4.8.3. a) oo; b) —c0

E.4.8.4. 00

E.4.8.5. divergente

E.5.1.1. 4/3
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E.5.1.2. 8/3

E.5.1.3.2
E.5.14.1

E.5.1.5. 9/2
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